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Préface

L’approche constructive aux mathématiques a connu une renaissance, en
grande partie grâce à la parution du livre d’Errett Bishop Foundations of
constructive analysis en 1967, et aussi grâce à l’influence subtile de la proliféra-
tion d’ordinateurs avec de grandes capacités de calcul. Bishop a démontré que
les mathématiques pures peuvent être développées d’un point de vue constructif
tout en maintenant la continuité avec la terminologie et l’esprit classiques ; une
bien plus grande partie des mathématiques classiques a pu être préservée par
rapport à ce que l’on pouvait croire possible, et aucun théorème faux en mathé-
matiques classiques n’en a résulté, comme cela avait été le cas pour d’autres
écoles constructives, comme le constructivisme russe ou l’intuitionnisme. Les
ordinateurs ont créé une conscience largement partagée de la notion intuitive
de procédure effective, et de celle de calculs exécutables en principe. Ils ont en
outre stimulé l’étude de l’algèbre constructive en vue de son implémentation,
ainsi que du point de vue de la théorie des fonctions récursives.

En analyse, les problèmes de constructibilité apparaissent immédiatement
parce que nous devons commencer avec les nombres réels, et qu’il n’y a pas
de procédure finie pour décider si deux nombres réels sont égaux ou pas (les
nombres réels ne forment pas un ensemble discret). Le principal obstacle pour les
mathématiques constructives était en direction de l’analyse, alors que plusieurs
mathématiciens, notamment Kronecker et van der Waerden, avaient fait d’im-
portantes contributions à l’algèbre constructive. Heyting, travaillant en algèbre
intuitionniste, s’est concentré sur les problèmes liés aux structures algébriques
sur les nombres réels ; il y a développé une partie de l’analyse plutôt qu’une
théorie des structures algébriques discrètes. De manière paradoxale, c’est en
algèbre que le plus souvent nous nous heurtons à des arguments sauvagement
non constructifs comme ceux qui établissent l’existence d’idéaux maximaux, ou
l’existence de plus que deux automorphismes du corps des nombres complexes.

Dans ce livre, nous présentons les notions de base de l’algèbre moderne
d’un point de vue constructif. Les sujets les plus avancés ont été dictés par
nos préférences et par nos limitations, et par la disponibilité de traitements
constructifs dans la littérature. Quoique le livre soit par nécessité à peu près
auto-contenu, il n’est pas censé être une première introduction à l’algèbre
moderne ; le lecteur est présumé avoir quelque familiarité avec le sujet classique.

Il est important de garder à l’esprit que l’algèbre constructive est de l’algèbre ;
en fait, c’est une généralisation de l’algèbre classique en ce que nous ne supposons
pas la loi du tiers exclu, exactement comme la théorie des groupes est une



généralisation de la théorie des groupes abéliens en ce que la commutativité
n’est plus supposée. Une démonstration constructive d’un théorème est en
particulier une démonstration de ce théorème. Tout théorème dans ce livre
peut être compris comme se référant à l’univers conventionnel du discours
mathématique, et les démonstrations sont acceptables dans cet univers (aux
fautes éventuelles de raisonnement près). Nous ne nous limitons pas à une classe
restreinte d’«objets constructifs » comme le font les théoriciens des fonctions
récursives et nous n’introduisons pas non plus de principes classiquement faux
comme le font les intuitionnistes.

Nous exprimons nos remerciements à Abraham Seidenberg, Gabriel Stolzen-
berg, Larry Hughes, Bill Julian et Steve Merrin pour leurs suggestions.

Ray Mines
Fred Richman

New Mexico State University

Wim Ruitenburg
Marquette University



Préface du traducteur

Il me faut avant tout remercier Fred Richman pour sa collaboration bien-
veillante à cette traduction. Il m’a fourni le fichier source latex de la version
originale du livre en anglais, et il a répondu à toutes mes demandes d’éclaircis-
sements.

Je remercie aussi chaleureusement Stefan Neuwirth, un collaborateur qui a
relu avec une précision remarquable la traduction une fois terminée. Le nombre
d’erreurs que je suis capable de commettre sans les déceler lors d’une relecture
personnelle m’a véritablement impressionné. Sa relecture nous a aussi permis
de préciser certains points délicats dans plusieurs démonstrations.

J’ai introduit un certain nombre de «notes du traducteur » en bas de page,
notées NdT. Souvent il s’agit de préciser la terminologie anglaise pour un terme
dont la traduction française est assez éloignée. Quand c’était possible, j’ai utilisé
comme terminologie française de référence celle de Bourbaki.

D’autres fois, j’ai utilisé une note de bas de page pour ajouter une précision
que j’estimais utile pour mieux comprendre le texte.

Par ailleurs les rares fois où j’ai un tout petit peu corrigé le texte, hormis
quelques fautes de frappe évidentes, je l’ai fait en accord avec Fred Richman.

Après la traduction proprement dite du livre, je fais figurer une postface
où je commente certains des aspects particulièrement marquants, notamment
certaines divergences par rapport au livre de Bishop.

Enfin Stefan Neuwirth a réalisé le chapitre final sur la réception de l’édition
originale de l’ouvrage. Il donne une liste bibliographique des travaux qui ont
cité le livre depuis sa parution.

Henri Lombardi
Université de Franche-Comté
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1 Mathématiques constructives vs.
mathématiques classiques

Le point de vue classique sur les mathématiques est essentiellement des-
criptif : on essaie de décrire des faits à propos d’un univers statique. Ainsi par
exemple on admet qu’un polynôme de degré impair admet toujours une racine,
et qu’il y a une décimale qui apparait une infinité de fois dans le développement
décimal de π. On a un point de vue opposé en mathématiques constructives,
elles concentrent leur attention sur l’interaction dynamique entre l’individu et
l’univers mathématique ; dans les termes de Hao Wang, il s’agit d’une mathé-
matique du faire plutôt que d’une mathématique de l’être. Le mathématicien
constructif doit montrer comment construire une racine d’un polynôme de degré
impair, et comment on peut trouver une décimale qui apparait une infinité de
fois dans le développement décimal de π.

Nous imaginons un mathématicien idéalisé U qui interagit avec l’univers
mathématique ; c’est lui le «vous » qui trouve le δ et à qui un ε est donné
lorsque nous disons «étant donné un ε vous devez trouver δ ». Les phrases « il
existe » et «vous devez trouver » signifient que U doit réaliser les constructions
souhaitées. Puisque «P1 ou P2 » signifie qu’il existe i ∈ {1, 2} tel que Pi est
vrai, la signification du «ou » découle de la signification du « il existe », et c’est

1



2 Chapitre I. Ensembles

l’interprétation de cette dernière phrase qui est fondamentale en mathématiques
constructives.

Les mathématiques classiques peuvent être elles aussi décrites dans cette
image ; la différence réside dans le pouvoir que nous attribuons à U . Un U
omniscient peut décider si une assertion mathématique donnée est vraie ou
fausse ; ainsi par exemple U peut inspecter la suite des décimales de π et
déterminer quelles décimales apparaissent une infinité de fois. Avec un omniscient
U , notre image est simplement un portrait plus dynamique, anthropomorphique,
des mathématiques classiques.

En mathématiques constructives nous supposons que U peut seulement
réaliser des constructions finies en nature. Comme le dit Errett Bishop, « la
seule manière de démontrer qu’un objet existe est de donner une procédure
finie pour le trouver ». Dans ce cadre, nous n’avons pas le droit de dire qu’une
décimale apparait une infinité de fois dans le développement de π tant que nous
ne sommes pas prêts à exhiber une telle décimale ou au moins à produire un
algorithme qui calculera cette décimale.

Nous considérons que U est capable de réaliser n’importe quelle construction
spécifiée par un algorithme, mais nous n’excluons pas la possibilité qu’il sache
faire d’autres choses – y compris qu’il puisse être omniscient. Le tableau qui
résulte du fait de restreindre les capacités de U à des constructions finies est
l’interprétation calculatoire des mathématiques. Comme toute assertion qui
admet une preuve constructive est vraie dans l’interprétation calculatoire, nous
disons que les mathématiques constructives ont une signification numérique ;
comme toute assertion qui admet une preuve constructive est vraie dans l’inter-
prétation classique, nous disons que les mathématiques constructives sont une
généralisation des mathématiques classiques.

Les mathématiques constructives sont les mathématiques pures faites de
manière algorithmique de façon à respecter l’interprétation calculatoire. La
notion centrale de processus fini, ou d’algorithme, est prise comme une notion
primitive. Toute tentative de définir ce qu’est un algorithme implique en dernière
analyse la notion d’existence – par exemple nous pourrions demander qu’il existe
une étape à laquelle un certain programme de calcul produit une réponse. Si le
terme «exister » est pris dans son sens classique ici, nous échouons à capturer la
notion même d’algorithme. Si le terme est utilisé dans son sens constructif, la
définition est circulaire.

Considérez la distinction entre l’usage classique et l’usage constructif du
«ou ». Pour prouver «P1 ou P2 » de manière constructive, nous devons construire
un algorithme qui soit prouve P1, soit prouve P2, et en exécutant cet algorithme
nous (le mathématicien idéalisé) pouvons déterminer laquelle des deux conditions
est vraie. Pour prouver «P1 ou P2 » de manière classique, il suffit de montrer
que P1 et P2 ne peuvent être simultanément fausses. Par exemple considérons
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l’assertion P1 :

il existe des entiers strictement positifs x, y, z, et n tels que :

xn+2 + yn+2 = zn+2,

et soit P2 le fameux théorème de Fermat, la négation de P1. Si P1 est faux
alors P2 est vrai, donc «P1 ou P2 » est classiquement prouvable ; mais tant que
le théorème de Fermat n’est pas démontré, nous ne savons pas laquelle des deux
assertions P1 ou P2 est vraie, et nous n’avons pas de preuve constructive de
«P1 ou P2 ».

Une démonstration constructive d’un théorème prouve plus qu’une démons-
tration classique : une démonstration constructive du fait qu’une suite de
nombres réels converge implique que nous pouvons calculer une vitesse de
convergence ; une démonstration constructive du fait qu’un espace vectoriel est
de dimension finie implique que nous pouvons calculer une base de cet espace
vectoriel ; et une démonstration constructive du fait qu’un polynôme est un
produit de polynômes irréductibles implique que nous pouvons construire ces
polynômes irréductibles.

Deux assertions peuvent être classiquement équivalentes sans l’être construc-
tivement. Soit P l’affirmation selon laquelle tout sous-groupe de Z est cyclique.
Cela signifie que nous pouvons à partir d’une spécification du sous-groupe
trouver un générateur de ce sous-groupe. Soit Q l’affirmation selon laquelle
aucun sous-groupe G de Z ne peut avoir la propriété que pour chaque m ∈ G,
il y a un entier dans G qui n’est pas multiple de m. Les affirmations P et Q
sont de manière immédiate équivalentes en mathématiques classiques, mais très
différentes d’un point de vue constructif. L’affirmation Q est vraie : comme 0
est dans G, il y a un entier non nul n dans G ; comme n est dans G, il y a un
diviseur strict de n dans G ; et ainsi de suite jusqu’à ce que nous arrivions à une
contradiction. Mais il n’est pas du tout crédible que P soit vraie, comme nous
pouvons nous en rendre compte en considérant le sous-groupe de Z engendré
par les nombres parfaits : pour construire un générateur de G nous devons
construire un nombre parfait impair ou démontrer que tous les nombres parfaits
sont pairs.

D’un autre côté, deux assertions constructivement équivalentes sont classique-
ment équivalentes ; en effet, tout théorème de mathématiques constructives est
aussi un théorème de mathématiques classiques : une démonstration constructive
est une démonstration.

Supposons que nous essayions de trouver une démonstration constructive
pour une assertion P qui est classiquement vraie. Après de nombreuses tentatives
infructueuses nous pourrions être tentés de chercher un contre-exemple. Mais
nous ne pouvons espérer prouver la négation de P , ce qu’un contre-exemple de
bonne foi impliquerait, car ¬P est classiquement fausse. Comme cette voie nous
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est fermée, nous avons besoin d’une autre alternative quand nous persistons à
vouloir contredire P .

Une approche consiste à fixer un langage formel dans lequel la propriété P
peut être exprimée, à préciser dans ce langage formel quelles sont les suites
de mots qui constituent une démonstration, et à démontrer qu’aucune preuve
formelle de P ne peut être construite (éventuellement en considérant une
interprétation inattendue du langage formel et en montrant que dans cette
interprétation la propriété est fausse). Un tel programme de travail est éclairant,
mais on peut souvent mettre en doute que le système formel choisi reflète
de manière adéquate la réalité mathématique. Une objection plus sérieuse
consiste à dire que mettre en œuvre de tels arguments d’indépendance réclame
un changement de point de vue drastique. Une procédure qui se situerait plus
près du sujet à traiter semble préférable. À cette fin nous introduisons les idées
de principe d’omniscience et d’exemple brouwerien.

Une règle qui à chaque entier naturel n fait correspondre un élément αn
de {0, 1} est appelée une suite binaire 1. Un principe d’omniscience est une
affirmation vraie classiquement, de la forme «P (α) est vraie pour toutes les suites
binaires α », mais qui n’est pas considérée pouvoir être prouvée constructivement.
Par exemple classiquement pour toute suite α, ou bien

(P) il existe un n pour lequel αn = 1, ou bien
(Q) pour tout n, αn = 0.

L’affirmation selon laquelle P ou Q a bien lieu est appelée le petit principe
d’omniscience (LPO) 2. Étant donné que Q est la négation de P , le petit prin-
cipe d’omniscience est une forme de la loi du tiers exclu : l’affirmation selon
laquelle pour n’importe quelle propriété P on a «P ou non P ». Le petit principe
d’omniscience, et à fortiori la loi du tiers exclu, ne sont pas acceptés dans l’ap-
proche constructive car personne ne croit sérieusement que l’on puisse construire
un algorithme qui, étant donnée une suite α, choisisse l’alternative correcte
P ou Q. Un autre argument contre LPO est que si on se limite à certains
types d’algorithmes, comme c’est le cas pour l’école constructiviste russe, alors
on peut prouver que LPO est faux. On fixe un langage de programmation
capable d’exprimer les fonctions usuelles sur les entiers naturels ainsi que les
manipulations symboliques ordinaires. On peut alors démontrer qu’il n’existe
aucun programme d’ordinateur qui accepte en entrée des programmes de calcul
et qui, appliqué à un programme qui calcule une suite binaire, retourne 1 si la
suite contient 1 et 0 si la suite n’en contient pas. Ainsi si nous demandons que
nos règles de calcul 3 soient toutes données par des programmes d’ordinateur,

1. NdT. De manière générale dans cet ouvrage, les auteurs utilisent une casse grasse pour
indiquer qu’il donne une définition.

2. NdT. Limited principle of omniscience.
3. NdT. Celles utilisées pour produire des suites binaires, et celles utilisées pour produire

le test souhaité.
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on peut démontrer que LPO est faux. Ceci est un argument contre l’acceptation
de LPO, parce que tout algorithme informel que nous produisons sera sans
aucun doute programmable, ainsi nos théorèmes doivent être vrais dans l’inter-
prétation où les algorithmes sont des programmes d’ordinateur ; mais nous ne
nous restreignons pas à cette interprétation car elle interdit d’interpréter nos
théorèmes en mathématiques classiques : et en effet LPO est classiquement vrai.

Lorsque l’on peut montrer qu’une affirmation P implique LPO, nous aban-
donnons la recherche d’une preuve constructive de P . Mais nous n’affirmons
pas pour autant que P est fausse : après tout, P peut admettre une preuve
classique. Les assertions telles que LPO doivent plutôt être considérées comme
indépendantes en ce sens que ni elles ni leurs négations ne sont valides.

Considérez par exemple la propriété P valide en mathématiques classiques
selon laquelle tout sous-ensemble des entiers naturels est vide ou contient un
élément. Étant donnée une suite binaire α, définissez A = {1} et B = {αn :
n ∈ N }. Alors A ∩B est un sous-ensemble des entiers naturels. S’il contient un
élément, ce doit être 1, et selon la définition de B, il existe un entier n tel que
αn = 1 ; si A ∩B est vide, pour tout entier n, αn = 0. Ainsi, si la propriété P
est vraie alors on a également LPO.

Un principe d’omniscience plus faible est le mini principe d’omniscience
(LLPO) 1 qui affirme qu’une suite binaire (αn)n∈N qui contient au plus un
élément 1, ou bien est nulle pour tout n impair, ou bien est nulle pour tout n
pair. Cela implique que dans une suite binaire nous pouvons dire à priori que
dans le cas où un élément 1 apparait, sa première apparition sera pour un
indice pair ou impair. Comme dans le cas du principe LPO, si nous limitons
nos algorithmes à ceux qui sont programmables sur ordinateur, nous pouvons
réfuter LLPO. Si vous pensez à la suite binaire α comme à une boite noire qui
retourne αn lorsque vous lui donnez l’entier n en entrée, il est tout à fait clair
que vous ne pouvez espérer établir ni LPO ni LLPO. Considérez la suite α
définie comme suit :

α2n = 1 si, et seulement si, il y a 100 décimales consécutives de π
égales à 6 dans les n premières décimales de π ;

α2n+1 = 1 si, et seulement si, il y a 100 décimales consécutives de π
égales à 7 dans les n premières décimales de π.

Comme on sait calculer les décimales de π, il y a un algorithme qui calcule
la suite α. Mais à moins que nous tombions par chance sur 100 décimales de π
consécutives égales à 6 ou à 7, nous aurons du mal à trouver un algorithme qui
décide que si cela arrive, pour la première fois ce sera avec un entier m pair ou
avec un entier impair.

Un exemple brouwerien E est une construction E(α) basée sur une suite
binaire arbitraire α. Nous disons que l’exemple brouwerien E satisfait la condi-

1. NdT. Lesser limited principle of omniscience.
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tion C si E(α) satisfait la condition C pour chaque α ; nous disons que
l’exemple E ne satisfait pas la condition C s’il y a un principe d’omniscience
«P (α) pour tout α » tel que chaque fois que E(α) satisfait C, P (α) est valide.
Un contre-exemple brouwerien à une affirmation du type «C1 implique C2 »

est un exemple brouwerien qui satisfait C1 mais ne satisfait pas C2.
Notre construction précédente A ∩B est un exemple brouwerien d’un sous-

ensemble des entiers naturels qui, ni ne contient un élément, ni n’est vide.
Nous construisons maintenant une suite croissante bornée de nombres réels
qui n’admet pas de borne supérieure. Pour chaque suite binaire α soit E(α)
la suite β de nombres réels définie par βn = supnk=1 αk. Alors E(α) est une
suite bornée croissante de nombres réels. Soit C la condition pour une suite
de nombres réels qu’elle admette une borne supérieure. Nous allons montrer
que E ne satisfait pas la condition C. Soit P (α) la propriété que, ou bien α est
identiquement nulle, ou bien il y a un entier n tel que αn = 1, et supposons
que E satisfasse la condition C. Si la borne supérieure de E(α) est < 1 alors α
est identiquement nulle. Si la borne supérieure de E(α) est > 0 alors il y a un
entier n tel que αn > 0, donc αn = 1. Ainsi P (α) est valide.

Exercices

1. Montrer que LPO implique LLPO.
2. Tout sous-ensemble de {0, 1} contient 0, 1 ou 2 éléments. Construisez un

contre-exemple brouwerien pour cette affirmation.
3. Construisez un exemple brouwerien pour un ensemble d’entiers naturels

qui ne contient pas de plus petit élément.
4. Construisez un exemple brouwerien pour un sous-groupe de Z qui n’est

pas cyclique.
5. Construisez un exemple brouwerien de deux suites binaires dans la somme

contient une infinité de 1, mais cependant aucune des deux ne contient
une infinité de 1.

6. Dites qu’une assertion est simplement existentielle si elle est de la forme
« il existe un entier n tel que αn = 1 » pour une certaine suite binaire α.
Montrer que LLPO est équivalent à

¬(A et B) si, et seulement si, ¬A ou ¬B
pour toute paire d’assertions simplement existentielles A et B.

7. Le petit principe d’omniscience faible (WLPO) est l’affirmation selon
laquelle, pour toute suite binaire, ou bien elle est identiquement nulle,
ou bien il est impossible qu’elle soit identiquement nulle. Montrer que
LPO implique WLPO et que WLPO implique LLPO.

8. Soit S l’ensemble des suites finies d’entiers strictement positifs. Par un
arbre finitaire nous entendons un sous-ensemble T de S tel que
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(i) pour chaque s ∈ S, s ∈ T ou s /∈ T ,
(ii) si (x1, . . . , xn) ∈ T , (x1, . . . , xn−1) ∈ T ,
(iii) pour tout (x1, . . . , xn) ∈ T , il y a unm ∈ N tel que si (x1, . . . , xn, z) ∈

T , alors z 6 m.
Une branche infinie de T est une suite {xi}i∈N d’entiers strictement
positifs tels que (x1, . . . , xn) ∈ T pour chaque n. Le lemme de Kőnig
affirme que si T est infini (s’il a des sous-ensembles arbitrairement grands),
il a une branche infinie. Montrer que le lemme de Kőnig implique LLPO.

2 Ensembles, sous-ensembles, fonctions
Nous travaillons avec deux types de collections d’objets mathématiques,

les ensembles et les catégories. Notre notion de ce qu’est un ensemble est une
notion plutôt libérale.

Définition 2.1. Un ensemble S est défini lorsque nous décrivons comment
construire ses éléments à partir d’objets déjà construits, ou qui pourraient l’avoir
été, avant S lui-même, et lorsque nous expliquons ce que signifie pour deux
éléments de S qu’ils sont égaux.

À la suite de Bishop nous regardons la relation d’égalité sur un ensemble
comme conventionnelle : quelque chose à préciser lorsque l’ensemble est défini, et
qui est soumis à la seule contrainte d’être une relation d’équivalence, c’est-à-dire
d’être

réflexive : a = a,
symétrique : si a = b, alors b = a,
transitive : si a = b et b = c, alors a = c.

Une relation n-aire sur un ensemble S est une propriété P qui concerne les
n-uplets d’éléments de S, et qui est extensionnelle en ce sens que si xi = yi,
pour i = 1, . . . , n, alors P (x1, . . . , xn) si, et seulement si, P (y1, . . . , yn). Notez
que l’égalité est une relation binaire en ce sens. La relation P est décidable si
pour chaque n-uplet x1, . . . , xn, ou bien P (x1, . . . , xn) est valide, ou bien elle
ne l’est pas.

Une relation unaire P sur S définit un sous-ensemble A = {x ∈ S : P (x) }
de S : un élément de A est un élément de S qui satisfait la propriété P , et deux
éléments de A sont égaux si, et seulement si, ils sont égaux comme éléments
de S. Si A et B sont des sous-ensembles de S, et si chaque élément de A est
un élément de B, nous disons que A est contenu dans B, et nous écrivons
A ⊆ B. Deux sous-ensembles A et B d’un ensemble S sont égaux si A ⊆ B et
B ⊆ A ; ceci est clairement une relation d’équivalence sur les sous-ensembles de
S. Nous avons décrit comment construire un sous-ensemble de S, et ce que cela
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signifie d’être égaux pour deux sous-ensembles de S. Donc nous avons défini
l’ensemble tous les sous-ensembles, encore appelé l’ensemble des parties de S.
Un sous-ensemble de S est non vide s’il contient un élément.

La réunion de deux sous-ensembles A et B de S est le sous-ensemble de S
défini par A ∪ B = {x ∈ S : x ∈ A ou x ∈ B }. Le «ou » dans cette définition
doit être interprété constructivement, de sorte que, étant donné un x dans
A ∪ B, nous puissions déterminer un des ensembles dans lequel il se trouve
(même si nous ne pouvons savoir s’il est dans les deux à la fois). En termes
d’existence, x ∈ A ∪ B signifie qu’il existe i ∈ {1, 2} tel que si i = 1, alors
x ∈ A, et si i = 2, alors x ∈ B. L’intersection de A et B est le sous-ensemble
A ∩B = {x ∈ S : x ∈ A et x ∈ B }.

Nous regardons la relation d’inégalité comme conventionnelle, comme n’étant
pas nécessairement la négation de l’égalité ; l’interprétation du symbole a 6= b
dépendra du contexte. Sur chaque ensemble la relation de non-égalité est définie
par a 6= b si a = b est impossible. Certains ensembles admettent une relation
d’inégalité plus naturelle : si a et b sont des suites binaires, alors la bonne
interprétation de a 6= b est qu’il existe un n tel que an 6= bn. Si l’on n’a pas
spécifié une inégalité sur un ensemble, nous interprétons a 6= b comme étant la
non-égalité. Nous employons la terminologie usuelle concernant l’inégalité : dire
que a et b sont distincts signifie a 6= b ; dire que a est non nul signifie a 6= 0.

Une inégalité sur un ensemble peut être

consistante : a 6= a est impossible ;
symétrique : si a 6= b, alors b 6= a ;
cotransitive : si a 6= c, alors pour tout b, a 6= b ou b 6= c ;
étroite : si a 6= b est impossible, alors a = b.

Nous voulons presque toujours qu’une inégalité soit symétrique parce que a 6= b
est supposée contenir l’idée que a et b sont distincts, ce qui devrait être une
relation symétrique. Il est également naturel de demander la consistance, mais
en pratique cette propriété est rarement nécessaire. Une inégalité symétrique,
consistante et cotransitive est appelée une relation de séparation ; l’inégalité
que nous avons décrite précédemment pour l’ensemble des suites binaires est une
relation de séparation étroite, et il en va de même pour la relation d’inégalité
standard sur les nombres réels (voir II.3). La non-égalité n’est pas nécessairement
une relation de séparation, et elle n’est pas non plus nécessairement étroite.

On dit qu’une inégalité est standard si l’on peut démontrer qu’elle est équi-
valente à la relation de non-égalité en utilisant la loi du tiers exclu. Une inégalité
étroite et consistante est standard parce que ¬¬(a 6= b) est équivalent à ¬(a = b).
La non-égalité est trivialement standard. Mise à part une importante exception
(pour les anneaux locaux), nous serons intéressés uniquement par des inégalités
standards. Il faut noter cependant que l’exigence qu’une inégalité soit standard
possède très peu de contenu constructif : on ne peut même pas démontrer
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que toute inégalité standard sur l’ensemble à un élément est consistante (une
affirmation qui peut être réfutée en utilisant la loi du tiers exclu n’est pas
nécessairement réfutable).

Un ensemble S avec une inégalité consistante est appelé discret si, étant
donnés deux éléments a et b de S, on a a = b ou a 6= b ; si S n’a pas une
inégalité spécifiée, nous disons que S est discret s’il est discret pour la relation
de non-égalité. L’inégalité d’un ensemble discret est la non-égalité, et c’est
une relation de séparation étroite. Cependant, l’affirmation selon laquelle un
ensemble est discret ne fait pas à priori référence à la relation de non-égalité,
mais plutôt à n’importe quelle inégalité qui arrive naturellement avec S : dire
qu’un ensemble S de suites binaires est discret signifie que pour tous a et b ∈ S,
ou bien a = b ou bien il existe un n tel que an 6= bn.

L’ensemble Z des entiers est discret. L’ensemble Q des nombres rationnels est
également discret : un nombre rationnel est un couple d’entiers m/n avec n 6= 0,
deux nombres rationnels m1/n1 et m2/n2 étant considérés comme égaux lorsque
que m1n2 = m2n1. Un autre exemple d’ensemble discret est l’anneau Z12 des
entiers modulo 12 : ses éléments sont des entiers et deux entiers sont considérés
comme égaux lorsque leur différence est divisible par 12. Comme nous savons
décider si un entier est divisible par 12 ou pas, l’ensemble Z12 est discret.

Si x ∈ S et si A est un sous-ensemble de S, nous définissons x /∈ A comme
signifiant que x 6= a pour tout a ∈ A ; si l’inégalité sur S est la non-égalité,
ou si S n’a pas d’inégalité spécifiée, alors on a x /∈ A si, et seulement si, x
ne peut pas appartenir à A. Le complémentaire de A dans S est l’ensemble
S \A = {x ∈ S : x /∈ A }.

Un sous-ensemble A d’un ensemble S est propre s’il existe un élément x
de S tel que x /∈ A. Il est détachable si pour tout élément x de S on a x ∈ A
ou x /∈ A.

Étant donnés des ensembles S1, S2, . . . , Sn nous définissons leur produit
cartésien S1 × S2 × · · · × Sn comme l’ensemble des n-uplets (x1, x2, . . . , xn) où
xi ∈ Si pour chaque i. Deux tels n-uplets (x1, x2, . . . , xn) et (y1, y2, . . . , yn)
sont égaux si xi = yi pour chaque i. Les relations peuvent être identifiées avec
les sous-ensembles de produits cartésiens : une relation binaire sur S est un
sous-ensemble de S × S.

Si A et B sont des ensembles, alors une fonction de A vers B est une règle
qui fait correspondre à tout élément a de A un élément f(a) de B, et qui est
extensionnelle en ce sens que f(a1) = f(a2) chaque fois que a1 = a2. Nous
écrivons f : A → B pour indiquer que f est une fonction de A vers B. Deux
fonctions f et g de A vers B sont égales si f(a) = g(a) pour chaque a ∈ A.
La fonction identité f : A → A est définie en posant f(a) = a pour chaque
a ∈ A. Pour construire une fonction de A vers B il suffit de construire un
sous-ensemble S du produit cartésien A×B qui satisfait les propriétés

(i) pour chaque a ∈ A, il existe un b ∈ B tel que (a, b) ∈ S,
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(ii) si (a, b1) et (a, b2) sont des éléments de S, alors b1 = b2.
Dans l’interprétation calculatoire, l’algorithme pour la fonction provient de (i),
qui spécifie la construction d’un élément b dépendant du paramètre a. En l’ab-
sence de (ii), cependant, l’algorithme implicite dans (i) n’est pas nécessairement
extensionnel. Le fait qu’un sous-ensemble S de A × B qui satisfait (i) et (ii)
détermine une fonction f telle que (a, f(a)) ∈ S pour chaque a ∈ A est connu
comme l’axiome du choix unique.

Considérons une fonction f de A vers B. Nous disons que f est
injective 1 si a1 = a2 chaque fois que f(a1) = f(a2),
surjective 2 si pour chaque b ∈ B il existe un a ∈ A tel que f(a) = b,
fortement extensionnelle si a1 6= a2 chaque fois que f(a1) 6= f(a2).

Notez que toute fonction entre deux ensembles munis de la non-égalité est
fortement extensionnelle.

Si S ⊆ A, l’image de S par f est l’ensemble

f(S) = { b ∈ B : b = f(a) pour un a ∈ A }.

Ainsi f est surjective si, et seulement si, f(A) = B. Si S ⊆ B, l’image réciproque
de S par f est l’ensemble

f−1(S) = { a ∈ A : f(a) ∈ S }.

Deux ensembles ont la même cardinalité si l’on a des fonctions f de A vers
B, et g de B vers A telles que fg est la fonction identité sur B et gf est
la fonction identité sur A ; nous disons que les fonctions f et g sont inverses
l’une de l’autre, et que chacune est une bijection. Si A et B ont la même
cardinalité, nous écrivons #A = #B. L’axiome du choix unique implique qu’une
fonction qui est à la fois injective et surjective est une bijection (exercice 6).
En mathématiques classiques on pense à des ensembles de même cardinalité
simplement comme à des ensembles qui ont la même taille ; d’un point de vue
constructif il est plus exact d’y penser comme à des ensembles qui ont la même
structure. Quand nous parlons de la cardinalité d’un ensemble nous entendons
l’ensemble lui-même en ignorant toute structure autre que l’égalité qu’il pourrait
avoir. La distinction entre parler d’un ensemble et parler de sa cardinalité est
avant tout une question d’intention : quand nous parlons de sa cardinalité nous
ne voulons prêter aucune attention à toutes caractéristiques de l’ensemble qui ne
seraient pas partagées par tous les ensembles qui ont la même cardinalité. Par
exemple si x est un élément d’un groupe, alors l’ensemble S = {1, x, x2, x3, . . .}

1. NdT. One-to-one.
2. NdT. Onto. Dans le livre anglais, «onto » est utilisé soit comme adjectif, dans le sens

de « surjectif », soit comme préposition dans le sens usuel de « sur » : une fonction de A sur B
est une fonction de A vers B qui est surjective.
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est le sous-monoïde engendré par x, tandis que la cardinalité de S est l’ordre
de x. C’est comme la distinction entre être une fraction et être un nombre
rationnel. Une manière usuelle pour traiter ce genre de situation est d’introduire
les classes d’équivalence mais, à la suite de Bishop (1967), nous préférons traiter
directement avec la relation d’équivalence et ne pas introduire de nouvelles
entités bien encombrantes.

Si un ensemble A possède la même cardinalité que {1, . . . , n} (est vide si
n = 0) pour un entier naturel n, alors nous disons que A est un ensemble à n
éléments, ou que A est de cardinalité n, et nous écrivons #A = n. Un ensemble
fini A est un ensemble discret qui a la cardinalité n pour un entier naturel n.
Rappelons qu’un ensemble discret doit être discret pour son inégalité spécifiée,
s’il y en a une, de sorte qu’un ensemble peut avoir une cardinalité finie sans
être fini ; de tels ensembles sont quelque peu pathologiques, ce qui est la raison
pour laquelle nous préférons les nommer de manière plus longue.

Un ensemble A est finiment énumérable s’il est vide ou s’il existe une fonction
de {1, . . . , n} sur A. Notez qu’un ensemble finiment énumérable est discret si,
et seulement si, il est fini. Nous disons que A possède au plus n éléments si
chaque fois que a0, . . . , an ∈ A, il existe des éléments 0 6 i < j 6 n tels que
ai = aj . Un ensemble est borné en nombre, ou borné,s’il a au plus n éléments
pour un certain n. Un ensemble est infini s’il contient des sous-ensembles finis
arbitrairement grands.

Un ensemble A est dénombrable 1 s’il existe une fonction depuis un sous-
ensemble détachable de l’ensemble des entiers naturels sur A. Ainsi l’ensemble
vide est dénombrable, de même que l’ensemble des nombres parfaits impairs.
Les ensembles dénombrables non vides sont les images de fonctions définies sur
l’ensemble des entiers strictement positifs, de sorte que leurs éléments peuvent
être énumérés (éventuellement avec des répétitions) sous la forme a1, a2, . . . .

Une suite d’éléments d’un ensemble A, ou une suite dans A, est une fonction
depuis l’ensemble des entiers naturels N vers A. Nous dirons également que les
fonctions depuis les entiers strictement positifs sont des suites.

Une famille d’éléments de A, indexée par un ensemble I, est une fonction f
de I vers A ; l’image de i dans A par f est habituellement notée fi plutôt
que f(i). Ainsi une suite est une famille indexée par les entiers naturels N.

Une famille finie d’éléments de A est une famille d’éléments de A indexée
par {1, . . . , n} pour un entier strictement positif n.

Si {Ai}i∈I est une famille de sous-ensembles de S, alors sa réunion est définie
par

⋃
i∈I Ai = {x ∈ S : il existe un i ∈ I tel que x ∈ Ai }, et son intersection

est définie par
⋂
i∈I Ai = {x ∈ S : x ∈ Ai pour tout i ∈ I }.

Si S est un ensemble muni d’une inégalité et si X est un ensemble, alors
l’ensemble SX des fonctions de X vers S hérite depuis S de l’inégalité obtenue
en posant f 6= g s’il existe un x ∈ X tel que f(x) 6= g(x).

1. NdT. Countable.
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Théorème 2.2. Soit S un ensemble muni d’une inégalité et soit X un ensemble.
Si l’inégalité sur S est consistante, symétrique, cotransitive, ou étroite, alors il
en va de même, respectivement, pour l’inégalité sur SX .

Démonstration. La consistance et la symétrie sont claires. Supposons que l’in-
égalité sur S est étroite. Si f1 6= f2 est impossible, alors il ne peut pas exis-
ter de x ∈ S tel que f1(x) 6= f2(x). Ainsi, étant donné x, il est impossible
que f1(x) 6= f2(x), donc f1(x) = f2(x) pour chaque x, et par suite f1 = f2. Sup-
posons maintenant que l’inégalité sur S est cotransitive. Si f1 6= f3, alors pour un
certain x nous avons f1(x) 6= f3(x) de sorte que f1(x) 6= f2(x) ou f2(x) 6= f3(x)
et donc f1 6= f2 ou f2 6= f3.

Pour illustrer le théorème 2.2, prenons pour S l’ensemble discret {0, 1} et
pour X l’ensemble des entiers naturels. Alors SX est l’ensemble des suites
binaires. Comme {0, 1} est discret, l’inégalité sur {0, 1} est une relation de
séparation consistante étroite, par suite l’inégalité sur l’ensemble des suites
binaires est aussi une relation de séparation consistante étroite. Cependant, si
l’ensemble des suites binaires était discret, nous pourrions démontrer LPO.

Exercices

1. Donner un exemple (pas un exemple brouwerien) d’une relation de
séparation consistante qui ne soit pas étroite.

2. Montrer que l’ensemble des suites binaires est discret si, et seulement si,
LPO est valide.

3. Une non-égalité qui n’est pas une relation de séparation. Soit A l’ensemble
des suites binaires. Pour x et y ∈ A on dit que x = y s’il existe un entier
N tel que xn = yn pour tout n > N , et l’on note x 6= y la non-éga-
lité correspondante. Montrer que si cette inégalité est une relation de
séparation, alors on a WLPO ; montrer que si c’est une relation de
séparation étroite, alors on a LPO.

4. Un problème de négations. Une relation de différence est une inégalité
symétrique telle que l’une de ces conditions soit vérifiée :

(i) x 6= z implique ¬(¬x 6= y et ¬y 6= z)
(ii) ¬x 6= y et ¬y 6= z implique ¬x 6= z

(iii) x 6= z et ¬x 6= y implique ¬¬y 6= z.

Montrer que ces conditions sont équivalentes et qu’une relation de sépa-
ration est une relation de différence.

5. Définir une relation de séparation étroite naturelle sur l’ensemble des
parties détachables d’un ensemble. Montrer qu’un sous-ensemble A d’un
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ensemble S est détachable si, et seulement si, il possède une fonction
caractéristique, c’est-à-dire une fonction f de S vers {0, 1} telle que

A = { s ∈ S : f(s) = 1 }.

6. Montrer qu’une fonction est une bijection si, et seulement si, elle est à la
fois surjective et injective.

7. Montrer qu’un ensemble finiment énumérable discret est fini. Construire
un exemple brouwerien d’un ensemble finiment énumérable, avec une
relation de séparation étroite, qui n’est pas fini. Montrer qu’un ensemble
finiment énumérable est borné en nombre. Construire un exemple brou-
werien d’un ensemble borné en nombre mais qui n’est pas finiment
énumérable.

8. Montrer qu’un ensemble non vide A est dénombrable si, et seulement
si, il existe une fonction de N sur A. Montrer qu’un ensemble discret
est dénombrable si, et seulement si, il a la même cardinalité qu’un
sous-ensemble détachable de N.

9. Montrer qu’un sous-ensemble A de N est dénombrable si, et seulement si,
il existe un sous-ensemble détachable S de N× N tel que A = πS, où π
est la projection de N× N sur son premier facteur.

10. Montrer que l’ensemble des fonctions depuis un ensemble borné discret A
vers {0, 1} n’est pas nécessairement discret. (Suggestion : soit A l’image
d’une suite binaire).

11. Montrer que si un ensemble S est borné en nombre, alors toute fonction
injective de S vers S est surjective.

12. Donner un exemple brouwerien d’un sous-ensemble A de N tel que A ne
peut pas être fini, et cependant A n’est pas infini.

13. Soit S un ensemble non vide muni d’une relation de séparation, et soit n
un entier strictement positif. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) Il existe des éléments x0, . . . , xn de S tels que xi 6= xj pour i 6= j.
(ii) Étant donnés des éléments y1, . . . , yn de S, il existe un z ∈ S tel que

z 6= yi pour i = 1, . . . , n.

14. On dit qu’un ensemble avec inégalité est Dedekind-infini lorsqu’il est iso-
morphe, en tant qu’ensemble avec inégalité, à un sous-ensemble propre de
lui-même. Montrer qu’un ensemble Dedekind-infini satisfait la propriété
(i) de l’exercice 13 pour chaque n.

15. On dit qu’un ensemble S est ω-borné lorsque, pour chaque suite {si}
dans S, il existe un m 6= n tel que sm = sn. Montrer que si S est un
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ensemble ω-borné, si {si} est une suite dans S et si m est un entier
strictement positif, alors il existe un ensemble fini I formé de m entiers
strictement positifs tel que si = sj pour i et j ∈ I. Montrer que si A
et B sont des ensembles ω-bornés discrets, alors il en va de même pour
l’ensemble A×B.

3 L’axiome du choix
L’axiome du choix affirme l’existence d’une fonction qui possède une cer-

taine propriété, en conséquence sa validité sera probablement plus douteuse en
mathématiques constructives, où les fonctions doivent être interprétées comme
des algorithmes. Nous formulons l’axiome du choix comme suit :

Axiome du choix. Soient A et B des ensembles, et S un sous-
ensemble de A × B tel que pour tout a ∈ A on a un b ∈ B tel
que (a, b) ∈ S. Alors il existe une fonction f : A → B telle que
(a, f(a)) ∈ S pour chaque a ∈ A.

L’axiome du choix peut être critiqué de deux manières d’un point de vue
calculatoire. La première objection concerne le fait que nous puissions trouver un
algorithme f (non nécessairement extensionnel) avec la propriété requise. Nous
avons déjà rencontré ce problème avec l’axiome du choix unique, et nous avons
adopté la position selon laquelle un algorithme est inhérent à l’interprétation
de la phrase «pour tout a ∈ A il existe un b ∈ B ».

Une objection plus sérieuse est que même si nous pouvons trouver un
algorithme f nous ne pouvons sans doute pas trouver une fonction. En fait,
nous pouvons construire un contre-exemple brouwerien pour l’axiome du choix.

Exemple 3.1. Soit α une suite binaire et soit A = {x, y} muni de l’inégalité
obtenue en posant x = y si, et seulement si, il existe un n tel que αn = 1,
et enfin soit B = {0, 1}. Considérons le sous-ensemble S = {(x, 0), (y, 1)} de
A × B. Supposons que f : A → B satisfasse (a, f(a)) ∈ S pour chaque a ∈ A.
Si f(x) = f(y), alors αn = 1 pour un n ; si f(x) 6= f(y), alors αn = 0 pour
tout n.

Il y a deux versions affaiblies de l’axiome du choix qui sont communément
acceptées en mathématiques constructives. La plus faible est la suivante.

Axiome du choix dénombrable. Il s’agit de l’axiome du choix
lorsque l’on prend pour A l’ensemble N des entiers naturels.

Si A est l’ensemble des entiers naturels, il n’y a pas de réelle distinction entre
un algorithme et une fonction dans l’interprétation calculatoire car chaque entier
naturel a une représentation canonique. En conséquence cet axiome résulte
de l’interprétation de la phrase «pour tout a ∈ A il existe un b ∈ B » comme
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signifiant l’existence d’un algorithme qui transforme tout élément de A en un
élément de B.

Une version plus forte que l’axiome du choix dénombrable est la suivante.
Axiome du choix dépendant. Soient A un ensemble non vide
et R un sous-ensemble de A× A tels que pour chaque a ∈ A on
ait un élément a′ ∈ A avec (a, a′) ∈ R. Alors il existe une suite
a0, a1, . . . d’éléments de A telle que (ai, ai+1) ∈ R pour chaque i.

L’axiome du choix dépendant implique l’axiome du choix dénombrable de
la manière suivante. Supposons que S est un sous-ensemble de N×B tel que
pour chaque n ∈ N on a un élément b ∈ B tel que (n, b) ∈ S. Soit A l’ensemble
formé des suites finies b0, b1, . . . , bm dans B telles que (i, bi) ∈ S pour tout i,
et soit R l’ensemble formé par tous les couples (α, α′) d’éléments de A tels
que, en supprimant le dernier élément de α′, on obtienne α. L’axiome du choix
dépendant appliqué à R fournit une suite dans A dont les derniers éléments
sont la suite requise dans B.

L’argument en faveur de l’axiome du choix dépendant est essentiellement le
même que celui pour le choix dénombrable. Nous utiliserons librement ces deux
axiomes, même si en général nous signalerons les moments où nous les utilisons.

Nous aurons l’occasion de nous référer à la forme suivante de l’axiome du
choix pour laquelle nous n’avons pas de contre-exemple brouwerien, même si
nous pensons que cette variante faible n’est pas démontrable dans le contexte
des mathématiques constructives.

Axiome du choix le plus simple du monde. Soit A un ensemble
d’ensembles à deux éléments tel que si a1 ∈ A et a2 ∈ A, alors
a1 = a2. Alors il existe une fonction f de A vers {x : x ∈ a pour un
a ∈ A } tel que f(a) ∈ a pour chaque a ∈ A.

Exercices

1. Modifier l’exemple 3.1 de façon à montrer que l’axiome du choix implique
la loi du tiers exclu.

2. Montrer que LLPO, avec l’axiome du choix dépendant, implique le lemme
de Kőnig (voir l’exercice 1.7).

3. Montrer que l’axiome du choix implique l’axiome du choix le plus simple
du monde.

4. Un ensemble P est dit projectif lorsque chaque fois que l’on a deux
applications π : A→ B surjective et f : P → B, il existe une application
g : P → A telle que πg = f . Montrer que les ensembles finis sont projectifs.
Montrer que les ensembles dénombrables discrets sont projectifs si, et
seulement si, l’axiome du choix dénombrable est valide. Montrer que
si les ensembles discrets sont projectifs, alors l’axiome du choix le plus
simple du monde est valide.
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4 Catégories
La collection des suites binaires forme un ensemble parce que nous savons

ce que signifie pour deux suites binaires le fait d’être égales. Par ailleurs étant
donnés deux groupes, ou deux ensembles, il est en général incorrect de demander
s’ils sont égaux ; la question pertinente est de savoir s’ils sont ou ne sont pas
isomorphes, ou plus généralement quels sont les morphismes entre eux.

Une catégorie est une collection d’objets (comme l’est un ensemble). Une
relation d’égalité sur un ensemble construit, pour deux objets a et b de cet
ensemble, une proposition «a = b ». Pour spécifier une catégorie C, nous devons
montrer comment construire, pour deux objets A et B de C, un ensemble C(A,B).
Dans les catégories concrètes, les objets de C sont des structures mathématiques
d’un certain type, et l’ensemble C(A,B) est l’ensemble des applications de A
vers B qui respectent cette structure : si C est la catégorie des ensembles, alors
C(A,B) est l’ensemble des fonctions de A vers B ; si C est la catégorie des
groupes, alors C(A,B) est l’ensemble des homomorphismes de A vers B. De
manière plus générale nous appellerons flèche ou morphisme un élément de
l’ensemble C(A,B).

La notion de composition d’applications, présente dans ces situations con-
crètes, est abstraite sous la forme suivante dans les catégories plus générales :
chaque fois que nous avons trois objets A, B et C dans une catégorie C, nous
devons avoir une fonction de C(A,B) × C(B,C) vers C(A,C), appelée com-
position et notée par la juxtaposition, et nous devons avoir aussi un élément
1B ∈ C(B,B), tels que si f ∈ C(C,D), g ∈ C(B,C) et h ∈ C(A,B), les propriétés
suivantes sont satisfaites.

(i) 1Bh = h et g1B = g,

(ii) (fg)h = f(gh).
Tout ensemble S peut être considéré comme une catégorie en posant

S(a, b) = {x ∈ {0} : a = b }.

La réflexivité de l’égalité donne l’élément 1B , et la transitivité donne l’item (ii).
Les ensembles et fonctions introduites dans les sections précédentes consti-

tuent une catégorie : les objets de cette catégorie sont les ensembles et les flèches
sont les fonctions entre ensembles. Nous pouvons aussi considérer la catégorie
dont les objets sont les ensembles avec inégalité et dont les flèches sont les
fonctions fortement extensionnelles.

L’idée de la théorie des catégories est d’oublier la structure interne des objets
et de se concentrer sur la manière dont les flèches se combinent par composition.
Par exemple, une fonction f de A vers B est injective si a1 = a2 chaque fois que
f(a1) = f(a2). Cette définition s’appuie sur la structure interne des ensembles A
et B, c’est-à-dire sur les éléments de ces ensembles et les relations d’égalité sur
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ces ensembles. La propriété catégorique qui correspond au fait qu’une fonction f
est injective est la suivante : si g et h sont des flèches depuis n’importe quel
ensemble C vers A et si fg = fh, alors g = h ; c’est-à-dire f est simplifiable à
gauche (on dit aussi régulier à gauche). Le fait qu’une fonction f est injective si,
et seulement si, elle est simplifiable à gauche, est une démonstration purement
routinière.

Une fonction f de A vers B est surjective si pour chaque b ∈ B il existe
un a ∈ A tel que f(a) = b. La propriété catégorique correspondante est
que f est simplifiable à droite, c’est-à-dire que si g et h sont des flèches de
B vers n’importe quel ensemble C et si gf = hf , alors g = h. Le fait qu’une
fonction f est surjective si, et seulement si, elle est simplifiable à droite, est une
démonstration moins routinière que la démonstration du résultat correspondant
pour les flèches simplifiables à la gauche.

Théorème 4.1. Une fonction est simplifiable à droite dans la catégorie des
ensembles si, et seulement si, elle est surjective.

Démonstration. Supposons que f : A→ B est surjective et que gf = hf . Pour
tout b ∈ B il existe un a ∈ A tel que f(a) = b. Donc g(b) = g(f(a)) = h(f(a)) =
h(b), et g = h. Réciproquement supposons que f : A → B est simplifiable à
droite, et soit Ω l’ensemble des sous-ensembles de {0}. Définissons g : B → Ω
par g(b) = {0} pour tout b, et définissons h : B → Ω par

h(b) = {x ∈ {0} : b = f(a) pour un a }.

Donc h(b) est le sous-ensemble de {0} tel que 0 ∈ h(b) si, et seulement si,
il existe un a tel que b = f(a). Clairement gf = hf est la fonction qui fait
correspondre à tout élément de A le sous-ensemble {0}. Donc g = h, et par
suite 0 ∈ h(b), ce qui signifie que b = f(a) pour un a.

Un isomorphisme entre deux objets A et B d’une catégorie C est un élément f
de C(A,B) tel qu’il existe un g ∈ C(B,A) pour lequel on a fg = 1B et gf = 1A.
La flèche g est appelée l’inverse de f ; on montre facilement que g est unique. Une
bijection entre ensembles est un isomorphisme dans la catégorie des ensembles.
Nous disons que A et B sont isomorphes, et nous écrivons A ' B s’il y a un
isomorphisme entre A et B.

Nous serons surtout intéressés par les catégories dont les objets sont les
ensembles munis d’une structure algébrique, et dans lesquelles les flèches sont
les fonctions qui préservent la structure algébrique. Dans ce cas les flèches sont
appelées des homomorphismes. Si un homomorphisme est injectif, on l’appelle
un monomorphisme ; s’il est surjectif on l’appelle un épimorphisme 1.

1. NdT. Les épimorphismes au sens catégorique habituel sont les flèches simplifiables à
droite. Dans la catégorie des anneaux commutatifs ils ne sont pas tous surjectifs. Le mot
« épimorphisme » ici est donc pris dans un sens plus restreint, correspondant à une structure
quotient dans les catégories données avec un foncteur d’oubli vers la catégorie des ensembles.
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Un homomorphisme d’un objet vers lui-même est appelé un endomorphisme,
et un endomorphisme qui est un isomorphisme est appelé un automorphisme.

Un foncteur T depuis une catégorie A vers une catégorie B est une règle qui
fait correspondre à tout objet A ∈ A un objet T (A) ∈ B, et qui à chaque flèche
f ∈ A(A1, A2) fait correspondre une flèche T (f) ∈ B(T (A1), T (A2)), telle que

(i) T : A(A1, A2)→ B(T (A1), T (A2)) est une fonction,
(ii) T (fg) = T (f)T (g),
(iii) T (1A) = 1T (A).

Un foncteur entre deux ensembles, lorsqu’on les considère comme des catégories,
est simplement une fonction. Notons que si f est un isomorphisme, alors il en
va de même pour T (f).

En utilisant la notion de foncteur nous pouvons étendre notre définition
d’une famille d’éléments dans un ensemble à celle d’une famille d’objets dans
une catégorie C. Soit I un ensemble. Une famille A d’objets de C indexée par I
est un foncteur depuis I, vu comme une catégorie, vers la catégorie C. Nous
notons souvent une telle famille par {Ai}i∈I . Si i = j, la flèche de Ai vers Aj
est notée Aij , et c’est un isomorphisme.

Un élément de la réunion disjointe d’une famille d’ensembles {Ai}i∈I est
un couple (i, x) tel que i ∈ I et x ∈ Ai. Deux éléments (i, x) et (j, y) de la
réunion disjointe sont égaux si i = j et Aij(x) = y. Nous identifions Ai avec le
sous-ensemble { (i, x) : x ∈ Ai } de la réunion disjointe. Ainsi, une fois construite
la réunion disjointe, nous pouvons considérer la famille {Ai}i∈I comme une
famille d’éléments de l’ensemble des parties de la réunion disjointe.

Soit {Ai}i∈I une famille d’ensembles et soit P un ensemble. Alors une
fonction de P vers Ai peut être identifiée avec une fonction f de P vers la
réunion disjointe de la famille {Ai}i∈I telle que f(P ) ⊆ Ai. Notons F l’ensemble
des fonctions f de P vers la réunion disjointe des {Ai}i∈I telles que f(P ) ⊆ Ai
pour un i ∈ I. Une famille de fonctions πi de P vers les Ai est par définition
une famille π d’éléments de F telle que πi(P ) ⊆ Ai pour chaque i ∈ I.

Soit {Ai}i∈I une famille d’objets dans une catégorie C. Un produit caté-
gorique de la famille {Ai} est un objet P avec une famille {πi}i∈I de flèches
(appelées projections) de P vers Ai telles que pour chaque objet S et chaque
famille de flèches fi de S vers Ai, il existe une unique flèche f de S vers P
telle que πif = fi pour chaque i ∈ I. Un produit catégorique est unique à un
isomorphisme près en ce sens que si (P ′, π′) en est un autre, alors il existe un
(unique) isomorphisme θ de P vers P ′ tel que π′iθ = πi pour chaque i. Si C
est la catégorie des ensembles, on vérifie facilement que l’ensemble de toutes
les fonctions λ de I vers la réunion disjointe de la famille {Ai}i∈I telles que
λ(i) ∈ Ai pour chaque i, avec πi(λ) définie comme étant λ(i), est un produit
catégorique des Ai : nous le considérons comme le produit des Ai et nous le
notons

∏
i∈I Ai.
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Si I = {1, . . . , n}, le produit des ensembles Ai est le produit cartésien
A1 × · · · ×An. Si Ai = S pour chaque i ∈ I, nous écrivons le produit, qui est
l’ensemble des fonctions de I vers S, sous la forme SI , ou Sn si I = {1, . . . , n}.

Exercices

1. Montrer qu’une fonction f est injective si, et seulement si, elle est
simplifiable à gauche.

2. Montrer que le produit catégorique d’une famille d’objets dans une
catégorie est unique à un isomorphisme près.

3. Montrer que, dans la catégorie des ensembles, l’ensemble de toutes les
fonctions λ de I vers la réunion disjointe de la famille {Ai}i∈I , telles que
λ(i) ∈ Ai pour chaque i, est un produit catégorique des {Ai}i∈I .

4. Soit I l’ensemble des suites binaires, et, pour chaque i ∈ I, soit Ai =
{x ∈ {0, 1} : x > ij pour tout j }. Montrer que l’application naturelle
de
∏
iAi vers A0 est surjective si, et seulement si, WLPO est valide.

5. Considérons la catégorie des ensembles avec inégalité, avec pour flèches
les fonctions fortement extensionnelles. Montrer que le produit

∏
iAi

dans cette catégorie est le produit dans la catégorie des ensembles muni
de l’inégalité définie par λ 6= µ s’il existe un i tel que λ(i) 6= µ(i).
Généraliser le théorème 2.2 dans ce contexte.

6. Soit a un objet dans une catégorie A. Montrer comment T (b) = A(a, b)
est un foncteur de A vers la catégorie des ensembles. Un tel foncteur T
est appelé un foncteur représentable.

7. Si C est une catégorie, alors la catégorie duale C′ est définie comme
ayant les mêmes objets que C, mais C′(a, b) = C(b, a). Le coproduit d’une
famille d’objets de C est le produit dans la catégorie duale C′. Décrire de
manière directe le coproduit. Quel est le coproduit dans la catégorie des
ensembles ?

8. Limites directes. Un système direct est une suite d’objets An et de flèches
fn : An → An+1. Une borne supérieure d’un système direct est un objet
B avec des flèches bn : An → B telles que bn+1fn = bn pour chaque n.
Une limite directe d’un système direct est une borne supérieure L telle
que, pour n’importe quelle borne supérieure B, on a une unique flèche
µ : L→ B telle que µ`n = bn pour chaque n.

(i) Montrer que deux limites directes sont isomorphes.
(ii) Montrer que la limite directe dans la catégorie des ensembles est

la réunion disjointe des An avec l’égalité engendrée par les égalités
a = fn(a) pour chaque a ∈ An.
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(iii) Montrer qu’une limite directe d’ensembles discrets n’est pas néces-
sairement un ensemble discret, mais qu’il est discret si toutes les
fonctions sont injectives.

5 Ensembles ordonnés et treillis
Un ensemble (partiellement) ordonné est un ensemble P muni d’une relation

a 6 b telle que :
(i) a 6 a,

(ii) si a 6 b et b 6 c, alors a 6 c,

(iii) si a 6 b et b 6 a, alors a = b.

Un morphisme entre deux ensembles ordonnés P1 et P2 est une fonction f de P1
vers P2 telle que si a 6 b, alors f(a) 6 f(b). Nous serons la plupart du temps
intéressés par les ensembles ordonnés discrets ; dans ce cas nous écrirons a < b
pour a 6 b et a 6= b.

Soient a, b et c des éléments d’un ensemble ordonné P . Nous disons que c est
la borne inférieure, ou l’infimum, de a et b, et nous écrivons c = a ∧ b, lorsque
pour chaque x ∈ L nous avons x 6 c si, et seulement si, x 6 a et x 6 b. On voit
facilement qu’un tel c est unique, s’il existe. De même c = a ∨ b est la borne
supérieure, ou le supremum, de a et b si pour chaque x ∈ L nous avons c 6 x
si, et seulement si, a 6 x et b 6 x.

Un treillis est un ensemble ordonné dans lequel deux éléments arbitraires
ont un infimum et un supremum. Si S est un ensemble, alors l’ensemble de tous
les sous-ensembles de S, ordonné par inclusion, forme un treillis : le supremum
de A et B est A ∪B et l’infimum est A ∩B. L’ensemble des entiers strictement
positifs, ordonné en posant a 6 b si b est un multiple de a, est un treillis : le
supremum de a et b est leur plus petit commun multiple, l’infimum est leur
plus grand commun diviseur. Notez que la relation a 6 b est décidable dans un
treillis discret parce qu’elle est équivalente à a ∧ b = a.

Si un treillis admet un plus petit élément, alors nous notons cet élément 0 ;
s’il admet un plus grand élément, nous le notons 1.

Un treillis est distributif lorsqu’il satisfait l’identité

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Le treillis des sous-ensembles d’un ensemble est distributif. Le treillis ci-dessous
avec cinq éléments n’est pas distributif.

∗
� | �
∗ ∗ ∗
� | �
∗
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Un treillis est modulaire si a∨ (b∧ c) = b∧ (a∨ c) chaque fois que a 6 b. On
voit facilement qu’un treillis distributif est modulaire ; le treillis non distributif à
cinq éléments décrit précédemment est modulaire. Si G est un groupe abélien
fini, alors l’ensemble de ses sous-groupes finis est un treillis modulaire, il est
distributif seulement si G est cyclique. Plus généralement l’ensemble des sous-
modules d’un R-module forme un treillis modulaire. Le plus simple des treillis
non modulaires est le treillis à cinq éléments décrit ci-dessous.

∗
| �
| ∗
∗ |
| ∗
| �
∗

Si a 6 b dans un ensemble ordonné P , alors nous utilisons la notation
d’intervalle [a, b] pour indiquer l’ensemble {x ∈ P : a 6 x 6 b }. Si P est un
treillis alors [a, b] est un treillis avec les mêmes suprema et infima que dans P .
Un fait essentiel à propos des treillis modulaires est que [a∧d, d] et [a, a∨d] sont
des treillis isomorphes, pour n’importe quels éléments a et d. Nous démontrons
ce fait sous une forme légèrement déguisée.

Lemme 5.1. Soient a 6 b et c 6 d des éléments d’un treillis modulaire L.
Définissons

f(x) = a ∨ (b ∧ x) = b ∧ (a ∨ x)

g(y) = c ∨ (d ∧ y) = d ∧ (c ∨ y).

Alors la fonction g envoie l’intervalle [f(c), f(d)] isomorphiquement sur l’inter-
valle [g(a), g(b)] avec f pour fonction inverse.

Démonstration. Il suffit de démontrer que si c 6 x 6 d, alors fgf(x) = f(x).
Nous pouvons écrire fgf(x) sous la forme

fgf(x) = b ∧ (a ∨ c ∨ (d ∧ b ∧ (a ∨ x))) (∗)

ou encore sous la forme

fgf(x) = a ∨ (b ∧ d ∧ (c ∨ a ∨ (b ∧ x))). (∗∗)

Pour montrer que f(x) 6 fgf(x), nous utilisons (∗) et f(x) = a ∨ (b ∧ x). Pour
montrer que fgf(x) 6 f(x), nous utilisons (∗∗) et f(x) = b ∧ (a ∨ x).

En prenant b = a∨d et c = a∧d dans le lemme 5.1 nous voyons que [a∧d, d]
et [a, a ∨ d] sont isomorphes.
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Un sous-ensemble C d’un ensemble ordonné P est appelé une chaine si
pour chaque a et b ∈ C, on a a 6 b ou b 6 a ; si P lui-même est une chaine,
nous disons que P est totalement ordonné 1. Une chaine maximale dans un
ensemble ordonné est une chaine C telle que C ∪ {a} est une chaine seulement
si a ∈ C. Le treillis non modulaire le plus simple défini précédemment contient
deux chaines maximales finies, l’une de longueur 2 et l’autre de longueur 3.
Pour les treillis modulaires ceci ne peut pas se produire. Nous disons que deux
ensembles totalement ordonnés C et D sont isomorphes par morceaux s’il existe
des éléments c1, . . . , cn et d1, . . . , dn tels que

(i) {x ∈ C : x 6 c1 } est isomorphe à {x ∈ D : x 6 d1 },
(ii) {x ∈ C : x > cn } est isomorphe à {x ∈ D : x > dn },
(iii) il existe une permutation σ de {1, . . . , n − 1} telle que [ci, ci+1] est

isomorphe à [dσi, d1+σi] pour chaque i < n.

Nous laissons la preuve que la relation d’isomorphisme par morceaux est transi-
tive en exercice (no 4). Si C et D sont des ensembles totalement ordonnés discrets
isomorphes par morceaux, alors C et D ont la même cardinalité (exercice 5).

Théorème 5.2 (Jordan-Hölder-Dedekind). Si un treillis modulaire contient une
chaine maximale finiment énumérable X, alors toute chaine finiment énumérable
est contenue dans une chaine maximale finiment énumérable qui est isomorphe
par morceaux à X.

Démonstration. Soit x0 6 x1 6 · · · 6 xm la chaine maximale X ; nous dirons
que m est la longueur formelle de X. Soit y1 6 · · · 6 yn une chaine Y . Comme
X est maximale on voit tout de suite que x0 = 0, xm = 1 et x1 ∧ y1 = 0 ou x1.
Si x1 ∧ y1 = x1, alors Y est contenue dans le treillis [x1, 1]. Par récurrence sur
m, la chaine Y est contenue dans une chaine maximale finiment énumérable
de [x1, 1] qui est isomorphe par morceaux à x1 6 · · · 6 xm, et par suite Y
est contenue dans une chaine maximale finiment énumérable isomorphe par
morceaux à X. Si x1 ∧ y1 = 0 et nous sommes dans la situation suivante

x1 ∨ y1
� �

x1 y1
� �

0

où [y1, x1∨y1] est isomorphe à [0, x1], et [x1, x1∨y1] est isomorphe à [0, y1]. Par
récurrence sur m la chaine x1 6 x1 ∨ y1 est contenue dans une chaine finiment
énumérable de [x1, 1], de longueur formelle m−1, formée d’une chaine maximale
finiment énumérable C de [x1, x1 ∨ y1] de longueur formelle `, et d’une chaine

1. NdT. Linearly ordered.
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maximale finiment énumérable D de [x1 ∨ y1, 1] de longueur formelle m− `− 1.
La chaine {y1} ∪D est une chaine maximale de [y1, 1] de longueur formelle au
plus m− `, de sorte que, par récurrence sur m, Y est contenue dans une chaine
maximale de [y1, 1] isomorphe par morceaux à {y1} ∪D. Le lemme 5.1 montre
que la chaine C est isomorphe à une chaine maximale de [0, y1]. Ainsi Y est
contenue dans une chaine maximale isomorphe par morceaux à X.

Du théorème 5.2 on déduit que si un treillis modulaire discret contient une
chaine maximale finie de longueur n, alors toute chaine finie est contenue dans
une chaine maximale de longueur n.

On dit que l’ensemble ordonné P satisfait la condition de chaine ascendante
si pour chaque suite p1 6 p2 6 p3 6 · · · d’éléments de P , on a un n tel que
pn = pn+1 ; la condition de chaine descendante est définie de manière analogue.
En mathématiques classiques, si P satisfait la condition de chaine ascendante,
nous pouvons trouver un n tel que pm = pn pour chaque m > n. D’un point de
vue constructif, même l’ensemble à deux éléments {0, 1} ne satisfait pas cette
forme de la condition de chaine ascendante.

Nous disons qu’un élément p d’un ensemble ordonné P est de profondeur
au plus n si chaque fois que p = p0 6 p1 6 p2 6 · · · 6 pn+1, alors pi = pi+1
pour un i 6 n. Si P est discret, nous disons que p est de profondeur au moins
n s’il contient une chaine p = p0 < p1 < · · · < pn. Un élément a une profondeur
bornée s’il a une profondeur au plus n pour un certain n, il a une profondeur
finie s’il a une profondeur au plus n, et au moins n, pour un certain n. Des
définitions analogues sont obtenues en remplaçant profondeur par hauteur 1.

Exercices

1. Montrer qu’un treillis est discret si, et seulement si, la relation a 6 b est
décidable.

2. Montrer qu’un treillis est distributif si, et seulement si, il satisfait l’identité
a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

3. Soit L un treillis modulaire qui contient une chaine maximale finie (pour
la non-égalité). Montrer que L est discret.

4. Montrer que si deux ensembles totalement ordonnés sont isomorphes par
morceaux à un troisième, alors ils sont isomorphes par morceaux entre
eux.

5. Montrer que si deux ensembles totalement ordonnés discrets sont iso-
morphes par morceaux, ils ont la même cardinalité.

1. NdT. La hauteur est la profondeur pour l’ordre opposé.
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6. Deux intervalles A et B d’un treillis modulaire sont appelés transposés
s’ils sont de la forme [a, a ∨ d] et [a ∧ d, d] (ou vice versa), projectifs 1

si l’on a une suite A = I1, . . . , In = B d’intervalles telle que Ii et Ii+1
sont transposés pour i = 1, . . . , n− 1. Montrer que deux chaines maxi-
males finiment énumérées dans un treillis modulaire sont projectives par
morceaux.

7. Montrer qu’un ensemble ordonné peut être considéré comme une catégorie
C dans laquelle l’ensemble des flèches C(a, b) est égal à {x ∈ {0} : a 6 b }.
Quelle est la description catégorique de l’infimum de deux éléments ?

8. Supposons que pour chaque suite binaire a1 6 a2 6 a3 6 · · · nous
puissions trouver un m tel que an = am chaque fois que n > m. En
déduire que LPO est valide.

6 Ensembles bien fondés et ordinaux
SoitW un ensemble muni d’une relation a < b. Un sous-ensemble S deW est

dit héréditaire si w ∈ S chaque fois que w′ ∈ S pour tout w′ < w. L’ensembleW ,
ou la relation a < b, est dite bien fondée si tout sous-ensemble héréditaire de W
est égal à W . Un ensemble ordonné discret est dit bien fondé si la relation a < b
(i.e. a 6 b et a 6= b) est bien fondée. Un ordinal, ou ensemble bien ordonné, est
un ensemble totalement ordonné discret et bien fondé.

Les ensembles bien ordonnés fournissent l’environnement pour les arguments
par induction généraux. Le prototype d’un ensemble bien ordonné est l’ensemble
des entiers naturels N, avec la relation d’ordre usuelle.

Théorème 6.1. L’ensemble des entiers naturels est bien fondé.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble héréditaire de N. Alors 0 ∈ S parce
que l’hypothèse w′ ∈ S pour chaque w′ < 0 est évidemment valide (il n’y a
aucun w′ < 0). De 0 ∈ S nous déduisons 1 ∈ S, de 0 ∈ S et 1 ∈ S nous
déduisons 2 ∈ S, etc.

L’ensemble des entiers naturels N, vu comme un ordinal, est noté ω. Nous
observons tout d’abord que tout sous-ensemble d’un ensemble bien fondé est
lui-même bien fondé. Plus généralement nous avons le théorème suivant.

Théorème 6.2. Soient P et W des ensembles, chacun avec une relation a < b,
et supposons que W est bien fondé. Soit ϕ une application de P vers W telle
que ϕ(a) < ϕ(b) chaque fois que a < b. Alors P est bien fondé.

1. NdT. Je n’ai pas trouvé la terminologie française correspondant au «projective » de
[CCA].
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Démonstration. Soit S′ un sous-ensemble héréditaire de P , et soit S = {w ∈
W : ϕ−1(w) ⊆ S′ }. Nous allons montrer que S est héréditaire, d’où S = W et
par suite S′ = P . Supposons que v ∈ S chaque fois que v < w. Si x ∈ ϕ−1(w)
et y < x, alors ϕ(y) < w de sorte que ϕ(y) ∈ S, et donc y ∈ S′. Comme S′
est héréditaire, cela implique que x ∈ S′ pour chaque x ∈ ϕ−1(w), d’où w ∈ S.
Ainsi S est héréditaire.

En particulier, tout sous-ensemble de ω est un ordinal. L’image d’une suite
binaire fournit un exemple d’un ordinal pour lequel il peut être impossible de
trouver un premier élément. Le théorème 6.2 implique que toute sous-relation
d’une relation bien fondée est elle-même bien fondée.

Nous disons qu’une relation x < y est transitive si a < b et b < c impliquent
a < c. Un ensemble bien fondé (S,<) est transitif si la relation x < y est
transitive. Un exemple d’une relation bien fondée sur N qui n’est pas transitive
est obtenu en définissant a < b comme a+ 1 = b. Cette relation est bien fondée
d’après le théorème 6.2. Un argument d’induction par rapport à cette relation
est la démonstration par récurrence telle qu’elle est ordinairement définie ; un
argument d’induction par rapport à la relation usuelle a < b est parfois appelé
une démonstration par induction complète, ou par récurrence complète.

Un ensemble bien fondé discret et transitif admet une relation d’ordre
naturelle définie en posant a 6 b si a < b ou a = b ; la seule chose non triviale à
vérifier est que a = b si a 6 b et b 6 a, cela résulte de ce que a < a est impossible
dans tout ensemble bien ordonné (exercice 1). Réciproquement la relation a < b
sur un ensemble ordonné discret est transitive.

On peut construire un ensemble bien fondé en additionnant des ensembles
bien fondés déjà construits : on obtient l’ordinal ω+ω en disposant deux copies
des entiers naturels l’une après l’autre. Plus généralement, soit I un ensemble
bien fondé et soit {Ai}i∈I une famille d’ensembles bien fondés indexée par I.
Alors la réunion disjointe

∑
i∈I Ai = { (a, i) : a ∈ Ai et i ∈ I } peut être munie

de la relation naturelle suivante :

(a, i) < (b, j) si i < j ou si i = j et a < b.

Si I = {1, . . . , n}, avec la relation d’ordre habituelle, nous écrivons A1 + · · ·+An.
Notez que si I et tous les Ai sont discrets et transitifs (et totalement ordonnés),
alors il en va de même pour

∑
i∈I Ai.

Théorème 6.3. Si I est un ensemble bien fondé et si {Ai}i∈I est une famille
d’ensembles bien fondés indexée par I, alors W =

∑
i∈I Ai est un ensemble bien

fondé.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble héréditaire de W . Pour chaque i ∈ I,
nous posons A′i = { a ∈ Ai : (a, i) ∈ S } et I ′ = { i ∈ I : A′i = Ai }. Nous
allons montrer que I ′ est héréditaire, d’où I ′ = I, i.e. S = W . Supposons que
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i′ ∈ I ′ pour chaque i′ < i. Nous établissons A′i = Ai en démontrant que A′i
est héréditaire. Supposons que a′ ∈ A′i pour chaque a′ < a. Alors w′ ∈ S pour
chaque w′ < (a, i), d’où (a, i) ∈ S et donc a ∈ A′i. Par suite A′i = Ai car Ai est
bien fondé, et donc i ∈ I ′.

Soit {Ai}i∈I une famille d’ensembles bien fondés indexée par un ensemble
discret I. Nous disons qu’un élément f de

∏
i∈I Ai a un support fini si l’on a

un sous-ensemble fini J de I tel que pour tout i ∈ I, ou bien 1 i ∈ J , ou bien
a < fi est impossible pour a ∈ Ai (c’est-à-dire que fi est un élément minimal
de Ai). Notez que si I est fini, alors tout élément de

∏
i∈I Ai a un support fini,

tandis que si un élément a un support fini, alors tous les Ai ont des éléments
minimaux, à l’exception d’un nombre fini d’entre eux. Si I est un ensemble
bien fondé, alors les éléments à support fini de l’ensemble produit

∏
i∈I Ai sont

munis d’une relation de dernière différence définie comme suit : f < g si
(i) il existe un i ∈ I tel que fi < gi, et
(ii) pour chaque i ∈ I, ou bien fi = gi, ou bien fj < gj pour un j > i.

Si I et tous les Ai sont des ordinaux, cette relation peut être décrite en disant
que deux éléments distincts doivent être ordonnés selon la dernière place où ils
diffèrent (ordre lexicographique inverse).

Théorème 6.4. Soit I un ordinal, et soit {Ai}i∈I une famille d’ensembles bien
fondés indexée par I. Alors l’ensemble des éléments à support fini dans

∏
i∈I Ai

est bien fondé pour la relation de dernière différence.

Démonstration. Nous commençons par remarquer que le théorème est vrai
lorsque I = {1, 2} ; dans ce cas F = A1 × A2 =

∑
b∈B A(b) où B = A2 et

A(b) = A1 pour tout b ∈ B. Ainsi d’après le théorème 6.3 le produit A1 ×A2
est bien fondé pour la relation de dernière différence si A1 et A2 sont bien
fondés. En ajoutant un plus grand élément ∞ à l’ensemble ordonné I et en
posant A∞ = {0} on ne change rien, et nous pouvons donc supposer que I a
un plus grand élément ∞. Soit Fi l’ensemble des éléments à support fini dans∏
j6iAj et soit I ′ = { i ∈ I : Fi est bien fondé }. Nous allons montrer que le

sous-ensemble I ′ est héréditaire, donc égal à I, et par suite F = F∞ est bien
fondé.

Supposons que k ∈ I ′ pour chaque k < i. Soit F ∗i l’ensemble des éléments à
support fini dans

∏
j<iAj . Alors Fi = F ∗i × Ai, donc Fi est bien fondé si F ∗i

est bien fondé. Écrivons F ∗i =
⋃
k<iGk où Gk est l’ensemble des éléments de∏

j<iAj avec un support fini J tel que j 6 k pour tout j ∈ J . La projection
de Gk sur Fk préserve la relation x < y, de sorte que Gk est bien fondé en vertu

1. NdT. Quand nous raisonnons constructivement, nous utilisons l’expression «ou bien. . .,
ou bien. . . » avec le sens du «ou » constructif, mais pas exclusif . Cela signifie donc simplement
que « l’une des deux alternatives présentées est certifiée par un algorithme ». Cela facilite
beaucoup la rédaction.
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du théorème 6.2. Si S est un sous-ensemble héréditaire de F ∗i , alors S ∩ Gk
est un sous-ensemble héréditaire de Gk pour chaque k < i, et donc F ∗i = S.
Ainsi F ∗i , et par suite Fi, est bien fondé, d’où i ∈ I.

Si I est un ensemble arbitraire et si Ai est un ensemble ordonné pour i ∈ I,
le produit catégorique des Ai est l’ensemble

∏
iAi muni de la relation d’ordre

suivante :
f 6 g si fi 6 gi pour tout i ∈ I.

Si I = {1, . . . , n} et si chaque Ai est discret et bien fondé, alors l’application
identique du produit catégorique vers le produit muni de la relation de der-
nière différence préserve l’ordre (mais pas le non-ordre), par suite le produit
catégorique est bien fondé d’après le théorème 6.2.

Si α est un ordinal et si β est un ensemble bien fondé, alors l’ensemble bien
fondé des fonctions à support fini de α vers β sera noté βα.

Pour des ordinaux λ et µ on définit un plongement de λ dans µ comme une
fonction ρ de λ vers µ telle que si a < b alors ρa < ρb, et si c < ρb, alors on a
un a ∈ λ tel que ρa = c. Nous allons montrer qu’il y a au plus un plongement
de λ vers µ.

Théorème 6.5. Si λ et µ sont des ordinaux et si ρ et σ sont des plongements
de λ dans µ, alors ρ = σ.

Démonstration. Soit S = { a ∈ λ : ρa = σa }, et supposons que a ∈ S pour tout
a < b. Si σb < ρb, alors on a un a ∈ λ tel que ρa = σb < ρb, donc a < b, d’où
ρa = σa ; mais ρa = σb > σa, une contradiction. De la même manière, nous ne
pouvons avoir ρb < σb. Par suite ρb = σb, et donc b ∈ S ; ainsi S est héréditaire,
et S = λ.

Lorsque l’on a un plongement de l’ordinal λ dans l’ordinal µ, nous écrivons
λ 6 µ. Clairement, une composition de plongements est un plongement, donc
cette relation est transitive. Le théorème 6.5 implique que si λ 6 µ et µ 6 λ,
alors λ et µ sont isomorphes, i.e. il y a une bijection de λ vers µ qui préserve et
réfléchit l’ordre. Il est naturel de dire que deux ordinaux isomorphes sont égaux.

Exercices

1. Montrer que a < a est impossible dans un ensemble bien fondé.
2. Si a < b est une relation sur un ensemble W , on définit la clôture

transitive a <∗ b de cette relation par : a < b ou il existe x1, . . . , xn tels
que a < x1 < x2 < · · · < xn < b. Montrer que a <∗ b est bien fondée
si a < b est bien fondée (mimer la démonstration que la récurrence
ordinaire sur N implique l’induction complète sur N).
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3. Une relation a < b est acyclique si a <∗ a est impossible pour n’importe
quel a (voir l’exercice 2). Montrer qu’une relation acyclique sur un
ensemble à deux éléments est bien fondée. Montrer qu’une relation
acyclique sur un ensemble borné en nombre est bien fondée.

4. Montrer qu’un ensemble ordonné discret bien fondé satisfait la condition
de chaine descendante.

5. Soit W un ensemble bien fondé. Soit S un sous-ensemble de W tel que,
pour tout w ∈ W , ou bien w ∈ S, ou bien il existe un w′ < w tel que
w ∈ S si w′ ∈ S. Montrer que S = W .

6. Montrer qu’un ensemble ordonné discret qui satisfait l’exercice 5 pour
chaque sous-ensemble W satisfait la condition de chaine descendante.

7. Montrer la réciproque de l’exercice 6 (cela utilise l’axiome du choix
dépendant).

8. Soit W l’ensemble des entiers naturels avec la relation a < b définie par :
a 6 b et b−a est impair. Montrer que cette relation a < b est bien fondée
mais n’est pas transitive.

9. Montrer que le produit catégorique d’ensembles ordonnés tel qu’il est
défini dans la section précédente est effectivement un produit catégo-
rique dans la catégorie des ensembles ordonnés (avec pour flèches les
morphismes d’ensembles ordonnés).

10. Montrer que si tout ordinal non vide possède un plus petit élément, alors
LPO est valide.

11. Une relation de rang sur un ensemble ordonné discretW est un ordinal A
avec un sous-ensemble R de W ×A qui satisfait les propriétés suivantes :
(i) pour chaque w ∈W il y a un a ∈ A tel que (w, a) ∈ R,
(ii) si v < w et (w, a) ∈ R, alors on a un b < a tel que (v, b) ∈ R.
Démontrer le théorème 6.4 pour un ensemble ordonné discret bien fondé
avec une relation de rang.

12. Un ordinal de Grayson est un ensemble W muni d’une relation bien
fondée a < b qui satisfait les propriétés suivantes :
(i) si a < b et b < c, alors a < c (transitivité),
(ii) si c < a est équivalent à c < b pour tout c, alors a = b (extensionna-

lité).
Définissons a 6 b sur un ordinal de Grayson comme signifiant que c < a
implique c < b pour tout c. Montrer que lorsque la relation a < b est
décidable, alors W est un ordinal de Grayson si, et seulement si, W est
un ordinal. (Suggestion : démontrer que a < b ou a = b ou b < a dans
un ordinal de Grayson décidable).
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13. Soit α une suite binaire, et soit S = {x, y, z} avec x = y si α est
identiquement nulle. On définit une relation u < v sur S en posant
(i) y < z

(ii) x < y si αn = 1 pour un n
(iii) x < z si x = y ou x < y.

Montrer que cela fait de S un exemple brouwerien pour un ordinal de
Grayson avec des éléments tels que x 6 y < z sans que l’on ait x < z.

7 Notes
Bishop (1967, page 8) définit quand on peut considérer qu’un objet existe.
L’idée selon laquelle la notion d’algorithme est une notion primitive a aussi

été avancée par les mathématiciens russes Uspenskii et Semenov (1981) :
“Le concept d’algorithme comme celui d’ensemble ou de nombre
naturel est un concept si fondamental qu’il ne peut pas être expli-
qué à travers d’autres concepts et qu’il devrait être regardé comme
impossible à définir.”

Les tentatives d’expliquer l’existence constructive en termes classiques sont
toujours en quelque sorte peu satisfaisantes, mais la notion classique d’existence
n’est pas moins mystérieuse que la notion constructive, nous sommes simplement
plus familiers avec la notion classique. Quelle est la signification qu’il existe un
bon ordre sur les nombres réels ? ou une base des réels comme espace vectoriel
sur les rationnels ? ou un automorphisme des nombres complexes qui envoie e
sur π ? ou une fonction qui ne soit pas calculable ? Des systèmes formels qui
spécifient l’usage correct du « il existe » sont disponibles pour le mathématicien
constructif aussi bien que pour son alter ego classique.

Notre définition d’un ensemble est une combinaison des formulations que l’on
trouve dans [Bridges 1979, page 2] et [Heyting 1971, 3.2.1]. Beaucoup d’auteurs
utilisent le terme positif habité pour décrire les ensembles non vides ; cela évite
la confusion avec la notion d’un ensemble qui ne peut pas être vide. La notion
de relation de séparation 1 (étroite) se trouve dans [Heyting 1971, 4.1.1]. La
terminologie «étroite » est due à Scott (1979). Troelstra et van Dalen utilisent
le terme «pre-apartness » pour désigner ce que nous appelons une relation de
séparation. La partie du théorème 2.2 qui affirme que si une inégalité sur S
est étroite alors il en va de même pour l’inégalité sur SN, est essentiellement
donnée par [Bishop 1967, Lemma 5, page 24], qui dit que l’inégalité naturelle
sur les nombres réels est étroite.

Une inégalité standard sur l’ensemble {0} est obtenue en posant 0 6= 0 si
LPO est faux. Comme LPO est réfutable dans deux branches principales des

1. NdT. Apartness.
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mathématiques constructives – l’intuitionnisme et le constructivisme russe –
nous ne pouvons pas démontrer que cette inégalité est consistante. Pour plus
d’informations sur l’intuitionnisme et le constructivisme russe du point de vue
des mathématiques constructives, veuillez consulter [Bridges-Richman 1987].

Les relations de différence 1 sont des relations d’inégalité symétriques qui
satisfont l’implication

¬x 6= y et ¬y 6= z implique ¬x 6= z.

Elles sont étudiées par van Rootselaar (1960) et par Olson (1977).
Nous pourrions demander que tout ensemble arrive avec une inégalité, en

mettant l’inégalité et l’égalité sur le même plan ; ce serait alors naturel de
demander que toutes les fonctions soient fortement extensionnelles. Avec une
telle approche, chaque fois que nous construisons un ensemble, nous devons le
munir d’une inégalité, et nous devons vérifier que nos fonctions sont fortement
extensionnelles. Ceci est encombrant et facile à oublier, d’où résulteront des
constructions incomplètes et des démonstrations incorrectes. Voici un exemple
de ces complications : si H est un sous-groupe d’un groupe abélien G, alors
l’inégalité sur G/H en tant que groupe peut différer de l’inégalité sur G/H en
tant qu’ensemble parce que la loi de groupe sur G/H n’est pas nécessairement
extensionnelle par rapport à cette dernière (à moins que l’inégalité sur G soit
décidable) – voir l’exercice II.1.6.

Notre définition d’un sous-ensemble est en accord avec le traitement in-
formel donné dans [Bishop 1967, page 32]. Une définition catégorique d’un
sous-ensemble se trouve dans [Bishop 1967, page 63] où un sous-ensemble d’un
ensemble S est défini comme donné par un ensemble A et par une application
injective de A vers S. La définition catégorique est attrayante pour les mathéma-
tiques constructives, dans lesquelles il est important de garder à l’esprit qu’un
élément d’un sous-ensemble, du fait même qu’il appartient au sous-ensemble,
comporte implicitement l’information additionnelle qui établit son appartenance
au sous-ensemble. L’approche catégorique nous permet de rendre cette informa-
tion additionnelle explicite. Par exemple, si S est l’ensemble des suites binaires,
et si A est l’ensemble des suites α telles que αm = 1 pour un certain m, alors
pour spécifier un élément de A, nous ne devons pas seulement construire une
suite dans S, mais également un entier m pour lequel αm = 1. Ainsi un élément
de A peut être vu comme un couple (α,m), deux couples (α,m) et (α′,m′)
étant égaux si α = α′. L’application de A vers S qui envoie (α,m) sur α est
injective mais n’est pas réellement une inclusion puisqu’elle oublie la donnée
additionnelle m. Nous trouvons l’approche informelle plus naturelle.

L’axiome du choix unique nous permet d’identifier une fonction avec son
graphe ; Myhill l’a appelé l’axiome du non-choix. On voit facilement que cet

1. NdT. Difference relation.
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axiome du choix unique est équivalent à l’une quelconque des deux propriétés
suivantes.

(i) Toute fonction bijective admet une inverse.
(ii) Si S est un ensemble et si S∗ est l’ensemble des sous-ensembles à un

élément de S, alors S∗ possède une fonction de choix : c’est-à-dire une
fonction f de S∗ vers S telle que f(x) ∈ x pour chaque x ∈ S∗.

Bishop utilise la notion de fonction non extensionnelle ou opération. Dans
presque tous les cas où cette notion est utilisée, on peut considérer une opération
de l’ensemble A vers un ensemble B comme une fonction de A vers l’ensemble
des parties non vides de B.

Notre définition d’un ensemble fini diffère de celles de [Bishop 1967], [Bridges
1979] et [Bishop-Bridges 1985] en ce que nous considérons qu’un ensemble vide
est fini. Une autre différence plus subtile est que nous demandons que les
ensembles finis soient discrets par rapport à leur propre inégalité. Ainsi un
ensemble S de fonctions entre deux ensembles discrets est fini seulement si pour
chaque f et g ∈ S, ou bien f = g, ou bien il existe un x tel que f(x) 6= g(x).

Les fonctions que nous appelons onto 1 sont appelées surjectives dans [Bishop
1967] où le mot onto est réservé pour une application f de A vers B qui admet
une section, c’est-à-dire pour laquelle il existe une fonction g de B vers A telle
que fg est l’application identique sur B.

Dans [Bishop 1967] un ensemble finiment énumérable est appelé sous-fini 2,
et un ensemble est réputé avoir au plus n éléments s’il peut être écrit sous la
forme {x1, . . . , xn}. Le terme « sous-fini » suggère pour nous un sous-ensemble
d’un ensemble fini, tandis que l’utilisation du «au plus » dans [Bishop 1967]
exclut que l’on puisse dire que tout sous-ensemble de {1, . . . , n} contienne au
plus n éléments.

Greenleaf (1981) examine du point de vue constructif la question de la
cardinalité des ensembles, ainsi que certaines questions reliées à cette notion.

Notre définition d’ensemble dénombrable 3diffère de celles de [Bishop 1967],
[Bridges 1979] et [Bishop-Bridges 1985] en ce que nous ne demandons pas qu’un
ensemble dénombrable soit non vide (ou même que nous puissions décider s’il est
vide ou pas) ; dans le cas des ensembles discrets notre définition est équivalente à
celle de [Brouwer 1981].

Il semble improbable que nous soyons capables de construire un exemple
brouwerien pour un sous-ensemble de N qui ne serait pas dénombrable. Néan-
moins toute démonstration acceptable du théorème T selon lequel toute partie
de N est dénombrable pourrait sans doute être transformée en une preuve que

1. NdT. Nous traduisons l’expression «map onto » de [CCA] par « fonction surjective »,
autrement dit nous utilisons la terminologie de Bishop. Bishop utilise quant à lui «map onto »
avec une signification constructivement plus forte.

2. NdT. Subfinite.
3. NdT. Countable.
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toute partie de N est récursivement énumérable, ce qui est faux. Une variante
bien connue de T est le schéma de Kripke, selon lequel pour toute proposition P
il existe une suite binaire α telle que P est valide si, et seulement si, αn = 1
pour un certain n. Le schéma de Kripke a une certaine plausibilité dans le
cadre de la théorie du sujet créatif de Brouwer, dans laquelle nous imaginons le
mathématicien idéalisé en train d’effectuer une suite qui n’est pas prédétermi-
née de tentatives de démontrer P , et lorsque nous gardons à l’esprit le critère
intuitionniste selon lequel démontrer ¬P revient à transformer toute preuve
de P en une contradiction.

Bishop utilise non ou ne pas en italique pour indiquer l’existence d’un
contre-exemple brouwerien. Par exemple nous dirions « il existe une inégalité
qui n’est pas une relation de séparation » pour signifier que « si toute inégalité
était une relation de séparation alors LPO serait valide ». Nous n’utiliserons pas
cette convention.

Le mini principe d’omniscience (LLPO) a été introduit dans [Bishop 1973].
Aussi bien LPO que LLPO ont des interprétations simples en termes de nombres
réels : LPO est équivalent à l’affirmation selon laquelle tout nombre réel x
est 6 0 ou > 0 ; LLPO est équivalent à l’affirmation selon laquelle tout nombre
réel x est 6 0 ou > 0.

Le principe de Markov affirme que si α est une suite binaire, et si αn = 0
pour tout n est impossible, alors il existe un n tel que αn = 1. L’idée est que
nous pouvons construire le nombre n en calculant successivement α1, α2, α3, . . .
jusqu’à ce que nous obtenions un 1. Le principe de Markov est utilisé par l’école
constructive russe, qui est une forme constructive des mathématiques récursives ;
pour plus de détails voir [Bridges-Richman 1987]. Un argument contre le principe
de Markov est que nous n’avons aucune borne à priori, dans quelque sens que
ce soit, sur la longueur du calcul qui est demandé pour construire n. Nous
regardons le principe de Markov comme un principe d’omniscience.

Le point de vue selon lequel l’affirmation «pour tout a ∈ A il existe un
b ∈ B » implique l’existence d’un algorithme (non nécessairement extensionnel)
de A vers B est suggéré par l’affirmation dans [Bishop 1967, page 9] que « le
fait qu’une fonction de choix existe en mathématiques constructives est une
conséquence de la signification véritable de l’existence ». Bishop définit le fait
qu’une fonction f de B vers A est surjective par l’existence d’un algorithme g
de A vers B tel que f(g(a)) = a pour tout a ∈ A.

Notre contre-exemple brouwerien de l’axiome du choix, ainsi que l’exercice 3.1
selon lequel l’axiome du choix implique la loi du tiers exclu, est dû à Myhill et
Goodman (1978). Une démonstration qui a précédé, dans le cadre de la théorie
des topos, a été donnée par Diaconescu (1975), qui démontre que l’axiome
du choix implique que tout sous-ensemble A d’un ensemble B possède un
complémentaire en ce sens qu’il existe un sous-ensemble A′ tel que B = A ∪A′
et A ∩A′ = ∅.
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Fourman et Scedrov (1982) ont démontré en utilisant des méthodes de la
théorie des topos que l’axiome du choix le plus simple du monde n’est pas
démontrable dans la théorie des ensembles intuitionniste avec choix dépendant.

Les arguments contre l’axiome du choix dénombrable et l’axiome du choix
dépendant doivent s’appuyer sur un socle plus fondamental que celui que
nous avons utilisé contre l’axiome du choix. En fait, nous devons questionner
l’interprétation de la phrase «pour tout a il existe un b » selon laquelle elle
implique l’existence d’un algorithme qui transforme les éléments de A en des
éléments de B. Une raison de rejeter cette interprétation est que ce faisant
nos théorèmes seront aussi des théorèmes dans d’autres modèles (inattendus)
qui apparaissent dans la théorie des topos, et qui possèdent un intérêt en
mathématiques classiques (voir par exemple [Scedrov 1986]). Une autre raison,
plus pertinente peut-être, est que des arguments qui s’appuient de manière
essentielle sur cette interprétation nous laissent un sentiment d’insatisfaction
concernant une «complétion à l’infini » un peu arbitraire quand, en présence
d’une infinité potentielle d’items d’information, nous les réunissons tous en un
seul algorithme.

Une fonction de rang 1 sur un ensemble bien fondé W est une application ϕ
de W vers un ordinal A tel que ϕ(x) < ϕ(y) chaque fois que x < y. Il semble
improbable que nous puissions toujours construire une telle fonction de rang
même si en mathématiques classiques tout ensemble bien fondé possède une
unique fonction de rang minimale. L’induction sur le rang est une technique
usuelle dans la théorie classique (voir l’exercice 6.11).

1. NdT. Rank function.
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1 Groupes
Unmonoïde est un ensembleG avec une application (ou loi de composition) ϕ

de G×G vers G, habituellement écrite sous la forme ϕ(a, b) = ab, et un élément
spécifié de G, habituellement noté 1, tel que pour tous a, b, c ∈ G

(i) (ab)c = a(bc) (associativité),
(ii) 1a = a1 = a (élément neutre).

L’application ϕ est appelée la multiplication et l’élément 1 le neutre. L’asso-
ciativité de la multiplication nous permet d’ignorer les parenthèses dans les
produits a1a2 · · · an. Le monoïde est dit abélien, ou commutatif, lorsque ab = ba
pour tous éléments a et b. Dans un monoïde abélien, la loi ϕ est souvent appelée
addition et écrite sous la forme ϕ(a, b) = a+ b ; l’élément neutre est alors noté 0.
Dans ce cas nous parlons d’un monoïde additif, en opposition à un monoïde
multiplicatif. Dans un monoïde multiplicatif, nous écrivons le produit itéré n
fois aa · · · a sous la forme an pour chaque entier strictement positif n, et nous
posons a0 = 1 ; dans un monoïde additif, nous écrivons la somme itérée n fois
a+ a+ · · ·+ a sous la forme na et nous écrivons 0a = 0.

35
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Si X est un ensemble, l’ensemble des fonctions de X vers X forme un
monoïde : la multiplication est la composition des fonctions, et l’élément neutre
est la fonction identique. L’ensemble des entiers naturels N est un monoïde
commutatif pour l’addition, avec 0 pour élément neutre.

Un homomorphisme de monoïdes est une fonction f d’un monoïde G vers
un monoïde H telle que f(1) = 1 et f(ab) = f(a)f(b) pour tous a et b ∈ G.
Si G est un monoïde multiplicatif, et a ∈ G, alors l’application de N vers G qui
envoie n sur an est un homomorphisme. Un homomorphisme f est non trivial
si {1} est un sous-ensemble propre de im f . Un sous-ensemble H d’un monoïde G
est un sous-monoïde si 1 ∈ H et si H est stable pour la multiplication. Si S
est un sous-ensemble du monoïde G, alors l’ensemble formé par 1 et tous les
produits finis d’éléments de S est un sous-monoïde de G appelé le sous-monoïde
engendré par S. Le sous-monoïde de N engendré par {3, 4} est N \ {1, 2, 5}.

Soit X un ensemble. Définissons X∗ comme l’ensemble des suites finies
d’éléments de X, y compris la suite vide. Les éléments de X∗ sont appelés
des mots. Deux mots u ≡ x1x2 · · ·xm et v ≡ y1y2 · · · yn sont égaux si m = n
et xi = yi pour i = 1, 2, · · · ,m. Si u et v sont égaux dans X∗ nous écrirons
u ≡ v. On définit une multiplication (appelée aussi concaténation) sur X∗ en
posant uv ≡ x1 · · ·xmy1 · · · yn. Cette multiplication est associative et le mot
vide est l’élément neutre, de sorte que X∗ est un monoïde, appelé le monoïde
libre sur l’ensemble X. Si X est un ensemble à un élément, X∗ est isomorphe
au monoïde additif des entiers naturels.

Si a et b sont des éléments d’un monoïde et si ab = 1, alors disons que a
est un inverse à gauche de b et que b est un inverse à droite de a. Si b a un
inverse à gauche a et un inverse à droite c, alors a = a(bc) = (ab)c = c ; dans
ce cas nous disons que a est l’inverse de b et nous écrivons a = b−1. Si b a un
inverse nous disons que b est une unité, ou que b est inversible.

Un groupe est un monoïde G dans lequel tout élément est inversible. Dans
un groupe additif, l’inverse de a est noté −a plutôt que a−1. Pour un entier
strictement positif n nous définissons a−n comme (a−1)n ; les lois usuelles pour
les exposants sont valables. Dans un groupe additif, cette définition prend la
forme (−n)a = n(−a), et les lois de distributivité et d’associativité s’appliquent
(voir la définition d’un R-module dans la section 3). Le prototype d’un groupe
abélien est le groupe des entiers Z pour l’addition.

L’ordre d’un élément a d’un groupe est la cardinalité de l’ensemble { an :
n ∈ N }. L’ordre de a est n ∈ N si, et seulement si, an = 1 et am 6= 1 pour
m = 1, . . . , n− 1. Dans le groupe Z l’élément 0 est d’ordre 1, comme l’élément
neutre dans n’importe quel groupe, et tout élément non nul est d’ordre infini.
Dans un groupe discret l’ordre d’un élément a est la cardinalité de l’ensemble
{n ∈ N : am 6= 1 pour tous les m tels que 0 < m 6 n } (cet ensemble contient 0),
et par suite c’est un ordinal β 6 ω.

Si G et H sont des groupes et si f est un homomorphisme de monoïdes de G
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vers H, alors f(a−1) = f(a)−1 et f(a−1)f(a) = f(a−1a) = f(1) = 1. Par suite
un homomorphisme de monoïdes entre deux groupes préserve toute la structure
de groupe : multiplication, élément neutre et inverse. Si G est un groupe et si
a ∈ G, alors l’application qui envoie x ∈ G sur axa−1 est un automorphisme de
G, comme on le voit facilement ; un tel automorphisme est appelé intérieur.

Si G et H sont des groupes abéliens, alors l’ensemble Hom(G,H) des homo-
morphismes de G vers H a une structure naturelle de groupe abélien obtenue
en posant (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x). Les groupes Hom(Z, H) et H sont na-
turellement isomorphes en considérant l’application qui envoie f ∈ Hom(Z, H)
sur f(1) ∈ H. Si h est un homomorphisme de H vers H ′, alors h induit un ho-
momorphisme de Hom(G,H) vers Hom(G,H ′) qui envoie f sur hf ; c’est-à-dire
que l’on a h(f1 + f2) = hf1 + hf2. De la même manière un homomorphisme
g : G′ → G induit un homomorphisme de Hom(G,H) vers Hom(G′, H) qui
envoie f sur fg.

Une catégorie C comme la catégorie des groupes abéliens, telle que C(G,H)
est un groupe abélien pour chaque couple d’objets G et H de C, et telle que
les fonctions induites de C(G,H) vers C(G,H ′) par une flèche H → H ′, et de
C(G,H) vers C(G′, H) par une flèche G′ → G, sont des homomorphismes de
groupes, est appelée une catégorie pré-additive.

Une permutation d’un ensemble X est une bijection de X sur lui-même.
L’ensemble des permutations de X est un groupe appelé le groupe symétrique
sur X. Si x1, . . . , xn sont des éléments distincts dans un ensemble discret X,
alors nous notons (x1, . . . , xn) la permutation π de X telle que

πxi = xi+1 pour i = 1, . . . , n− 1, πxn = x1, πx = x sinon.

Une telle permutation est appelée un n-cycle de support {x1, . . . , xn}, et deux
cycles sont appelés disjoints si leurs supports sont disjoints. Si X est un en-
semble fini, alors toute permutation est un produit de cycles disjoints. Comme
(x1, . . . , xn) = (x1, xn) · · · (x1, x3)(x1, x2), toute permutation d’un ensemble fini
est un produit de 2-cycles (non nécessairement disjoints). Une permutation qui
peut être écrite comme un produit d’un nombre pair de 2-cycles est appelée une
permutation paire, et sinon impaire. Si π est une permutation d’un ensemble
fini nous définissons

sgn π =
{

1 si π est paire
−1 si π est impaire.

Le produit d’un nombre pair de 2-cycles ne peut pas être égal au produit d’un
nombre impair de 2-cycles (exercice 7). Par suite la signature est bien définie et
sgn π1π2 = (sgn π1)(sgn π2) (exercice 8).

Un sous-groupe d’un groupe est un sous-monoïde stable pour le passage à
l’inverse. Si G est un groupe, G et {1} sont des sous-groupes de G ; nous notons
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souvent le sous-groupe {1} par 1. Si S est un sous-ensemble d’un groupe G,
alors l’ensemble

〈S〉 = {1} ∪ { s1s2 · · · sk : si ∈ S ∪ S−1, k > 1 }

de tous les produits finis d’éléments de S, ou d’inverses d’éléments de S, est un
sous-groupe de G appelé le sous-groupe engendré par S. Si 〈S〉 = G, alors S
est appelé un ensemble de générateurs, ou un système générateur pour G. Un
groupe est de type fini s’il possède un système générateur finiment énumérable,
cyclique s’il possède un système générateur à un élément. Le groupe additif Q
des nombres rationnels n’est pas de type fini ; en fait, tout sous-groupe de type
fini de Q est cyclique (on voit facilement que tout sous-groupe de type fini de
Q est contenu dans un sous-groupe cyclique).

Un sous-groupe H d’un groupe G est normal si ghg−1 ∈ H pour tous
g ∈ G et h ∈ H. Tout sous-groupe d’un groupe abélien est normal. Si f est un
homomorphisme de G vers H, alors on voit facilement que le noyau de f ,

ker f = {x ∈ G : f(x) = 1 } = f−1(1)

est un sous-groupe normal de G. La taille du noyau de f nous dit dans quelle
mesure f échoue à être injectif, comme le montre l’équivalence des propriétés
suivantes :

— f(a) = f(b),
— f(ab−1) = f(a)f(b−1) = f(a)f(b)−1 = 1,
— ab−1 ∈ ker f ,

de sorte que f est un monomorphisme si, et seulement si, ker f = 1. Nous
étudierons les structures algébriques qui sont des groupes abéliens avec une
structure additionnelle. Dans ces cas le noyau d’un homomorphisme f signifie
le noyau de f en tant qu’homomorphisme de groupes ; si le groupe est écrit ad-
ditivement, comme c’est normalement le cas pour ces structures plus complexes,
on a ker f = f−1(0).

Tout sous-groupe normalH d’un groupe G est le noyau d’un homomorphisme
construit comme suit. L’ensemble G/H a les mêmes éléments que G, mais
l’égalité est définie en posant a = b si ab−1 ∈ H. Quand il est nécessaire de
distinguer entre les deux égalités sur G et sur G/H nous écrivons a = b mod H
pour noter l’égalité dans G/H. La multiplication et le passage à l’inverse restent
des fonctions par rapport à l’égalité de G/H, et donc G/H est un groupe, appelé
le groupe quotient de G par H. Le prototype d’un groupe quotient est obtenu
en prenant pour G le groupe Z des entiers et en prenant pour H le sous-groupe
de Z formé par les multiples d’un entier donné n ; le groupe quotient G/H est
alors le groupe Zn des entiers modulo n.

Les faits essentiels qui relient les sous-groupes normaux et les groupes
quotients sont réunis dans le théorème suivant.
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Théorème 1.1. Soient N un sous-groupe normal d’un groupe G et f un
homomorphisme de G vers un groupe L avec f(N) = 1. Alors f est un homo-
morphisme de G/N vers L. Si f est surjectif et si le noyau de f est N , alors f
est un isomorphisme de G/N sur L.

Démonstration. Si a = b (modN), alors ab−1 ∈ N , d’où f(a) = f(b) ; par
suite f est une fonction sur G/N , qui est clairement un homomorphisme.
Réciproquement si f(a) = f(b), alors f(ab−1) = 1, de sorte que ab−1 ∈ N et
a = b (modN). Par suite, si kerf = N , alors f est une fonction injective de
G/N vers L ; et donc, si f : G → L est surjective, la fonction f : G/N → L
possède un inverse g. Clairement g est aussi un homomorphisme.

Soit N un sous-groupe normal du groupe G. Un sous-groupe (normal) de
G/N est un sous-groupe (normal) H de G qui est un sous-ensemble de G/N ,
c’est-à-dire, si a ∈ H et a = b (modN), alors b ∈ H. On voit facilement qu’un
sous-groupe H de G est un sous-ensemble de G/N exactement dans le cas
où N ⊆ H. La différence entre un sous-groupe H de G contenant N et un
sous-groupe H de G/N est la relation d’égalité sur H. Nous faisons la distinction
entre H comme un sous-groupe de G et H comme un sous-groupe de G/N
en écrivant H/N pour ce dernier. Si H est un sous-groupe normal de G qui
contient N , alors (G/N)/(H/N) est isomorphe à G/H ; en fait, les éléments des
deux groupes sont simplement les éléments de G, et les égalités sont les mêmes.

Théorème 1.2. Soient H et K des sous-groupes du groupe G. Si K est normal,
alors

(i) l’ensemble HK = {hk : h ∈ H et k ∈ K } est un sous-groupe,
(ii) le sous-groupe H ∩K est normal dans H, et
(iii) les groupes quotients HK/K et H/(H ∩K) sont isomorphes.

Démonstration. Exercice.

Dans un groupe additif, le sous-groupe HK est écrit sous la forme H +K.
Si a ∈ G et si H est un sous-groupe de G, alors Ha = {ha : h ∈ H } est

appelé une classe à droite de H, tandis que aH = { ah : h ∈ H } est appelée une
classe à gauche de H. Le passage à l’inverse induit une bijection entre classes à
gauche et à droite de H qui envoie aH sur Ha−1, et nous pouvons donc parler
sans ambigüité de la cardinalité de l’ensemble des classes de H dans G. Cette
cardinalité est appelée l’indice de H dans G et nous le notons [G : H]. Si H est
normal, alors Ha = aH pour chaque élément a de G.

Exercices

1. Montrer que dans un monoïde fini, si a possède un inverse à droite ou à
gauche, alors an = 1 pour un entier strictement positif n, de sorte que
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l’élément peut avoir au plus un inverse à droite ou à gauche. Donner
un exemple d’un élément dans un monoïde qui admet deux inverses à
gauche distincts ; deux inverses à droite distincts.

2. Montrer qu’un monoïde peut être identifié avec une catégorie à un
seul objet, et que les homomorphismes de monoïdes sont des foncteurs
entre les catégories correspondantes. Parmi ces catégories, lesquelles
correspondent à des groupes ?

3. Montrer que l’ensemble des unités d’un monoïde est un groupe.
4. Montrer que l’ensemble S des suites binaires forme un groupe abélien
G pour l’addition des coordonnées modulo 2. Soit a ∈ S et définissons
b, c ∈ S par bn = 1 si, et seulement si, an = 1 et am = 0 pour tous
les m < n, et cn = 1 si, et seulement si, bn−1 = 1. Montrer que si le
sous-groupe de G engendré par b et c est engendré par un sous-ensemble
fini de G, alors, ou bien a = 0, ou bien a 6= 0.

5. Soit G un groupe multiplicatif avec une inégalité. L’inégalité est dite
invariante par translation si x 6= y implique zx 6= zy et xz 6= yz. Étant
donnée une inégalité invariante par translation, montrer que
(i) le passage à l’inverse qui envoie x sur x−1 est fortement extensionnel

si, et seulement si, l’inégalité est symétrique.
(ii) l’inégalité est cotransitive si, et seulement si, la multiplication est

fortement extensionnelle (l’inégalité sur G × G est donnée par
(x1, x2) 6= (y1, y2) si x1 6= y1 ou x2 6= y2).

Enfin, démontrer que si l’inégalité est consistante et si la multiplication est
fortement extensionnelle, alors l’inégalité est invariante par translation.

6. En regardant une inégalité sur G comme un sous-ensemble de G × G,
montrer que la réunion d’une famille d’inégalités sur un groupe G pour
lesquelles la loi de groupe est fortement extensionnelle est elle-même une
inégalité de cette sorte. Montrer qu’il existe une unique inégalité sur
G/N qui rend le théorème 1.1 vrai dans la catégorie des groupes avec
inégalité, avec pour flèches les homomorphismes fortement extensionnels.
Montrer que si G est l’ensemble des suites binaires avec pour addition
l’addition des coordonnées modulo 2 et si N = {x ∈ G : il y a un m tel
que xn = 0 pour tous n > m }, alors x 6= 0 dans G/N si, et seulement si,
xn = 1 une infinité de fois et LPO est valide.

7. Soient x1, . . . , xm, y1, . . . , yn des éléments distincts d’un ensemble fini X,
soit G le groupe symétrique sur X, et soit 1 6 i < j 6 m. Vérifiez les
deux égalités suivantes sur G.
(i) (xi, xj)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xi−1, xj , . . . , xm)(xi, . . . , xj−1)
(ii) (x1, y1)(x1, . . . , xm)(y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yn, x1, . . . , xm).
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Pour π ∈ G, nous pouvons écrire π d’une manière essentiellement unique
comme un produit de cycles disjoints dont les supports recouvrent X 1.
Soit Nπ le nombre de cycles dans un tel produit. En utilisant (i) et (ii),
montrer que si τ est un 2-cycle, alors Nτπ = Nπ ± 1. En conclure qu’une
permutation paire ne peut pas être écrite comme produit d’un nombre
impair de 2-cycles.

8. Montrer que la fonction sgn est un homomorphisme du groupe symétrique
d’un ensemble fini vers le groupe multiplicatif {−1, 1}.

9. Donner un exemple brouwerien d’un sous-groupe d’un groupe abélien
fini qui est engendré par un sous-ensemble dénombrable mais qui n’est
pas de type fini.

10. Montrer que l’ensemble des sous-groupes normaux d’un groupe est un
treillis modulaire.

2 Anneaux et corps
Un anneau est un groupe abélien additif R qui est aussi un monoïde multi-

plicatif, les deux structures étant reliées par les lois de distributivité :

a(b+ c) = ab+ ac,

(a+ b)c = ac+ bc.

Un anneau est trivial si 0 = 1. Si la structure de monoïde multiplicatif est
commutative, alors R est un anneau commutatif. Une unité de R est une unité
du monoïde multiplicatif de R. On dit qu’un anneau a des unités détachables
lorsque ses unités forment d’un sous-ensemble détachable.

Si A est un groupe abélien, alors l’ensemble des endomorphismes E(A) =
Hom(A,A) est un anneau (en prenant pour multiplication la composition)
appelé l’anneau des endomorphismes de A. Plus généralement, si C est une
catégorie pré-additive, C(A,A) est un anneau pour chaque objet A de C.

Un anneau non trivial k est un anneau à division 2 (ou un corps gauche) si,
pour chaque a et b ∈ k,

a 6= b si, et seulement si, a− b est une unité.

Nous rappelons à la lectrice que l’interprétation du symbole a 6= b dépend du
contexte : si k possède une inégalité, alors a 6= b fait référence à cette inégalité,
et sinon a 6= b fait référence à la non-égalité. Une conséquence immédiate de
la définition est que si k est un anneau à division, alors l’inégalité sur k est

1. NdT. Ici, pour recouvrir X, nous acceptons les cycles (a), de support {a}, tous égaux à
la permutation identité.

2. NdT. Division ring.
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symétrique et invariante par translation : si a 6= b, alors a + c 6= b + c. Notez
que la non-égalité est automatiquement invariante par translation parce que
l’addition est une fonction.

Naturellement, nous pourrions définir l’inégalité a 6= b sur un anneau arbi-
traire comme signifiant que a− b est une unité et, techniquement, nous aurions
alors un anneau à division ; de sorte que la théorie générale des anneaux à divi-
sion contient la théorie des anneaux. Cependant, l’idée est d’utiliser le symbole
a 6= b pour représenter des relations qui peuvent être raisonnablement appelées
des inégalités : si vous prenez une inégalité stupide et que vous obtenez un
anneau à division stupide, ne nous blâmez pas. Comme règle de conduite, vous
pouvez choisir une inégalité standard. Pour l’essentiel, nous serons intéressés
par des anneaux à division qui sont discrets, et, dans une moindre mesure, par
des anneaux à division avec une relation de séparation étroite.

Les éléments non nuls d’un anneau à division sont exactement les unités ;
dans le cas discret c’est une propriété caractéristique des anneaux à division
(exercice 3). Un corps est un anneau à division commutatif. Un corps de Heyting
est un corps avec une relation de séparation étroite. Dans un corps de Heyting ou
plus généralement dans un corps avec une inégalité cotransitive, les opérations
arithmétiques sont fortement extensionnelles (exercice 5). Les nombres rationnels
Q forment un corps discret ; les nombres réels (section suivante) forment un
corps de Heyting. Les quaternions rationnels (exercice 4) forment un anneau à
division discret et non commutatif.

Un sous-ensemble d’un anneau est un sous-anneau si c’est un sous-groupe
additif et un sous-monoïde multiplicatif. Soit S un sous-anneau d’un anneau
commutatif R, et soient a1, . . . , an des éléments de R. Alors l’ensemble des
sommes d’éléments de R de la forme

sam1
1 am2

2 · · · amn
n ,

avec s ∈ S et mi ∈ N, est un sous-anneau de R que l’on note S[a1, . . . , an] ; il
est contenu dans tout sous-anneau de R qui contient S ∪{a1, . . . , an}. Si S et R
sont des corps, alors S(a1, . . . , an) désigne l’ensemble des quotients f/g avec
f, g ∈ S[a1, . . . , an] et g 6= 0. On voit facilement que S(a1, . . . , an) est un corps
contenu dans chaque sous-corps de R qui contient S ∪ {a1, . . . , an}.

Un anneau intègre, ou encore un domaine d’intégrité est un anneau avec
inégalité qui est isomorphe à un sous-anneau d’un corps ; de manière plus
informelle, un anneau intègre est simplement un sous-anneau d’un corps. Si R
est un sous-anneau d’un corps, alors l’ensemble { ab−1 : a, b ∈ R et b 6= 0 } est
un corps qui contient R, appelé le corps de fractions de R. Le corps de fractions
d’un anneau intègre est essentiellement unique (exercice 6).

Si R est un anneau intègre discret, alors, pour chaque a et b ∈ R,

si a 6= 0 et b 6= 0, alors ab 6= 0. (∗)
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Inversement, si R est un anneau commutatif intègre discret qui satisfait la
condition (∗), alors nous pouvons immerger 1 R dans un corps discret k en
imitant la construction du corps des nombres rationnels Q à partir de l’anneau
des nombres entiers Z. Soit k = { (a, b) ∈ R × R : b 6= 0 } avec (a, b) = (c, d)
si ad = bc. Nous définissons la multiplication sur k par (a, b) · (c, d) = (ac, bd)
et l’addition par (a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd). On vérifie sans peine que cela
fait de k un anneau avec l’élément neutre additif (0, 1) et l’élément neutre
multiplicatif (1, 1). Si (a, b) 6= (0, 1), alors a 6= 0 et donc l’élément (b, a) est dans
k et (a, b)(b, a) = (1, 1) ; inversement, si (a, b)(c, d) = (1, 1), alors ac = bd 6= 0,
d’où a 6= 0 et (b, a) ∈ k, et par suite k est un corps. Nous immergeons R dans k
en envoyant a sur (a, 1).

Une caractérisation intrinsèque d’un anneau intègre arbitraire est donnée
dans l’exercice 7. Pour démontrer que cette caractérisation est correcte, construi-
sez le corps de fractions comme dans le cas discret.

Si k est un corps, alors le sous-corps de k formé par tous les éléments de la
forme (n · 1)/(m · 1) où m et n sont des entiers et m · 1 6= 0, est le plus petit
sous-corps de k, et il est appelé le sous-corps premier 2 de k. Ce corps est le
corps de fractions du sous-anneau {n · 1 : n ∈ Z } de k. Si a1, . . . , an ∈ k et si
k0 est le sous-corps premier de k, nous disons que k est engendré par a1, . . . , an
si k0(a1, . . . , an) = k. Un corps premier est un corps égal à son sous-corps
premier.

Une fonction f d’un anneau R vers un anneau S est un homomorphisme
d’anneaux si c’est un homomorphisme des groupes additifs et un homomor-
phisme des monoïdes multiplicatifs. La fonction de l’anneau des entiers Z vers S
qui envoie n sur n·1 est un homomorphisme d’anneaux. Un sous-groupe additif I
d’un anneau R est un idéal si pour tous x ∈ I et r ∈ R les éléments rx et xr
sont dans I. On voit facilement que si f est un homomorphisme d’anneaux,
alors ker f = f−1(0) est un idéal. Un idéal I est propre si 1 /∈ I. Un idéal à
gauche (resp. idéal à droite) I d’un anneau R est un sous-groupe additif de R
tel que pour tous r ∈ R et x ∈ I l’élément rx (resp. xr) appartient à I. Un
idéal à gauche I d’un anneau est non nul si I contient un élément non nul. Pour
éviter la confusion entre idéaux à gauche, idéaux à droite et idéaux, un idéal
est souvent appelé un idéal bilatère. Si I est un idéal bilatère de l’anneau R,
alors la multiplication est une loi de composition sur le groupe quotient R/I,
de sorte que R/I est un anneau.

Soient X et Y des sous-ensembles de l’anneau R. On définit XY comme le
sous-groupe additif de R engendré par {xy : x ∈ X et y ∈ Y }. Si X, Y et Z
sont des sous-ensembles de R, alors (XY )Z = X(Y Z). Un sous-ensemble non

1. NdT. To embed. Nous utilisons dans la traduction de cet ouvrage la terminologie peu
habituelle « immerger A dans B » pour dire qu’on donne un isomorphisme de l’objet A sur un
sous-objet de B. Nous disons aussi parfois «plonger A dans B », et nous utilisons les termes
de «plongement » ou « immersion ».

2. NdT. Prime field of k.
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vide I est un idéal si, et seulement si, RIR = I, tandis que I est un idéal à
gauche (resp. à droite) si RI = I (resp. IR = I).

Si S est un sous-ensemble d’un anneau R, alors (S) := RSR est le plus
petit idéal de R contenant S, et on l’appelle l’idéal engendré par S. Si S est
la famille finie {s1, . . . , sn}, alors l’idéal engendré par S est noté (s1, . . . , sn).
L’idéal à gauche engendré par S est RS, tandis que l’idéal à droite engendré
par S est SR ; si S est un ensemble à un élément {s}, alors l’idéal à gauche
ou à droite correspondant est appelé principal, et on le note Rs ou sR.

Si I et J sont des idéaux, alors IJ et I ∩ J sont des idéaux. L’ensemble
I ∪J n’est pas nécessairement un idéal ; l’idéal engendré par I ∪J est l’ensemble
{ i+ j : i ∈ I et j ∈ J } et on le note I + J . Plus généralement, si {Ii} est une
famille d’idéaux, alors l’idéal engendré par

⋃
i Ii est noté

∑
i Ii.

Le transporteur 1 d’un ensemble S dans un idéal à gauche I est l’idéal à
gauche

I : S = {x ∈ R : xS ⊆ I }.

Le radical d’un idéal I dans un anneau commutatif est l’idéal
√
I = {x ∈

R : xn ∈ I pour un n }.
Le théorème fondamental des homomorphismes d’anneaux résulte immédia-

tement du théorème correspondant pour les groupes.

Théorème 2.1. Soit I un idéal de l’anneau R. Si f est un homomorphisme
de R vers un anneau S avec f(I) = 0, alors f est un homomorphisme de R/I vers
S. Si f est surjectif et si le noyau de f est l’idéal I, alors f est un isomorphisme
de R/I sur S.

Soit I un idéal de l’anneau R. Un idéal (à gauche) de R/I est un idéal
(à gauche) J de R contenant I. Si J est un idéal de R contenant I, alors
R/J ' (R/I)/(J/I).

Théorème 2.2. Soient R un anneau, S un sous-anneau et I un idéal de R.
Alors S + I est un sous-anneau de R contenant I en tant qu’idéal, S ∩ I est un
idéal de S, et (S + I)/I ' S/(S ∩ I).

Démonstration. Clairement S+ I est un sous-anneau et I est un idéal de S+ I.
Définissons une fonction f de S/(S∩I) vers (S+I)/I en posant f(s) = s. Notez
que f est bien une fonction parce que si s1 = s2 dans S/(S∩I), alors s1−s2 ∈ I
et donc s1 = s2 dans (S+I)/I. Clairement f est un homomorphisme. Maintenant
définissons une fonction g de (S + I)/I vers S/(S ∩ I) en posant g(s+ i) = s.
Pour voir que g est une fonction nous remarquons que si s1 + i1 = s2 + i2 dans
(S + I)/I, alors s1 − s2 ∈ I, et donc s1 = s2 dans S/(S ∩ I). Il s’ensuit que f
est un isomorphisme.

1. NdT. Quotient of a left ideal I by a set S
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Si P est un idéal d’un anneau commutatif R, alors nous disons que P est
un idéal premier 1 si chaque fois que xy ∈ P , alors x ∈ P ou y ∈ P . Si P est
un idéal détachable propre de R, alors on voit facilement que P est premier si,
et seulement si, R/P est un anneau intègre. Si p est un nombre premier, alors
l’idéal (p) de Z est un idéal premier détachable propre, et il en va de même
pour l’idéal 0.

Théorème 2.3. 2 Soient P1, . . . , Pn des idéaux détachables d’un anneau com-
mutatif R tels que Pi est premier pour i 6 n− 2. Si I est un idéal de type fini
de R, alors, ou bien I ⊆ Pi pour un i, ou bien il existe un z ∈ I \

⋃
i Pi.

Démonstration. Soit {x1, . . . , xm} un système générateur de I et soit F l’en-
semble des sous-ensembles finis S de {1, 2, . . . , n} tels que {x1, . . . , xm} ⊆⋃
j∈S Pj . Nous raisonnons par récurrence 3 sur #F , le nombre des éléments de

F . Si #F = 0, alors xj ∈ I \
⋃
i Pi pour un j. Sinon prenons un S ∈ F qui

minimise #S. Si #S 6 1, alors I ⊆ Pi pour un i. Sinon #S > 2 et pour chaque
i ∈ S, il existe ai ∈ {x1, . . . , xm} tel que ai ∈ Pi \

⋃
S\{i} Pj . Si #S = 2, alors

posons xm+1 =
∑
i∈S ai ∈ I \

⋃
i∈S Pi. Si #S > 2, alors Pi est premier pour

un i ∈ S, de sorte que xm+1 = ai +
∏
j∈S\{i} aj ∈ I \

⋃
i∈S Pi. Dans chaque

cas nous pouvons agrandir {x1, . . . , xm}, sans agrandir I, d’où S /∈ F , et nous
terminons par récurrence sur #F .

Théorème 2.4. Soient I1, . . . , In des idéaux de type fini dans un anneau
commutatif R et soit P un idéal premier de R tel que le produit I1 · · · In est
contenu dans P . Alors Ii ⊆ P pour un i.

Démonstration. Par récurrence sur n il suffit de considérer le cas où n = 2.
Soient I1 = (a1, . . . , as) et I2 = (b1, . . . , bt). Puisque aibj ∈ P , on a pour chaque
i ou bien ai ∈ P , ou bien bj ∈ P pour tous les j.

Un corps par négation est un anneau commutatif qui est un corps pour la
non-égalité et tel que 0 est un idéal premier. Un corps discret est un corps par
négation. Un idéal maximal dans un anneau commutatif R est un idéal M tel
que R/M est un corps par négation ; ainsi, un idéal M de R est maximal si, et
seulement si, d’une part M est un idéal premier, et d’autre part «x ∈ R \M »

équivaut à «∃r ∈ R, rx− 1 ∈M ». Un idéal maximal détachable M est un idéal
tel que R/M est un corps discret.

1. NdT. En mathématiques classiques, les idéaux premiers sont définis comme des idéaux
propres, i.e. avec 1 /∈ P . Certaines démonstrations en mathématiques constructives préfèrent
ne pas utiliser cette propriété, notamment lorsque l’idéal n’est pas à priori détachable.

2. NdT. Cette forme constructive du lemme d’évitement des idéaux premiers sera très
utile dans les chapitres VIII et X.

3. NdT. Plutôt qu’une démonstration par récurrence coutumière, les auteurs donnent ici
une démonstration de terminaison d’un algorithme.
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La caractéristique d’un anneau k est l’ordre de l’élément 1 dans le groupe
additif de k. Une convention standard est de dire que k est de caractéristique 0
si l’ordre de 1 est infini. Ainsi la caractéristique d’un anneau discret k est le
plus petit entier strictement positif n tel que n · 1 = 0, si un tel entier existe, et
est égale à 0 sinon. Le corps des nombres rationnels est de caractéristique 0,
et le corps Fp = Z/(p) est de caractéristique p. La caractéristique d’un corps
discret n’est pas nécessairement un élément de N comme le montre l’exemple
brouwerien suivant.

Une suite binaire qui contient au plus un élément 1 est appelée une suite
binaire fugitive.

Exemple 2.5. Soit a une suite binaire fugitive. Définissons pn par

pn =
{

0 si an = 0
le n-ième nombre premier si an = 1.

Soit P l’idéal de Z engendré par les nombres pn, et soit R = Z/P . Alors R est
un anneau intègre discret ; soit k son corps de fractions. La caractéristique de k
n’est pas un élément de N.

Exercices

1. Montrer les identités suivantes dans un anneau arbitraire.
(i) a0 = 0a = 0,
(ii) a(−b) = (−a)(b) = −ab.

2. Utiliser les anneaux Z et Q pour construire un exemple brouwerien d’un
anneau intègre discret dont les unités ne sont pas détachables.

3. Montrer qu’un anneau discret est un anneau à division si, et seulement
si, les éléments non nuls forment un groupe multiplicatif.

4. Les quaternions rationnels. On écrit les éléments (a, b, c, d) de R = Q4

comme des sommes formelles a + bi + cj + dk, où les éléments de Q
commutent avec i, j, et k, et où on pose i2 = j2 = −1 et k = ij = −ji.
Notez que

(a+ bi+ cj + dk)(a− bi− cj − dk) = a2 + b2 + c2 + d2

et montrez que R est un anneau à division non commutatif discret.
5. Montrer que dans un corps avec une inégalité cotransitive les opérations

d’addition, de soustraction, de multiplication et de division (restreinte
aux unités) sont fortement extensionnelles (voir l’exercice 1.5).

6. Soit R un sous-anneau d’un corps K. Montrer que

k = { ab−1 : a, b ∈ R et b 6= 0 }
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est un corps qui contient R. Montrer que si R est un sous-anneau d’un
autre corpsK ′, et si les inégalités surK etK ′ coïncident sur R, alors k est
isomorphe à k′. Montrer que l’inégalité sur R est consistante, cotransitive,
étroite ou discrète si, et seulement si, l’inégalité sur k possède la même
propriété.

7. Montrer qu’un anneau commutatif est un anneau intègre si, et seulement
si, les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) 1 6= 0,
(ii) a 6= b si, et seulement si, a− b 6= 0,
(iii) si a 6= 0 et ab = 0, alors b = 0,
(iv) a 6= 0 et b 6= 0 si, et seulement si, ab 6= 0,
Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un anneau
commutatif avec la non-égalité soit un anneau intègre est que l’on a
a 6= 0 si, et seulement si, a est simplifiable 1 (ab = 0 implique b = 0).

8. Montrer les propriétés suivantes pour les idéaux dans un anneau commu-
tatif.
(i) IJ ⊆ I ∩ J
(ii) IJ ⊆ K si, et seulement si, I ⊆ K : J
(iii) Si I ⊆ J alors K : J ⊆ K : I
(iv) (

⋂
i Ii) : J =

⋂
i(Ii : J)

(v) I :
∑
i Ji =

⋂
i(I : Ji)

(vi) I : JK = (I : J) : K
9. Montrer les propriétés suivantes pour les idéaux dans un anneau commu-

tatif.
(i)
√
IJ =

√
I ∩ J =

√
I ∩
√
J .

(ii) Si In ⊆ J pour un n, alors
√
I ⊆
√
J .

(iii)
√
I + J =

√√
I +
√
J .

(iv)
√√

I =
√
I.

10. Soit ϕ : R→ R′ un homomorphisme d’anneaux commutatifs, et soient I
et J des idéaux de R′. Montrer que ϕ−1(I) ∩ ϕ−1(J) = ϕ−1(I ∩ J), que
ϕ−1(I)ϕ−1(J) ⊆ ϕ−1(IJ), et que

√
ϕ−1(I) = ϕ−1(

√
I). Montrer que si

ϕ est surjective, alors ϕ−1(I : J) = ϕ−1I : ϕ−1J .
11. Montrer que (12) ∪ (45) n’est pas un idéal de l’anneau des entiers Z.

Montrer que (12) + (45) et (12) : (45) sont des idéaux principaux.

1. NdT. On dit aussi régulier.
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12. Dans le théorème 2.3 il n’est pas nécessaire de savoir lesquels des n− 2
idéaux sont premiers. Démontrer le théorème 2.3 sous l’hypothèse plus
faible selon laquelle si aibi ∈ Pi pour i = 1, . . . , n, alors pour au moins
n− 2 indices i, ou bien ai ∈ Pi ou bien bi ∈ Pi.

13. Modifier le théorème 2.3 de manière qu’aucun des idéaux Pi ne soit
supposé être premier, et la conclusion est alors que I ⊆ Pi pour un
certain i, ou alors il existe trois indices j distincts tels que Pj n’est pas
premier (en un sens fort, convenable). Pouvez-vous démontrer que les
trois idéaux Pj sont distincts (et pas seulement leurs indices) ?

14. Soient B et C deux sous-groupes détachables d’un groupe G. Montrer
que si A est un sous-groupe de type fini de G, ou bien A ⊆ B, ou bien
A ⊆ C, ou bien il existe un x dans A \ (B ∪ C). Donner un contre-
exemple (non brouwerien) pour montrer que le résultat est faux pour
trois sous-groupes.

15. Montrer qu’un anneau discret non trivial R est un anneau à division si,
et seulement si, tout idéal de type fini est égal à R ou à 0. Donner un
exemple brouwerien pour un idéal de Q qui n’est égal ni à Q ni à 0.

16. Montrer qu’un idéal d’un anneau commutatif R est un idéal premier
propre si, et seulement si, c’est le noyau d’un homomorphisme de R dans
un corps par négation.

17. Montrer qu’un anneau intègre fini est un corps. Montrer qu’un idéal
détachable I de Z est maximal si, et seulement si, I = (p) pour un
nombre premier p.

3 Les nombres réels
Le prototype d’un corps de Heyting est le corps des nombres réels R. L’en-

semble QN des suites de nombres rationnels forme un anneau commutatif pour
l’addition et la multiplication coordonnée par coordonnée. Une suite de nombres
rationnels {qn} est une suite de Cauchy si pour tout ε ∈ Q∗+ il existe un N ∈ N
tel que

|qn − qm| 6 ε pour tous m,n > N.

On voit immédiatement que l’ensemble C des suites de Cauchy de nombres
rationnels forme un sous-anneau de QN.

Une suite de nombres rationnels {qn} converge vers 0 si pour tout ε ∈ Q∗+,
il existe un N ∈ N tel que |qn| 6 ε pour tout n > N . On vérifie facilement
que l’ensemble I des suites de nombres rationnels qui convergent vers zéro
forme un idéal de l’anneau C des suites de Cauchy. L’ensemble R des nombres
réels est l’anneau quotient C/I. À chaque élément q ∈ Q nous pouvons faire
correspondre la suite dont tous les éléments sont égaux à q, et nous immergeons
ainsi de manière naturelle Q dans R.
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L’ensemble des nombres réels R possède un ordre naturel. On définit le fait
que a ∈ R est strictement positif en demandant qu’il existe un ε ∈ Q∗+ et
un N ∈ N tels que an > ε pour tout n > N . On vérifie facilement que cette
définition respecte l’égalité de R = C/I, et que l’ensemble des nombres réels
strictement positifs est stable pour l’addition et la multiplication. Nous écrivons
a < b, ou b > a, si b − a est strictement positif ; en particulier, a > 0 signifie
que a est strictement positif.

Théorème 3.1. Les conditions suivantes pour un nombre réel a sont équiva-
lentes.

(i) Il existe un ε ∈ Q∗+ et un N ∈ N tels que |an| > ε pour tout n > N.

(ii) a < 0 ou a > 0.
(iii) a est inversible.

Démonstration. Supposons (i). Nous pouvons supposer que |aN − an| < ε/2
pour tout n > N . Si aN > ε, alors an > ε/2 pour tout n > N , donc a > 0. De
même, si aN 6 −ε, a < 0.

Supposons (ii), par exemple a > 0. Il existe un ε ∈ Q∗+ et un N ∈ N tels
que an > ε pour tout n > N . Nous pouvons supposer que an > ε pour tout
n ∈ N. Alors la suite {1/an} est une suite de Cauchy et elle est l’inverse de a
dans R.

Finalement supposons (iii). Il existe une suite de Cauchy {bn} telle que
anbn − 1 converge vers 0. Considérons un ε ∈ Q∗+ tel que |bn| < 1/ε pour tout
n. Alors |an| est plus grand que ε pour n assez grand.

Nous définissons une inégalité sur R en disant que a 6= b signifie que b− a
est inversible, de sorte que le théorème 3.1 nous dit que a 6= b si, et seulement
si, a < b ou b < a. La cotransitivité de a < b est le substitut constructif de la
loi de trichotomie classique.

Théorème 3.2 (cotransitivité). Soient a, b et c des nombres réels. Si a < c,
alors a < b ou b < c.

Démonstration. Considérons m ∈ N et ε > 0 tels que am < cm − 6ε et, pour
tout n > m,

|an − am| < ε,

|cn − cm| < ε et
|bn − bm| < ε.

Ou bien bm < cm − 3ε, auquel cas bn < cn − ε pour tout n > m, et donc
b < c, ou bien bm > am + 3ε, auquel cas bn > an + ε pour tout n > m, et donc
b > a.
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Nous écrivons a 6 b lorsque a < b + ε pour tout ε > 0. Cette relation est
clairement transitive et réflexive. Pour démontrer que c’est une relation d’ordre,
nous avons besoin du résultat suivant.

Théorème 3.3. Si a 6 b et b 6 a, alors a = b.

Démonstration. Soit un ε ∈ Q∗+. Comme a 6 b, nous avons un N ∈ N tel que
an − bn < ε pour tout n > N . Comme b 6 a, nous avons un tel N qui vérifie en
outre que bn − an < ε pour tout n > N . Cela dit que |an − bn| < ε pour tout
n > N , et nous avons donc montré que an − bn converge vers 0, ce qui signifie
que a = b.

Corolaire 3.4. R est un corps de Heyting.

Démonstration. Si a + b 6= 0, ou bien a + b > 0, ou bien a + b < 0, et nous
pouvons supposer que a + b > 0. Alors ou bien a > 0, ou bien a < a + b, en
vertu du théorème 3.2 ; dans le premier cas on a a 6= 0, dans le second on a
0 < b et donc b 6= 0. Ainsi l’inégalité sur R est cotransitive.

Pour montrer que l’inégalité est étroite, supposons que a 6= 0 soit impossible.
Pour chaque ε > 0, ou bien a > 0, ou bien a < ε en vertu du théorème 3.2 ; le
premier cas est impossible, donc a < ε. Par suite a 6 0. De manière analogue
a > 0, de sorte que a = 0 par le théorème 3.3.

L’ensemble R n’est pas seulement un ensemble ordonné, c’est un treillis. Si a
et b sont des nombres réels, alors la suite cn = max(an, bn) définit un nombre
réel c qui est le supremum de a et b, ce que l’on écrit c = sup(a, b). L’infimum
de a et b est inf(a, b) = − sup(−a,−b). On peut définir la valeur absolue du
nombre réel a comme |a| = sup(a,−a).

Le corps C des nombres complexes est obtenu à partir de l’espace vectoriel
R2 en définissant la multiplication (a, b)(c, d) = (ac− bd, ad+ bd). On vérifie
facilement que C est un corps de Heyting avec le neutre multiplicatif (1, 0).
Nous posons i = (0, 1) et nous voyons que i2 = −1 et que C = R+ Ri.

Un espace métrique est un ensemble S donné avec une fonction d, appelée
la métrique, ou encore la distance, de S × S vers R telle que

(i) d(x, y) = d(y, x) > 0,
(ii) d(x, y) = 0 si, et seulement si, x = y,

(iii) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).
Les nombres réels forment un espace métrique pour la distance d(x, y) = |x− y|.
Une suite de Cauchy dans un espace métrique S est une suite {xn} dans S telle
que pour tout ε ∈ Q∗+ il existe un N ∈ N tel que

d(xn, xm) 6 ε pour tous m,n > N.
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Une suite {xn} dans S converge vers y ∈ S si pour tout ε ∈ Q∗+ il existe un
N ∈ N tel que d(xn, y) 6 ε pour tout n > N . Si {xn} converge vers y, nous
disons que y est la limite de la suite {xn}. On vérifie facilement que toute suite
convergente est une suite de Cauchy. Si, inversement, toute suite de Cauchy
converge vers un élément de S, nous disons que l’espace métrique S est complet.
L’espace R est complet.

En imitant la construction de R à partir de Q, nous pouvons immerger
n’importe quel espace métrique S dans sa complétion Ŝ, dont les éléments sont
les suites de Cauchy dans S, avec d(a, b) égal à la limite de d(an, bn), et en
définissant a = b par d(a, b) = 0. L’espace S est dense dans Ŝ, i.e. pour tout ε
strictement positif et tout s ∈ Ŝ, on a un a ∈ S tel que d(a, s) < ε. L’espace Ŝ
est complet.

Exercices

1. Montrer que a > b est impossible si, et seulement si, a 6 b.

2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) Pour tout a ∈ R, ou bien a > 0 ou bien a 6 0.
(ii) LPO.

3. Montrer que R est un treillis distributif pour la relation d’ordre 6 .

4. Montrer que |a| > 0, et que |a| est > 0 si, et seulement si, a 6= 0. Montrer
que |a+ b| 6 |a|+ |b|.

5. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) LLPO.
(ii) Pour tout a ∈ R, ou bien a 6 0 ou bien a > 0.
(iii) Pour tous a, b ∈ R, si ab = 0, alors a = 0 ou b = 0.
(iv) Si a, b ∈ R, alors on a un c ∈ R tel que a = cb ou b = ca.

(v) Pour tous a, b ∈ R, si sup(a, b) = 1, alors a = 1 ou b = 1.
6. Montrer que le principe de Markov équivaut à ce que R soit un corps

par négation.
7. Le corps des nombres p-adiques. Si p est un nombre premier, la métrique
p-adique sur Q est définie pour x1 6= x2 en posant d(x1, x2) = pn lorsque
pn(x1 − x2) peut être écrit avec un numérateur et un dénominateur non
divisibles par p. Montrer que d est une métrique, et que la complétion
de Q pour cette métrique est un corps de Heyting.

8. Montrer que tout espace métrique est dense dans sa complétion, et que
sa complétion est un espace métrique complet.
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4 Modules
Si R est un anneau, un R-module à gauche est un groupe abélien additif M

donné avec une fonction µ de R × M vers M , écrite µ(r, a) = ra, appelée
multiplication scalaire, telle que

(i) r(a+ b) = ra+ rb

(ii) (r + s)a = ra+ sa

(iii) (rs)a = r(sa)
(iv) 1 · a = a

pour tous r, s ∈ R et a, b ∈ M . Les R-modules à droite sont définis de la
même manière, à ceci près que la multiplication scalaire est à droite : la seule
réelle différence se trouve dans (iii) que l’on doit lire a(rs) = (ar)s, de sorte
que pour les modules à droite, multiplier par rs est la même chose que d’abord
multiplier par r et ensuite multiplier par s, tandis que pour les modules à
gauche, multiplier par rs est la même chose que multiplier d’abord par s puis
par r.

Tout groupe abélien est un Z-module. L’ensemble Rn des n-uplets d’éléments
de R est un R-module pour l’addition et la multiplication scalaire coordonnée
par coordonnée. Si R est un anneau à division, un R-module est appelé un
espace vectoriel sur R.

Soient M et N des R-modules à gauche. Un homomorphisme de groupes f
de M vers N est un homomorphisme de R-modules, ou une application R-
linéaire, si f(ra) = rf(a) pour tous r ∈ R et a ∈ M . Le noyau de f est
ker f = { a ∈ M : f(a) = 0 }, et l’image de f est im f = { f(a) : a ∈ M }. On
vérifie facilement que la catégorie des R-modules est une catégorie pré-additive.

L’ensemble E(M) des endomorphismes d’un groupe abélien M forme un
anneau, où la multiplication est la composition des fonctions. Si R est un anneau
et f est un homomorphisme d’anneaux de R vers E(M), alorsM peut être muni
d’une structure de R-module en posant rm = f(r)m pour r ∈ R et m ∈ M .
Inversement, si M est un R-module, alors on peut définir un homomorphisme
d’anneaux ϕ de R vers E(M) en posant ϕ(r)(m) = rm. L’homomorphisme ϕ
est appelé une représentation de R comme anneau d’endomorphismes de M .
Les représentations et les modules sont deux manières de regarder la même
chose. Si le noyau de la représentation est nul, la représentation est dite fidèle.
Un R-module M est fidèle si r = 0 chaque fois que rm = 0 pour tout m ∈M.

Un sous-groupe N d’un R-module M est un R-sous-module si ra ∈ N pour
tous a ∈ N et r ∈ R. Le sous-module de M engendré par un sous-ensemble
X est le sous-groupe additif engendré par l’ensemble { rx : r ∈ R et x ∈ X }.
Le groupe quotient M/N est un R-module parce que la multiplication scalaire
opère sur lui. Les théorèmes 1.1 et 1.2 s’appliquent pour les R-modules si nous
remplaçons partout «groupe » par «module », et si nous considérons que tous
les sous-modules sont normaux (ce qu’ils sont en tant que sous-groupes).
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Si R et S sont des sous-anneaux d’un anneau A, alors A est, entre autres
choses, un R-module à gauche et un S-module à droite. Ce genre de situation se
produit suffisamment souvent pour mériter un nom. Soient R et S des anneaux
et soitM un R-module à gauche qui est aussi un S-module à droite. Alors on dit
que M est un R-S-bimodule si (ra)s = r(as) pour tous r ∈ R, a ∈M et s ∈ S.
Ainsi l’anneau R est un R-R-bimodule, et tout R-module est un R-Z-bimodule.
Si R est un anneau commutatif, il n’y a aucune différence entre R-modules à
droite et à gauche, et chacun est un R-R-bimodule.

Les idéaux de R peuvent être décrits en termes des structures de modules
sur R : un idéal à gauche est un sous-module du module à gauche R, un idéal à
droite est un sous-module du module à droite R, et un idéal bilatère est un
sous-module du R-R-bimodule R.

Soient M un R-module et {Ai}i∈I une famille de sous-modules de M . Le
sous-module de M engendré par

⋃
i∈I Ai est noté

∑
i∈I Ai. Les Ai sont dits

indépendants si lorsque i1, . . . , in, j ∈ I et x ∈ Aj ∩ (Ai1 + · · ·+Ain), alors ou
bien x = 0 ou bien im = j pour un m. Nous disons que M est la somme directe
(interne) des sous-modules Ai, et nous écrivons M =

⊕
i∈I Ai, si M =

∑
i∈I Ai

avec les Ai indépendants. Si I = {1, . . . , n}, nous écrivons M = A1 ⊕ · · · ⊕An.
Lorsque I = {1, 2}, on a M = A1 ⊕ A2 si, et seulement si, M = A1 + A2 et
A1 ∩A2 = 0. Par exemple, M = Z/(6), A1 = {0, 2, 4}, et A2 = {0, 3}.

Le produit d’une famille de R-modules {Ai}i∈I possède une structure natu-
relle de R-module pour laquelle il est le produit catégorique, ou produit direct,
des modules Ai. Si f et g sont des fonctions dans ce produit, on définit f + g
par (f + g)(i) = f(i) + g(i), et rf par (rf)(i) = rf(i). Le produit direct est
noté

∏
i∈I Ai.

Soient I un ensemble discret et {Ai}i∈I une famille de R-modules. Nous
pouvons construire le coproduit catégorique (somme directe externe) de la
manière suivante. Un élément f ∈

∏
i∈I Ai a un support fini s’il existe un

sous-ensemble fini J de I tel que f(i) = 0 pour i ∈ I \ J . Pour un ensemble
discret I, la somme directe externe de la famille {Ai}i∈I est l’ensemble des
éléments du produit direct qui ont un support fini. On voit facilement que si f
et g ont des supports finis, alors il en va de même pour f + g et rf , de sorte
que la somme directe externe est un sous-module du produit direct. Notez que
si I est fini, alors le produit direct et la somme directe externe sont le même
module. Si nous identifions le module Ai avec le sous-module { f : f(j) = 0
pour j 6= i }, nous voyons que la somme directe externe est une somme directe.

La construction précédente pose un problème si l’ensemble d’indices I n’est
pas discret, parce que si Ai est discret et si { f : f(j) = 0 pour j 6= i } contient
un élément non nul, alors {i} est une partie détachable de I. Pour construire une
somme directe externe lorsque l’ensemble d’indices I n’est pas nécessairement
discret, on considère l’ensemble F des suites finies d’éléments de la réunion
disjointe des Ai. Soit alors l’égalité sur F engendrée par
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(i) (a1, . . . , an) = (aσ(1), . . . , aσ(n)) si σ est une permutation de {1, . . . , n}.
(ii) (a1, . . . , an−1, an) = (a1, . . . , an−1) si an = 0.
(iii) (a1, . . . , an−1, an) = (a1, . . . , an−1 + an) si an−1 et an sont des éléments

d’un même Ai.
Plus précisément, disons que deux suites de F sont adjacentes lorsqu’une
permutation de l’une est obtenue en appliquant (ii) ou (iii) à une permutation
de l’autre. Alors σ et τ sont égales dans F si l’on a une chaine de suites de F

σ = s1, s2, . . . , sm = τ

telle que si est adjacente à si+1 pour i = 1, . . . ,m− 1.
Nous désirons identifier { (a) ∈ F : a ∈ Ai } avec Ai. Pour ce faire nous

devons montrer que si (a) = (b), alors a = b. Cela est une conséquence de la
propriété de Church-Rosser pour F .

Lemme 4.1 (propriété de Church-Rosser). Supposons que les suites σ et τ sont
égales dans F , et notons `(s) la longueur de la suite s. Alors il existe une chaine
σ = s1, s2, . . . , sm = τ de suites de F telle que si est adjacente à si+1 pour
i = 1, . . . ,m−1, et pour i = 2, . . . ,m−1, si `(si−1) < `(si), alors `(si) < `(si+1).

Démonstration. Soit σ = s1, s2, . . . , sm = τ une chaine de suites de F telle que
si est adjacente à si+1 pour i = 1, . . . ,m− 1. Nous procédons par récurrence
sur N =

∑
i `(si), en montrant que si `(si−1) < `(si) et `(si) > `(si+1) pour un

i, alors nous pouvons diminuer N.
Supposons que nous allions de si à si+1 en supprimant un zéro z. Si z

apparait dans si−1, nous pouvons remplacer si par si−1 dans laquelle nous
supprimons z. Sinon si−1 provient de si en supprimant z, auquel cas nous
pouvons omettre si. Le même argument s’applique si nous allons de si à si−1
en supprimant un zéro.

Supposons que nous allions de si à si+1, et de si à si−1, en appliquant (iii).
Dépendant du nombre de positions distinctes de si qui sont concernées, nous
pouvons décrire les différents cas comme suit

si−1 si si+1
(a+ b) (a, b) (a+ b)

(a+ b, c) (a, b, c) (a, b+ c)
(a+ b, c, d) (a, b, c, d) (a, b, c+ d)

Dans le premier cas nous pouvons omettre si et si+1. Dans le second cas, nous
pouvons remplacer si par (a+b+c), et dans le troisième nous pouvons remplacer
si par (a+ b, c+ d).

Deux suites de F sont additionnées en les concaténant, la multiplication
scalaire est faite coordonnée par coordonnée, et la suite vide sert d’élément neutre.
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Vu la relation d’égalité nous pouvons de manière sûre et sans ambigüité écrire
un élément (a1, a2, . . . , an) de F comme une somme formelle a1 + a2 + · · ·+ an.

En identifiant le module Ai avec { (a) : a ∈ Ai}, nous voyons que F est
somme directe interne des Ai ; la vérification de cette affirmation téméraire est
laissée en exercice 5.

Si I est discret et si (a1, . . . , an) ∈ F , nous pouvons supposer que am ∈ Aim
avec im 6= im′ si m 6= m′, et nous pouvons identifier F avec l’ensemble des
éléments de

∏
i∈I Ai qui ont un support fini, comme précédemment.

Si chaque Ai est un même module M et si I est un ensemble d’indices
arbitraire, nous notons la somme directe externe par M (I).

Le théorème suivant dit qu’une somme directe interne (et donc aussi la
somme directe externe que nous avons identifiée à une somme directe interne)
est un coproduit catégorique.

Théorème 4.2. Si M =
⊕

i∈I Ai et si fi : Ai → N est une famille d’applica-
tions R-linéaires, alors il y a une unique application R-linéaire f de M vers N
telle que f = fi sur Ai pour tout i ∈ I.

Démonstration. Si x ∈ M =
∑
i∈I Ai, alors x =

∑n
m=1 aim , avec aim ∈ Aim .

Par suite f(x) doit être égal à
∑n
m=1 fim(aim), et donc f est unique. Si nous

définissons f(x) comme égal à
∑n
m=1 fim(aim), nous devons montrer que f(x)

est bien défini ; il suffit de montrer que si x = 0, alors f(x) = 0. Supposons que
x =

∑n
m=1 aim = 0. Comme les Ai sont indépendants, ou bien aim = 0 pour

chaque m, ou bien il y a un m 6= m′ tel que im = im′ . Dans le dernier cas, nous
pouvons additionner aim et aim′ dans Aim , et par suite f(x) = 0 pas récurrence
sur n. On vérifie facilement que f est une application R-linéaire.

Un R-module F est libre sur une famille d’éléments {xi}i∈I de F si pour
chaque fonction f qui envoie I dans le R-moduleM , il y a une unique application
R-linéaire f∗ de F vers M telle que f∗(xi) = f(i). Nous disons que {xi}i∈I est
une base pour F . L’unicité de f∗ implique que des modules libres sur {xi}i∈I
et sur {yi}i∈I sont isomorphes pour un isomorphisme qui envoie xi sur yi, de
sorte que des modules libres dont les bases ont le même ensemble d’indices sont
essentiellement les mêmes. Si F =

⊕
i∈I Rxi et si la fonction de R vers Rxi qui

envoie r sur rxi est un isomorphisme pour chaque i ∈ I, le théorème 4.2 montre
que F est libre sur {xi}i∈I . Si R est un anneau non trivial, alors xi 6= 0 pour
chaque i ∈ I, de sorte que si xi = xj , alors i = j ; ainsi les éléments xi de la
base sont en correspondance bijective avec les éléments i de I. Ainsi lorsque
nous nous restreignons aux anneaux non triviaux, nous pourrons définir une
base comme un ensemble plutôt que comme une famille. Si R est un anneau
trivial, alors toute famille d’éléments de n’importe quel R-module M est une
base pour M .

Soit I un ensemble discret, et pour chaque i ∈ I soit δi ∈ R(I) tel que δi(i) = 1
et δi(j) = 0 pour j 6= i. Alors R(I) est libre sur {δi}i∈I . Pareillement, supposons
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que I est un ensemble d’indices arbitraire, et que {Ri}i∈I est une famille telle
que chaque Ri est une copie de R. Si pour chaque i ∈ I nous définissons xi
comme la suite de longueur 1 dont l’élément est le neutre multiplicatif de Ri,
alors R(I) est libre sur {xi}i∈I . Par abus de langage nous dirons que R(I) est le
module libre sur I.

Si I = {1, . . . , n}, alors nous écrivons Rn au lieu de R(I). Un module M
possède une base de n éléments si, et seulement si, il est isomorphe à Rn, auquel
cas nous disons que M est un module libre de rang n. Dans la section 6 nous
verrons que pour un anneau commutatif non trivial R, le rang de M est un
invariant. L’exercice 3 donne un exemple d’un anneau non commutatif non
trivial R tel que les R-modules à gauche R et R2 sont isomorphes.

Un R-module M est de type fini s’il existe une application R-linéaire sur-
jective de Rn sur M pour un n strictement positif ; c’est-à-dire s’il existe des
éléments x1, . . . , xn deM tels que tout élément de M peut s’écrire sous la forme∑n
i=1 rixi. Un R-module M est cyclique s’il existe une application R-linéaire

surjective de R sur M ; c’est-à-dire s’il existe un x ∈ M tel que tout élément
de M est un multiple scalaire de x.

Théorème 4.3. Soit R un sous-anneau d’un anneau E. Si M est un E-module
de type fini (libre de rang n) et si E est un R-module de type fini (libre de rang
m), alors M est un R-module de type fini (libre de rang mn).

Démonstration. Soient ϕ : Rm → E un épimorphisme (isomorphisme) de R-
modules et ψ : En → M un épimorphisme (isomorphisme) de E-modules.
Alors ϕn : Rmn → En est un épimorphisme (isomorphisme) de R-modules,
et ψϕn : Rmn →M est un épimorphisme (isomorphisme) de R-modules.

Un R-module P est dit projectif si pour toute application R-linéaire g
d’un R-module A sur un R-module B, et toute application R-linéaire f de P
vers B, il existe une application R-linéaire h : P → A telle que gh = f . Les
modules libres de rang fini sont projectifs : si x1, . . . , xn est une base de P ,
alors il existe a1, . . . , an ∈ A tels que g(ai) = f(xi) pour chaque i, et on a une
application R-linéaire h telle que h(xi) = ai pour chaque i ; les applications
R-linéaires gh et f sont égales parce qu’elles coïncident sur la base.

Soit M un R-module de type fini. Si π est un épimorphisme d’un R-module
libre de rang fini F sur M , de noyau K, alors M est isomorphe à F/K. Le
théorème suivant montre ce qu’il advient lorsque nous obtenons la même chose
pour d’autres couples (F, π) ; le résultat ressemble à la règle pour déterminer
quand deux fractions sont égales.

Théorème 4.4 (l’astuce de Schanuel). Soient M un R-module, P1 et P2 des R-
modules projectifs, et πi une application R-linéaire de Pi sur M (i = 1, 2). Si
Ki est le noyau de πi, alors K1 ⊕ P2 est isomorphe à K2 ⊕ P1.
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Démonstration. Comme les modules Pi sont projectifs, nous avons des appli-
cations R-linéaires ϕ1 : P2 → P1 et ϕ2 : P1 → P2 qui vérifient π1ϕ1 = π2 et
π2ϕ2 = π1. Considérons l’application R-linéaire de K1 ⊕ P2 vers K2 ⊕ P1 qui
envoie (k1, p2) sur (k2, p1) où

k2 = p2 − ϕ2(k1 + ϕ1p2), p1 = k1 + ϕ1p2

et l’application R-linéaire de K2⊕P1 vers K1⊕P2 qui envoie (k2, p1) sur (k1, p2)
où

k1 = p1 − ϕ1(k2 + ϕ2p1), p2 = k1 + ϕ2p1

On vérifie facilement que ces applications R-linéaires sont inverses l’un de
l’autre.

Un élément e d’un anneau est idempotent si e2 = e. Un sous-module A
de M est un facteur direct de M s’il existe un sous-module B de M , appelé un
supplémentaire de A dans M , tel que M = A ⊕ B. Les sous-modules 0 et M
de M sont toujours facteurs directs supplémentaires l’un de l’autre.

Théorème 4.5. Soit A un sous-module d’un R-module M . Alors A est un
facteur direct de M si, et seulement si, il y a un endomorphisme idempotent e
deM tel que A = eM . Dans ce cas le sous-module (1−e)M et un supplémentaire
de A.

Démonstration. Supposons que M = A⊕B. Si x ∈M , nous pouvons écrire x
de manière unique sous la forme a+ b pour un a ∈ A et un b ∈ B. On définit
un endomorphisme e de M en posant e(x) = a. On voit facilement que e est
idempotent et que eM = A.

Inversement, supposons que e est un endomorphisme idempotent deM et que
A = eM . Posons B = (1−e)M . Comme x = ex+(1−e)x, nous avons A+B = M .
Si x ∈ A∩B, alors x = (1− e)y et x = ez. Donc ex = e(1− e)y = (e− e2)y = 0
et ex = e2z = ez = x, de sorte que x = 0. Ainsi A ∩B = 0.

L’idempotent e dans le théorème 4.5 est appelé la projection de M sur A
(parallèlement à B).

Exercices

1. L’anneau opposé Rop d’un anneau R est formé avec le groupe additif R et
la multiplication ab ∈ Rop définie comme le produit ba de R. Montrer que
tout R-module à gauche est un Rop-module à droite de manière naturelle.
Si R est un anneau commutatif, l’anneau opposé est isomorphe à R, donc
tout R-module à gauche est aussi un R-module à droite, et il n’est pas
nécessaire de distinguer entre R-modules à gauche et à droite.
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2. Soit R un anneau et soit M un R-module. Montrer qu’il existe un
homomorphisme surjectif d’un R-module libre sur M.

3. Soient A et B des espaces vectoriels sur un corps discret k, chacun avec
une base dénombrable infinie. Soit V = A ⊕ B et soit R l’anneau des
endomorphismes de V . Construire un x ∈ R tel que xA = 0 et x : B → V
est un isomorphisme, et un y ∈ R tel que yB = 0 et y : A → V est un
isomorphisme. Montrer que Rx ' Ry ' R comme R-modules, et que
R = Rx⊕Ry. Que nous dit cet exercice ?

4. SoientM un R-module et {Ai}i∈I une famille de R-modules. Soit {fi}i∈I
une famille d’homomorphismes de R-modules telle que fi envoie M dans
Ai. Soit πi la projection de

∏
i∈I Ai vers Ai. Montrer qu’il existe une

unique application R-linéaire f de M vers
∏
i∈I Ai telle que πif = fi

pour chaque i ∈ I.
5. Soit F la somme directe externe de la famille {Ai}i∈I , pour un ensemble

d’indices arbitraire I. Montrer que l’homomorphisme de Ai vers F défini
en envoyant a ∈ Ai sur la suite (a) définie avant le lemme 4.1 est un
monomorphisme. Montrer que si nous identifions Ai avec son image par
ce monomorphisme, alors F =

⊕
i∈I Ai.

6. Un facteur n’est pas nécessairement facteur direct. Soit a une suite
binaire fugitive, et soit S = {0, s, 2s, t, 2t} avec
— s = t et 2s = 2t si an = 1 pour un entier pair n,
— s = 2t et 2s = t si an = 1 pour un entier impair n.
Soit I = {x, y} avec x = y si an = 1 pour un n. Enfin soient Ax =
{0, s, 2s} et Ay = {0, t, 2t} avec leurs structures évidentes de groupes à
trois éléments. Montrer que l’on obtient ainsi un exemple brouwerien
(LLPO) avec Ax qui n’est pas facteur direct dans

⊕
i∈I Ai.

7. Soient {Ai}i∈I une famille de modules et fi : Ai → A une famille d’isomor-
phismes. Montrer que le noyau de l’homomorphisme f :

⊕
i∈I Ai → A

induit par les isomorphismes fi est un supplémentaire de chaque sous-
module Ai.

8. Montrer que A⊕B est projectif si, et seulement si, A et B sont projectifs.
Construire un module projectif à deux éléments sur l’anneau Z/(6).

9. Montrer qu’un module libre sur un ensemble projectif (voir l’exercice
I.3.4) est projectif. Quel est le module libre sur un ensemble vide ?

10. Les modules libres ne sont pas nécessairement projectifs. Construire un
exemple brouwerien pour une application R-linéaire α depuis un module
F1 libre de rang 2 sur un module libre F2 tel qu’il n’y a pas d’application
R-linéaire ϕ de F2 vers F1 avec αϕ égal à l’application identique sur F1.
Suggestion : soient F2 et F1 des k-modules libres sur les ensembles A et
B de l’exemple 3.1, où k est l’anneau des entiers modulo 2.
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11. Montrer que si les modules libres sur des bases discrètes sont projectifs,
alors l’axiome du choix le plus simple du monde est valide.

12. Soient I un ensemble discret et ϕ un homomorphisme non trivial de
Z-modules, de Z(I) vers Z. Montrer que kerϕ est un facteur direct de Z(I)

si, et seulement si, imϕ est cyclique. Construire un exemple brouwerien
d’un homomorphisme ϕ (pas nécessairement non trivial) tel que kerϕ
est facteur direct mais imϕ n’est pas cyclique.

5 Anneaux de polynômes
Si M est un monoïde et R un anneau, notons R(M) le R-module libre sur

l’ensemble M . Nous pouvons voir les éléments de R(M) comme des sommes
formelles finies r1m1 + · · ·+ rnmn avec les mi ∈M et les ri ∈ R. Définissons le
produit de deux éléments de R(M) par(∑n

i=1
rimi

)(∑n′

j=1
r′jm

′
j

)
=
∑n

i=1

∑n′

j=1
(rir′j)(mim

′
j).

Le produitmim
′
j est le produit dans le monoïdeM , tandis que rir′j est le produit

dans l’anneau R. Cela fait de R(M) un anneau, que l’on appelle la R-algèbre du
monoïde M 1, avec pour élément neutre multiplicatif 1 = 1R1M . Si M est un
groupe, alors R(M) est la R-algèbre du groupe M 2. La fonction qui envoie r
sur r1 est un isomorphisme de R sur un sous-anneau de R(M), et nous pouvons
voir R comme un sous-ensemble de R(M) défini par cette immersion, autrement
dit, l’élément r1 sera noté r et 1 sera identifié à 1R.

Soit M le monoïde libre sur l’ensemble à un élément {X}. Alors

R(M) = { r0 + r1X + · · ·+ rnX
n : ri ∈ R et n ∈ ω }.

L’élément X est appelé une indéterminée et les éléments de R(M) sont appelés
des polynômes. L’algèbre R(M) est notée R[X] et on l’appelle l’anneau de
polynômes 3 en (l’indéterminée) X (sur R).

L’anneau des polynômes en n indéterminées, R[X1, . . . , Xn] est défini de
manière inductive comme R[X1, . . . , Xn−1][Xn]. Un élément de R[X1, . . . , Xn]
écrit sous la forme Xe1

1 · · ·Xen
n est appelé un monôme de degré

∑n
i=1 ei. Si

l’anneau R est discret, alors le degré (total) d’un polynôme non nul f ∈
R[X1, . . . , Xn] est le maximum des degrés des monômes qui apparaissent dans f
avec un coefficient non nul. L’anneau R[X1, . . . , Xn] est le R-module libre sur
l’ensemble des monômes ; en fait, les monômes forment un monoïde commutatif,
et R[X1, . . . , Xn] est la R-algèbre de ce monoïde.

1. NdT. Monoid ring.
2. NdT. Group ring.
3. NdT. Polynomial ring.
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Si R est un sous-anneau d’un anneau commutatif S, un polynôme f ∈
R[X1, . . . , Xn] définit une fonction de Sn vers S : si a1, . . . , an sont des éléments
de S, nous définissons f(a1, . . . , an) comme le résultat de la substitution des ai
aux Xi dans l’expression formelle de f , et en interprétant les opérations for-
melles dans R[X1, . . . , Xn] comme des opérations dans S. Nous demandons la
commutativité parce que les indéterminées commutent les unes avec les autres
ainsi qu’avec les éléments de R. Comme les ai commutent entre eux, ainsi
qu’avec les éléments de R, la fonction qui envoie f sur f(a1, . . . , an) est un
homomorphisme d’anneaux.

Pour n ∈ N, un polynôme f ∈ R[X] qui peut être écrit sous la forme∑n−1
i=0 riX

i est dit être de degré au plus n− 1, ce que l’on écrit deg f 6 n− 1,
ou deg f < n. Un polynôme est nul si, et seulement si, il a un degré au plus −1.
Si deg f 6 d et si rd = 1, nous disons que f est unitaire. Notez que ces définitions
ne font pas référence à une inégalité sur R. Si ri 6= 0 pour un i > d, nous disons
que f est de degré au moins d, ce que l’on écrit deg f > d. Si deg f 6 d et
deg f > d, nous disons que f est de degré d, et l’on écrit deg f = d ; dans ce cas
nous disons que rd est le coefficient dominant de f . Si R n’est pas discret, alors
f n’a pas nécessairement un degré, même s’il a un coefficient non nul.

Si f et g sont des polynômes, nous écrivons deg f 6 deg g si deg g <
n implique deg f < n pour tout n ∈ N ; et nous écrivons deg f < deg g si
deg g < n+ 1 implique deg f < n pour tout n ∈ N. Notez que si g = Xn +
rn−1X

n−1 + · · ·+r0, alors deg f 6 deg g si, et seulement si, deg f 6 n, y compris
si l’anneau est trivial.

Théorème 5.1. Soient k un corps et f, g ∈ k[X]. Si deg f = m et deg g = n,
alors deg fg = m+ n.

Démonstration. Soient a le coefficient dominant de f et b le coefficient dominant
de g. Alors ab est le coefficient dominant de fg, et deg fg = deg f + deg g.

Théorème 5.2 (algorithme de division). Soit R un anneau commutatif et
soient f, g ∈ R[X] des polynômes tels que deg f 6 m et deg g 6 n 6 m + 1.
Soit a le coefficient de Xn dans g. Il existe des polynômes q, r ∈ R[X] tels que
am−n+1f = qg + r et deg r 6 n− 1.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur m − n. Si m − n = −1,
on prend q = 0 et r = f . Si m − n > 0 et f = b0 + b1X + · · · + bmX

m,
posons f1 = af − bmX

m−ng. Alors deg f1 6 m − 1, donc par récurrence
am−nf1 = q1g + r pour un couple (q1, r) de R[X] avec deg r 6 n − 1. Ainsi
am−n+1f = (q1 + am−nbmX

m−n)g + r.

Si le diviseur g est unitaire, ce que l’on peut supposer lorsque R est un corps
discret, l’algorithme de division a une forme beaucoup plus agréable.
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Corolaire 5.3. Soient f, g ∈ R[X] des polynômes sur un anneau commutatif R
avec g unitaire. Alors il y a un unique couple (q, r) de R[X] tel que f = qg + r
et deg r < deg g.

Démonstration. Par le théorème 5.2 on a q et r ∈ R[X], avec deg r < deg g, tel
que f = qg + r. Pour démontrer l’unicité, on suppose que f = q1g + r1 avec
deg r1 < deg g. Alors (q − q1)g = r1 − r et deg(r1 − r) < deg g, donc q − q1 = 0
parce que g est unitaire (par récurrence sur l’entier n tel que deg(q − q1) 6 n),
et ainsi r1 − r = 0.

Corolaire 5.4 (théorème du reste 1). Soient f ∈ R[X] un polynôme sur un
anneau commutatif R, et a un élément de R. Alors il existe un unique q ∈ R[X]
tel que f(X) = q(X)(X − a) + f(a).

Démonstration. Par le théorème 5.2 il existe q ∈ R[X] et r ∈ R uniques tels
que f(X) = q(X)(X − a) + r. Mais alors f(a) = q(a)(a− a) + r = r.

Sur un corps donné, nous pouvons construire un polynôme de degré au
plus n qui prend des valeurs prescrites en n+ 1 points distincts. Le théorème
du reste montre que ce polynôme est unique, de sorte qu’un polynôme de degré
au plus n ne peut pas avoir n+ 1 racines distinctes. Ceci est l’un des quelques
résultats dans la théorie générale des corps (comme opposés aux corps discrets
ou aux corps de Heyting).

Théorème 5.5 (interpolation unique). Soient a0, . . . , an des éléments deux à
deux distincts dans un corps k, et soient n+ 1 éléments v0, . . . , vn de k. Alors il
existe un unique polynôme f ∈ k[X] de degré au plus n tel que f(ai) = vi pour
chaque i.

Démonstration. Nous démontrons l’existence par récurrence sur n. Si n = 0,
prenons f = v0. Si n > 0, alors par hypothèse de récurrence, on a un polynôme g
de degré au plus n − 1 tel que g(ai) = (vi − v0)/(ai − a0) pour 1 6 i 6 n.
Prenons f(X) = (X − a0)g(X) + v0.

Pour démontrer l’unicité, il suffit de montrer que si f est un polynôme de
degré au plus n et si f(ai) = 0 pour chaque i, alors f = 0. Nous procédons
par récurrence sur n. Si n = 0, alors f est une constante, donc f = 0 parce
que f(a0) = 0. Supposons n > 1. Par le théorème du reste, nous pouvons
écrire f(X) = (X − an)g(X), où deg g 6 n− 1. Comme aj 6= an pour j < n et
comme k est un corps, nous obtenons que g(aj) = 0 pour j < n, donc g = 0
par récurrence. Par suite f = 0.

1. NdT. Remainder theorem.
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La démonstration du théorème 5.5 donne une construction par récurrence
des coefficients λi de la formule d’interpolation de Newton

f = λ0 + λ1(X − a0) + λ2(X − a0)(X − a1)+
· · ·+ λn(X − a0)(X − a1) · · · (X − an−1).

Pour la formule d’interpolation de Lagrange, voir l’exercice 5.
Nous établissons l’algorithme d’Euclide pour les anneaux commutatifs dis-

crets avec unités détachables, plutôt que seulement pour les corps discrets.
L’algorithme construit le facteur commun recherché ou une non-unité non nulle.
Une application typique est avec l’anneau k[X]/(f), où k est un corps discret :
la construction d’une non-unité non nulle donne une factorisation de f.
Théorème 5.6 (algorithme d’Euclide 1). Soient R un anneau commutatif
discret avec unités détachables et I un idéal de type fini de R[X]. Ou bien
l’idéal I est principal, ou bien il existe un élément de R non inversible et non
nul.
Démonstration. Ou bien I = 0, et alors I est principal, ou bien il y a un n ∈ N
et un polynôme non nul f ∈ I de degré deg f = n. Nous pouvons supposer
que f est unitaire (sinon nous avons une non-unité non nulle) et nous procédons
par récurrence sur n. Si n = 0, alors f = 1, et donc I = k[X] = (f). Si n > 0,
alors chaque générateur g de I peut s’écrire comme g = qf + r avec deg r < n.
Notons que r ∈ I. Ou bien chaque r est nul, ou bien l’un des r est 6= 0. Si
chaque r est nul, alors I = (f). Si un r est 6= 0, alors nous avons un polynôme
non nul dans I de degré < n, et nous terminons par récurrence.

Si c = ab dans un anneau commutatif, alors nous disons que a divise c ; si a
divise c nous disons que a est un diviseur, ou un facteur, de c.
Corolaire 5.7. Soient k un corps discret et a, b ∈ k[X]. Alors il existe s, t ∈
k[X] tels que sa+ tb divise a et b. Par suite sa+ tb est le plus grand commun
diviseur de a et b au sens où tout diviseur commun de a et b divise sa+ tb.

Démonstration. Soit I l’idéal de k[X] engendré par a et b. Comme k est un
corps discret, le théorème 5.6 dit que I est principal ; autrement dit il existe s
et t tels que sa+ tb divise a et b.

Nous disons que deux éléments a et b dans un anneau commutatif sont
étrangers 2 ou fortement premiers entre eux s’il existe des éléments s et t tels
que sa + tb = 1. Ainsi le corolaire 5.7 implique que si deux polynômes sur
un corps discret n’ont pas de facteur commun de degré strictement positif, ils
sont étrangers. On voit facilement que si a et b sont étrangers et si a et c sont
étrangers, alors a et bc sont étrangers (multiplier les deux équations).

1. NdT. L’algorithme d’Euclide est presque toujours utilisé sous la forme du corollaire 5.7,
pour le cas où R est un corps discret. Voir cependant la démonstration du lemme IX.3.5.

2. NdT. Strongly relatively prime.
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Exercices

1. Soient R et S des anneaux commutatifs, ϕ un homomorphisme d’anneaux
de R vers S, et s1, . . . , sn des éléments de S. Montrer que ϕ admet une
unique extension en un homomorphisme de R[X1, . . . , Xn] vers S qui
envoie Xi sur si.

2. Un anneau intègre avec relation de séparation (étroite) est un anneau
intègre dont l’inégalité est une relation de séparation (étroite). Montrer
que le corps de fractions d’un anneau intègre avec relation de séparation
étroite est un corps de Heyting. Soient f et g des polynômes sur un
anneau intègre avec relation de séparation R. Montrer que si deg f > i
et deg g > j, alors deg fg > i+ j. Utiliser ce résultat pour montrer que
si R est un anneau intègre avec relation de séparation (étroite), alors il
en va de même pour R[X].

3. Soit R un anneau. L’anneau des séries formelles 1 R[[X]] est défini comme
l’ensemble des suites {an} dans R, écrites sous la forme

a0 + a1X + a2X
2 + · · · ,

avec l’addition et la multiplication suggérées par la notation. Montrer
que si R est un anneau intègre avec relation de séparation, il en va de
même pour R[[X]].
Idée. Supposez que R est un anneau intègre avec relation de séparation
et que fg = h ∈ R[[X]] avec

f = f0 + f1X + · · · ,
g = g0 + g1X + · · · ,
h = h0 + h1X + · · · .

Supposez que fi 6= 0 et gj 6= 0 pour un i, j ; montrez que hk 6= 0 pour un
k 6 i+ j.

4. Interpolation de Lagrange. Montrer que le polynôme suivant satisfait le
théorème 5.5.

f(X) =
∑n

i=0
vi
∏

j 6=i

X − αj
αi − αj

.

5. Soit k un corps de Heyting et soit f ∈ k[X] un polynôme non nul de
degré au plus m. Montrer que si a0, a1, . . . , am sont des éléments distincts
de k, alors il existe un i tel que f(ai) 6= 0.

6. Soit k un corps de Heyting et soit f ∈ k[X1, . . . , Xn] un polynôme non
nul de degré au plus m en chaque variable séparément. Montrer que
si k contient m + 1 éléments distincts, alors f(a1, . . . , an) 6= 0 pour
des ai ∈ R.

1. NdT. Formal power series ring.
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7. Soit k un corps discret. Montrer que tout idéal premier propre non nul
de k[X] est maximal.

8. Soit f un polynôme non nul sur un corps discret k et soit a ∈ k. Montrer
qu’il existe un unique entier naturel n et un unique polynôme u ∈ k[X]
tels que f(X) = (X − a)nu(X) et u(a) 6= 0. Si n = 1, a est appelé une
racine simple de f ; si n > 1, a est appelé une racine de multiplicité n.

9. Donner un polynôme de degré 2 sur l’anneau des entiers modulo 6 avec 3
racines distinctes. Faire la même chose pour les quaternions rationnels.

10. Donner un contre-exemple brouwerien pour l’affirmation selon laquelle
deg f 6 deg g ou deg g 6 deg f pour tous les polynômes f et g sur un
anneau commutatif.

6 Matrices et espaces vectoriels
Soit α une application R-linéaire depuis un R-module à droite libre N vers

un R-module à droite libreM . Si e1, . . . , en est une base pour N et f1, . . . , fm est
une base pour M , alors α détermine, et est déterminé par, la matrice A = {aij}
de format m× n telle que

α(ej) =
∑m

i=1
fiaij .

Si β est un homomorphisme d’un R-module libre L de base d1, . . . , d` vers N ,
alors nous obtenons une matrice B = {bjk} de format n× ` telle que

β(dk) =
∑n

j=1
ejbjk.

Ainsi

αβ(dk) = α
∑n

j=1
ejbjk =

∑n

j=1
α(ej)bjk =

∑n

j=1

∑m

i=1
fiaijbjk,

de sorte que la matrice qui correspond à αβ est la matrice produit AB, qui est
une matrice de formatm×` dont l’entrée ik est

∑n
j=1 aijbjk. Si nous considérons

les applications R-linéaires de N vers N , nous obtenons un isomorphisme
entre l’anneau ER(N) des endomorphismes du R-module à droite libre N et
l’anneau Matn(R) des matrices de format n× n sur l’anneau R. La matrice qui
correspond à l’endomorphisme identité est appelée une matrice identité et on
la note I.

Si e′1, . . . , e′n est une autre base pour N , et f ′1, . . . , f ′m est une autre base
pour M , notons σ et τ les automorphismes de N et M définis par σ(ej) = e′j ,
et τ(fi) = f ′i , et soient S et T les matrices de σ et τ par rapport aux anciennes
bases. Alors la matrice de α par rapport aux nouvelles bases est donnée par

α(e′j) = α(σej) = α
(∑

i
eisij

)
=
∑

i,k
fkakisij =

∑
i,k
τ−1(f ′k)akisij
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Ainsi τα(e′j) =
∑
ik f
′
kakisij , et donc la nouvelle matrice de τα est AS, et la

nouvelle matrice de α est T−1AS, où T−1 est la matrice de τ−1.

La i-ième ligne (ai1, . . . , ain) de A peut être considérée comme un élément
du R-module à gauche Rn. L’espace des lignes de A est le sous-module de Rn
engendré par les lignes de A. Une manipulation élémentaire de lignes 1 sur A
consiste à

(i) échanger deux lignes, ou
(ii) multiplier une ligne par une unité de R, ou
(iii) ajouter un multiple d’une ligne à une autre ligne.

La matrice qui est obtenue à partir d’une manipulation élémentaire de lignes
de A est la matrice de α par rapport à une autre base de M . Celle obtenue
en échangeant les lignes s et t de A est la matrice de α si nous échangeons
les éléments de base fs et ft. Celle obtenue en multipliant la ligne s de A par
l’unité u est la matrice de α si nous remplaçons l’élément de base fs par fsu−1.
Celle obtenue en ajoutant r fois la ligne s à la ligne t est la matrice de α si
nous remplaçons l’élément de base fs par fs − ftr. L’espace des lignes de A est
inchangé par les manipulations élémentaires de lignes.

La j-ième colonne (a1j , . . . , amj) de A peut être considérée comme un élément
du R-module à droite Rm. Une manipulation élémentaire de colonnes 2 sur A
consiste à

(i) échanger deux colonnes, ou
(ii) multiplier une colonne par une unité de R, ou
(iii) ajouter un multiple d’une colonne à une autre colonne.

La matrice qui est obtenue à partir d’une manipulation élémentaire de colonnes
de A est la matrice de α par rapport à une autre base de M . Celle obtenue
en échangeant les colonnes s et t de A est la matrice de α si nous échangeons
les éléments de base es et et. La matrice obtenue en multipliant (à droite) la
colonne s de A par l’unité u est la matrice de α si nous remplaçons l’élément
de base es par esu. Celle obtenue en ajoutant r fois la colonne s à la colonne t
est la matrice de α si nous remplaçons l’élément de base et par et + esr.

Une matrice élémentaire est une matrice obtenue en appliquant une ma-
nipulation élémentaire de lignes à une matrice identité. Si E est la matrice
obtenue en appliquant la manipulation élémentaire de lignes ρ à la matrice
identité, alors E peut être obtenue en appliquant une manipulation élémentaire
de colonnes ρ′ à la matrice identité. De plus, si A et B sont des matrices de
formats convenables, alors EA est obtenue en appliquant la manipulation ρ à A,
et BE est obtenue en appliquant la manipulation ρ′ à B.

1. NdT. Elementary row operation.
2. NdT. Elementary column operation.
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Une matrice avec exactement un 1 dans chaque ligne et chaque colonne et
tous les autres coefficients nuls est appelée une matrice de permutation, et c’est
un produit de matrices élémentaires.

On voit facilement qu’une matrice élémentaire a une inverse (à droite et à
gauche) qui est aussi élémentaire.

Si k est un anneau à division, alors un k-module est appelé un espace
vectoriel sur k. En mathématiques classiques tout espace vectoriel sur un
anneau à division est libre. Ce n’est plus le cas constructivement, même pour les
espaces vectoriels de type fini sur les corps discrets, comme le montre l’exemple
brouwerien suivant.

Exemple 6.1. Soit a une suite binaire, soit i2 = −1 et considérons la suite des
sous-corps

kn = { s+ tani : s, t ∈ Q }.

du corps des nombres de Gauss Q(i). Posons k =
⋃
kn. Alors k est un corps

discret, et Q(i) est un k-module discret engendré par les deux éléments 1 et i.
Mais nous ne pouvons pas construire une base de Q(i) sur k.

Si l’espace vectoriel V est un k-module libre de rang n, alors n est appelé la
dimension de V et on écrit n = dimk V , ou simplement dimV ; l’espace V est
alors appelé un espace vectoriel de dimension finie sur k. Le théorème suivant
montre, entre autres choses, que dimV est bien définie si k est discret.

Théorème 6.2. Soient V et W des espaces vectoriels sur un anneau à division
discret k, de dimensions respectives n et m, et soit T une application linéaire
de V vers W . Alors il existe des bases e1, . . . , en de V et f1, . . . , fm de W , et
un indice ` 6 n, tels que T (ei) = fi pour i 6 `, et T (ei) = 0 pour i > `.

Démonstration. Soit A = {aij} la matrice de T par rapport aux bases données
pour V et W . Par des manipulations élémentaires de lignes et de colonnes nous
pouvons faire que aij = 0 pour i 6= j, que aii ∈ {0, 1}, et que aii > ajj si i 6 j.
Et ceci revient à construire les nouvelles bases voulues pour V et W .

En prenant pour f l’application identique dans le théorème 6.2, nous voyons
que la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie est bien définie. Le
théorème 6.2 implique de manière immédiate que kerT et imT sont des facteurs
directs de dimension finie, et que dim kerT + dim imT = dimV.

La difficulté dans l’exemple 6.1 est que le k-sous-espace engendré par 1
n’est pas détachable : nous ne pouvons pas dire si i est ou n’est pas dans ce
sous-espace. Un facteur direct A d’un espace vectoriel discret est détachable
parce que x ∈ A si, et seulement si, la projection de x dans A est égale à x. Par
suite le corolaire suivant implique que les sous-espaces vectoriels de type fini
d’un espace vectoriel de dimension finie sont détachables.
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Corolaire 6.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un anneau
à division discret k. Soit W un sous-espace de type fini de V . Alors W est un
facteur direct de dimension finie de V.

Démonstration. Puisque W est de type fini, il existe un espace vectoriel de
dimension finie F sur k et une application linéaire T de F surW . Le théorème 6.2
montre que W est un facteur direct de dimension finie.

Corolaire 6.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un anneau à
division discret k. Alors l’intersection de deux sous-espaces de type fini de V
est un facteur direct de dimension finie.

Démonstration. Soient A et B des sous-espaces de type fini de V . Par le
corolaire 6.3 nous pouvons trouver un sous-espace C supplémentaire de B
dans V . La projection sur C, restreinte à A, est une application linéaire de
A vers C dont le noyau est A ∩ B. Par suite A ∩ B est un facteur direct de
dimension finie de V .

Soit V un espace vectoriel sur un anneau à division k. Nous disons que
v1, . . . , vn ∈ V sont (linéairement) dépendants si l’on a des ai ∈ k tels que∑
i aivi = 0 avec ai 6= 0 pour un i. Lorsque k et V sont discrets, nous disons

que v1, . . . , vn sont (linéairement) indépendants s’ils ne sont pas dépendants ;
on voit alors facilement que v1, . . . , vn forment une base de V si, et seulement
si, ils sont indépendants et engendrent V (k et V supposés discrets).

Corolaire 6.5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un anneau à
division discret k. Si v1, . . . , vn sont des éléments de V , alors ou bien v1, . . . , vn
sont dépendants, ou bien ils sont indépendants.

Démonstration. Considérons l’application linéaire T de kn vers V qui envoie la
base naturelle sur v1, . . . , vn. Le noyau de T est de dimension finie d’après le
théorème 6.2, et v1, . . . , vn sont dépendants si, et seulement si, le noyau de T
est non nul.

Théorème 6.6. Soient k ⊆ K des anneaux à division discrets tels que K soit
un espace vectoriel de dimension finie sur k, et soit V un espace vectoriel sur K.
Alors V est de dimension finie sur K si, et seulement si, V est de dimension
finie sur k, et dans ce cas on a dimk V = dimkK dimK E.

Démonstration. Si V est de dimension finie sur K, alors, d’après le théorème 4.3,
V est de dimension finie sur k, et la formule du produit pour les dimensions
s’applique. Inversement, supposons que V soit de dimension finie sur k et que
nous ayons construit un système x1, . . . , xm ∈ V qui est K-indépendant. Alors
Kx1 + · · ·+Kxm est un facteur direct de V en tant qu’espace vectoriel sur k,
ceci d’après le corolaire 6.3. Si Kx1 + · · · + Kxm = V , nous avons terminé ;
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sinon un élément de V qui n’appartient pas à Kx1 + · · ·+Kxm étend le système
K-indépendant x1, . . . , xm et nous terminons par récurrence sur la dimension
(sur k) d’un supplémentaire de Kx1 + · · ·+Kxm.

Dans le théorème 6.6 il est également vrai que si V est de dimension finie sur
k et sur K, et non nul, alors K est de dimension finie sur k. Nous n’aurons pas
besoin de ce résultat qui est une conséquence immédiate du théorème d’Azumaya
du chapitre suivant.

Exercices

1. Donner un exemple brouwerien pour un espace vectoriel V sur Q qui
contient deux sous-espaces de dimension finie dont l’intersection n’est pas
de dimension finie. (Suggestion : considérer l’espace vectoriel V = Q2/S
avec un sous-espace convenable S de Q2). Vous pouvez arranger les
choses pour que votre exemple soit discret.

2. Généraliser les corolaires 6.3 et 6.4 au cas où V est un module libre sur
un anneau à division discret k.

3. Montrer qu’une manipulation élémentaire de lignes de type (i) peut être
réalisée au moyen de manipulations élémentaires de lignes de types (ii)
et (iii).

4. Un anneau R est von-Neumann-régulier si pour chaque a ∈ R on a
un x ∈ R tel que axa = a. Montrer que l’anneau des matrices n × n
sur un anneau à division discret est von-Neumann-régulier. Montrer
qu’un anneau est von-Neumann-régulier si, et seulement si, tout idéal
principal à gauche est engendré par un idempotent.

7 Déterminants
Soit un anneau commutatif R et soit A = {aij} un élément de Matn(R). Le

déterminant de A est défini comme

détA =
∑

σ
sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n),

où σ parcourt le groupe Sn des permutations de {1, 2, . . . , n}.

Théorème 7.1. Soient A et B des matrices n× n sur un anneau commutatif.
(i) détA = détAt.
(ii) détA est une fonction linéaire de chaque ligne de A.
(iii) Si deux lignes sont égales, détA = 0.
(iv) détAB = détA détB.
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Démonstration. Pour vérifier le point (i) notez que si τ = σ−1, alors

détA =
∑

σ
sgn(σ)aτ(1)1 · · · aτ(n)n = détAt

car sgn(σ) = sgn(τ). Le point (ii) est clair d’après la définition de détA car
chaque terme dans la somme qui définit le déterminant contient exactement un
élément de la ligne i. Concernant le point (iii), si les lignes i et j de A sont égales
et si i 6= j, alors les permutations peuvent être rangées par paires {σ, σ · (i, j)}.
Les termes correspondant aux éléments de chaque paire dans la définition du
déterminant sont égaux au signe près, de sorte que leur somme est nulle, ce qui
établit le point (iii). Enfin considérons détAdétB =(∑

σ
sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n)

)
·
(∑

τ
sgn(τ)b1τ(1) · · · bnτ(n)

)
=∑

σ,τ
sgn(στ)a1σ(1) · · · anσ(n)b1τ(1) · · · bnτ(n) =∑

σ,τ
sgn(στ)a1σ(1)bσ(1)τσ(1) · · · anσ(n)bσ(n)τσ(n) =∑

σ

∑
π
sgn(π)a1σ(1)bσ(1)π(1) · · · anσ(n)bσ(n)π(n). (7.2)

Si σ est une fonction de {1, 2, . . . , n} vers {1, 2, . . . , n} plutôt qu’une permutation,
et si σ(i) = σ(j) pour i 6= j, alors∑

π
sgn(π)a1σ(1)bσ(1)π(1) · · · anσ(n)bσ(n)π(n) = 0

parce que pour chaque permutation π les termes dans la somme indexés par π
et par π · (i, j) ont pour somme 0. Par suite nous pouvons considérer que σ
parcourt toutes les fonctions de {1, 2, . . . , n} vers {1, 2, . . . , n} dans (7.2), et
ainsi

détA détB =
∑

π
sgn(π)

∏
i

∑
j
aijbjπ(i) = détAB.

Le cofacteur Aij de l’élément aij dans la matrice A est (−1)i+j fois le
déterminant de la matrice de Matn−1(R) obtenue en supprimant la ligne i et
la colonne j de A. On voit facilement d’après la définition de détA que, pour
chaque i,

ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin = détA,
ce qui explique le nom de cofacteur. D’après le théorème 7.1(iii), nous avons
aussi l’égalité

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0
lorsque i 6= j. Si nous définissons la matrice adjointe de A comme la matrice B
dont l’entrée ij est Aji, alors

AB = (détA)I = (détAt)I = (AtBt)t = BA. (7.3)
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Ainsi nous pouvons construire une inverse de la matrice A si nous pouvons
construire un inverse du déterminant détA.

Théorème 7.4. Soient R un anneau commutatif et A ∈ Matn(R). Alors A est
une unité de Matn(R) si, et seulement si, détA est une unité de R 1.

Démonstration. Si AB = I, alors (détA)(détB) = dét I = 1, et détA est une
unité de R. Inversement, si détA est une unité de R, alors (7.3) montre que A
est une unité de Matn(R).

Nous pouvons maintenant montrer que le rang d’un module libre de rang fini
sur un anneau commutatif non trivial est un invariant. En fait, nous démontrons
un peu mieux.

Théorème 7.5. Soit R un anneau commutatif. Soient m < n des entiers
strictement positifs et ϕ : Rm → Rn un épimorphisme de R-modules. Alors
R = 0.

Démonstration. On a une application R-linéaire ψ : Rn → Rm telle que ϕψ = 1.
On étend ϕ en une application linéaire depuis Rn = Rm ⊕ Rn−m en posant
ϕ(Rn−m) = 0 et l’on regarde ψ comme une application linéaire vers Rn. Comme
(détϕ)(détψ) = 1 et détϕ = 0, on a 1 = 0 dans R.

Lemme 7.6. Soient R un anneau commutatif, M un R-module, et une matrice
A ∈ Matn(R). Si U est une matrice de format n× 1 à coefficients dans M et si
AU = 0, alors (détA)U = 0.

Démonstration. Soit B la matrice adjointe de A. Alors BAU = 0, et donc
(détA)U = 0.

Si A ∈ Matn(R) avec R un anneau commutatif, XI−A est une matrice à
coefficients dans R[X]. Le déterminant de XI−A est appelé le polynôme carac-
téristique de A. Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme α d’un R-
module libre F de rang n est le polynôme caractéristique de la matrice de α
par rapport à une base de F . Le polynôme caractéristique de α est unitaire
de degré n. Si B est la matrice de α par rapport à une autre base de F , alors
B = S−1AS pour une matrice inversible S ∈ Matn(R). Par suite, le polynôme
caractéristique de B est le déterminant de XI− S−1AS = S−1(XI−A)S, qui
est égal au déterminant de XI−A, de sorte que le polynôme caractéristique de
α ne dépend pas de la base choisie de F . Le théorème de Cayley-Hamilton dit
que α annule son polynôme caractéristique.

1. NdT. En fait, la démonstration dit aussi que si la matrice est inversible à gauche, ou à
droite, elle est inversible.
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Théorème 7.7 (Cayley-Hamilton). Soient R un anneau commutatif et f(X)
le polynôme caractéristique d’un endomorphisme α d’un R-module F libre de
rang fini. Alors f(α) = 0.

Démonstration. Soit S le sous-anneau (commutatif) de l’anneau des endomor-
phismes de F engendré par α et R. Alors F est un S-module via la multiplication
dans F . Soit A = {aij} la matrice de α par rapport à une base u1, . . . , un de F ,
de sorte que

αuj =
∑

i
aijui.

Soit U = (u1, . . . , un)t et soit C = αI − A, qui est une matrice ∈ Matn(S).
Alors CtU = 0 et donc (détCt)U = 0 par le lemme 7.6. Par suite détCt = 0.
Or détCt = détC = f(α).

Exercices

1. Soit R un anneau commutatif et soit une application f : Matn(R)→ R
telle que
(i) f(A) est une fonction linéaire de chaque ligne de A ;
(ii) f(A) = 0 si deux lignes de A sont égales.
Montrer qu’il existe un r ∈ R tel que f(A) = r détA. Utiliser ce résultat
pour montrer que détAB = détA détB.

2. Soit M un module libre de rang n sur un anneau commutatif R et soit α
un endomorphisme de M . Si A et B ∈ Matn(R) sont des matrices de α
par rapport à des bases de M , montrer que détA = détB.

3. Une autre démonstration du théorème de Cayley-Hamilton.
(i) Montrer que Matn(R[X]) est isomorphe à Matn(R)[X] pour tout

anneau R.
(ii) Soient S un anneau non nécessairement commutatif, a ∈ S, et f, g ∈

S[X]. Montrer que si f(X) = g(X)(X−a), alors f(a) = 0. (Attention,
il n’est pas vrai que si f(X) = (X − a)g(X), alors f(a) = 0.)

(iii) Démontrer le théorème 7.7 en posant S = Matn(R) et en utilisant
(7.3) pour factoriser le polynôme caractéristique f(X) sous la forme
g(X)(X − a), vu comme un élément de S[X]. Enfin appliquer (ii).

4. On considère le déterminant détM de la matrice de Vandermonde

M =


1 X1 X2

1 · · · Xm−1
1

1 X2 X2
2 · · · Xm−1

2
...

...
...

...
1 Xm X2

m · · · Xm−1
m


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à coefficients dans l’anneau commutatif k[X1, . . . , Xm]. Montrer que

détM =
∏

i<j
(Xj −Xi).

Utiliser cette formule pour démontrer que si f = f0 + f1X + · · · +
fm−1X

m−1 6= 0 est un polynôme sur un corps de Heyting k, et si
a1, . . . , am sont des éléments deux à deux distincts de k, alors f(ai) 6= 0
pour un i.

8 Polynômes symétriques
Soient R un anneau commutatif et f ∈ R[X1, . . . , Xn] un polynôme à

coefficients dans R. Nous disons que f est invariant par une permutation π de
l’ensemble des indéterminées {X1, . . . , Xn} si

f(X1, . . . , Xn) = f(π(X1), . . . , π(Xn)).

Si f est invariant par toute permutation de ses indéterminées, nous disons que f
est un polynôme symétrique. Si nous considérons

f = (Y +X1)(Y +X2) · · · (Y +Xn)

comme un polynôme en les indéterminées Y,X1, . . . , Xn à coefficients dans R, il
est clair que f est invariant par toute permutation des indéterminées X1, . . . , Xn.
Donc si nous écrivons f comme un polynôme

Y n + σ1Y
n−1 + · · ·+ σn

en Y à coefficients dans R[X1, . . . , Xn], les coefficients σi sont des polynômes sy-
métriques de R[X1, . . . , Xn]. En développant f comme une somme de monômes,
nous trouvons

σ1 =
∑
i

Xi, σ2 =
∑
i<j

XiXj , σ3 =
∑
i<j<k

XiXjXk, . . . , σn = X1X2 · · ·Xn.

Les polynômes σ1, . . . , σn sont appelés les polynômes symétriques élémentaires
en n indéterminées.

Clairement tout polynôme dans le sous-anneau R[σ1, . . . , σn] de R[X1,
. . . , Xn] est symétrique ; le fait que chaque polynôme symétrique a une représen-
tation unique en tant qu’élément de R[σ1, . . . , σn] est le théorème fondamental
des polynômes symétriques.

Théorème 8.1. Soit f un polynôme symétrique de R[X1, . . . , Xn]. Alors il
existe un unique polynôme h ∈ R[Y1, . . . , Yn] tel que f = h(σ1, . . . , σn).
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Démonstration. Nous construisons h par récurrence sur n. En remplaçant R
par Z[r1, . . . , rm], où les ri sont les indéterminées qui correspondent aux coef-
ficients des monômes dans l’expression de f , nous pouvons supposer, afin de
construire h, que R est discret ; cette convention technique nous permet de
parler de degrés. Si n = 1, alors σ1 = X1 et tout polynôme est symétrique, de
sorte que nous pouvons choisir h = f(Y1). Si n > 1, considérons les polynômes
symétriques élémentaires τ1, . . . , τn−1 en les indéterminées X1, . . . , Xn−1. No-
tons que τ i = σi(X1, . . . , Xn−1, 0). Par récurrence nous pouvons construire
g ∈ R[Y1, . . . , Yn−1] tel que

f(X1, . . . , Xn−1, 0) = g(τ1, . . . , τn−1).

Nous pouvons supposer que g ne contient aucun monôme Y e1
1 · · ·Y

en−1
n−1 tel que∑n−1

i=1 iei soit supérieur au degré total de f(X1, . . . , Xn−1, 0). Alors le polynôme

f1 = f − g(σ1, . . . , σn−1)

est symétrique et f1(X1, . . . , Xn−1, 0) = 0. Donc f1 est divisible par Xn, et
par symétrie il est divisible par Xi pour chaque i. Ceci implique que f1 est
divisible par σn = X1X2 · · ·Xn, et nous pouvons écrire f1 = σnf2 où f2 est
symétrique et de plus petit degré que f1 et f . Par récurrence sur le degré de f
nous savons construire p ∈ R[Y1, . . . , Yn] tel que f2 = p(σ1, . . . , σn), et nous
posons h = Ynp+ g.

Pour montrer que h est unique, il suffit de montrer que si g(σ1, . . . , σn) = 0
pour un g ∈ R[Y1, . . . , Yn], alors g = 0. Nous procédons par récurrence sur n.
Le cas n = 1 est trivial, aussi nous pouvons supposer que n > 1 et écrire g =
gmY

m
n +gm−1Y

m−1
n +· · ·+g0 comme un polynôme en Yn ayant ses coefficients gi

dans R[Y1, . . . , Yn−1]. En substituant σi à Yi et en posant ensuite Xn = 0
nous obtenons g0(τ1, . . . , τn−1) = 0, où les τ i sont des polynômes symétriques
élémentaires en X1, . . . , Xn−1. Par récurrence sur n nous concluons que g0 = 0.
Alors g = Ynp pour un p ∈ R[Y1, . . . , Yn]. Puis, comme 0 = g(σ1, . . . , σn) =
σnp(σ1, . . . , σn), nous en déduisons que p(σ1, . . . , σn) = 0, et par récurrence sur
m que p = 0, et donc que g = 0.

Corolaire 8.2. Les polynômes symétriques élémentaires σ1, . . . , σn sont al-
gébriquement indépendants sur R ; c’est-à-dire, si g(σ1, . . . , σn) = 0, alors
g = 0.

L’anneau de polynômes R[X1, . . . , Xn] est un module sur le sous-anneau
R[σ1, . . . , σn] des polynômes symétriques. Nous montrons que c’est un module
libre de rang fini.

Lemme 8.3. Le sous-anneau R[σ1, . . . , σn, Xj , . . . , Xn] de R[X1, . . . , Xn] est
formé des polynômes qui sont invariants par toute permutation de X1, . . . , Xj−1.
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Démonstration. Soit S = R[Xj , . . . , Xn], et soient τ1, . . . , τ j−1 les polynômes
symétriques élémentaires en X1, . . . , Xj−1. Les polynômes de R[X1, . . . , Xn] =
S[X1, . . . , Xj−1] qui sont invariants par toute permutation de X1, . . . , Xj−1
constituent le sous-anneau S[τ1, . . . , τ j−1] d’après le théorème 8.1. On doit donc
montrer que S[σ1, . . . , σn] = S[τ1, . . . , τ j−1]. Comme chaque σi est invariant
par les permutations de X1, . . . , Xj−1, on a S[σ1, . . . , σn] ⊂ S[τ1, . . . , τ j−1].
Posons

f(Y ) = (Y +X1)(Y +X2) · · · (Y +Xn) et
g(Y ) = (Y +Xj)(Y +Xj+1) · · · (Y +Xn).

Les polynômes unitaires f et g sont des éléments de S[σ1, . . . , σn][Y ] et l’on a

f = gq où q = (Y +X1) · · · (Y +Xj−1) = Y j−1 + τ1Y
j−2 + · · ·+ τ j−1.

Par ailleurs, la division de f par g dans S[σ1, . . . , σn][Y ] donne f = gq1 + r1
avec deg(r1) < deg(g).
Donc on a degY (g(q1 − q)) < degY (g) dans R[X1, . . . , Xn][Y ], ce qui implique
q1 = q.
Ainsi q ∈ S[σ1, . . . , σn][Y ] et donc S[τ1, . . . , τ j−1] ⊂ S[σ1, . . . , σn].

Théorème 8.4. Les monômes Xi1
1 X

i2
2 · · ·Xin

n avec ik 6 k − 1 forment un
système libre de n! générateurs de R[X1, . . . , Xn] lorsque l’on voit cet anneau
comme un module sur R[σ1, . . . , σn].

Démonstration. Soit Rj = R[σ1, . . . , σn, Xj , . . . , Xn]. Nous allons montrer que
les éléments 1, Xj , X

2
j . . . , X

j−1
j forment une famille libre de générateurs de Rj

sur Rj+1. D’après le lemme 8.3, le polynôme fj(Y ) = (Y −X1)(Y −X2) · · · (Y −
Xj) a ses coefficients dans Rj+1. Le polynôme fj est unitaire de degré j, et
fj(Xj) = 0. Donc 1, Xj , X

2
j . . . , X

j−1
j engendrent Rj = Rj+1[Xj ] sur Rj+1. Il

reste à voir que 1, Xj , X
2
j . . . , X

j−1
j sont indépendants sur Rj+1. Supposons que

g(Xj) = 0 pour un g ∈ Rj+1[Y ] tel que deg g < j − 1. Comme g est invariant
par les permutations de X1, . . . Xj , nous avons g(Xi) = 0 si 1 6 i 6 j, de sorte
que g a j racines distinctes ; donc g = 0 car Xi −Xj est simplifiable d’après
l’unicité dans le théorème du reste.

Exercices

1. Soit K un corps discret et soient σ1, . . . , σn les polynômes symétriques
élémentaires de K[X1, . . . , Xn]. Montrer que l’ensemble des n! monômes
Xi1

1 X
i2
2 · · ·Xin

n avec ik 6 k − 1 forment une base du corps de fractions
de K[X1, . . . , Xn] en tant qu’espace vectoriel sur le corps de fractions de
K[σ1, . . . , σn].
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2. Montrer que l’algorithme suivant réécrit un polynôme symétrique donné
f comme un polynôme en les polynômes symétriques élémentaires. On
ordonne les monômes Xi1

1 X
i2
2 · · ·Xin

n lexicographiquement en posant

Xi1
1 X

i1
2 · · ·Xin

n 6 Xj1
1 X

j2
2 · · ·Xjn

n

si pour chaque k ou bien ik 6 jk ou bien il y a un m < k tel que im < jm.
Soit aXi1

1 X
i2
2 · · ·Xin

n le terme dominant de f par rapport à cet ordre
lexicographique. Montrer que ik > ik+1 pour k = 1, . . . , n−1. Retrancher

aσi1−i21 σi2−i32 · · ·σinn

de f . Montrer que la différence a un degré plus petit pour cet ordre
lexicographique. Remplacer f par la différence et recommencer.

3. Exprimer
∑n
i=1 X

3
i en termes des polynômes symétriques élémentaires

σ1, . . . , σn.

4. Soient R un anneau commutatif et E =
∏
i<j(Xi−Xj) ∈ R[X1, . . . , Xn].

(a) Montrer que le polynôme E est alternant, c’est-à-dire

E(πX1, . . . , πXn) = sgn(π)E(X1, . . . , Xn)

pour chaque permutation π, et que E2 est symétrique. Montrer que
si 2 est une unité de R, alors tout polynôme alternant est de la forme
fE où f est un polynôme symétrique.

(b) Montrer qu’il existe un polynôme d ∈ Z[Y1, . . . , Yn] tel que si∏n
i=1(X− ri) = Xn +a1X

n−1 + · · ·+an, où les ri et aj sont dans un
corpsK, alors les ri sont distincts si, et seulement si, d(a1, . . . , an) 6= 0
dans K.

(c) Montrer que E est invariant par les permutations paires des Xi.
Montrer que si 2 est une unité de R, alors R[E, σ1, . . . , σn] est l’anneau
de tous les polynômes invariants par les permutations paires des Xi.

9 Notes
Nous laissons ouverte la question de savoir ce que devrait être une inégalité

raisonnable sur un anneau à division. Pour qu’un anneau à division soit un
anneau à division au sens classique, l’inégalité doit être standard ; mais cette
requête est trop faible pour fournir des conséquences utiles. Beaucoup de corps
non discrets, comme les nombres réels ou les nombres complexes, sont des
corps de Heyting. Quoique les corps discrets soient aussi des corps de Heyting,
la tentation d’identifier la notion de corps avec celle de corps de Heyting est
amoindrie par l’existence de corps par négation naturels (les corps résiduels de
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valeurs absolues non archimédiennes) qui ont une inégalité ni cotransitive ni
étroite.

Lorsqu’un idéal P dans un anneau commutatif n’est pas détachable ce n’est
pas clair de déterminer ce que ce devrait être pour cet idéal d’être premier. Dans
l’anneau des nombres réels, l’idéal 0 n’est pas premier selon notre définition,
parce qu’il est possible de construire deux nombres réels dont le produit est nul
et pour lesquels nous ne pouvons pas dire lequel est nul. En effet, LLPO est
équivalent à l’affirmation à propos de nombres réels que si ab = 0, alors a = 0
ou b = 0 (exercice 3.5). Dans les anneaux avec une notion d’inégalité positive,
comme les nombres réels, il est naturel de définir un idéal premier comme un
idéal tel que chaque fois que a, b /∈ P , alors ab /∈ P . Notre définition d’un idéal
premier a le mérite de ne pas se référer à l’inégalité.

Comme P est un idéal premier si, et seulement si, P est le noyau d’un
homomorphisme dans un corps par négation, il est naturel de définir un idéal
maximal comme le noyau d’un homomorphisme sur un corps par négation. Il
peut y avoir une meilleure définition mais nous ne le saurons pas tant que nous
n’aurons pas trouvé une théorie intéressante concernant les idéaux maximaux
non détachables.

Les modules libres sur des ensembles non discrets ne sont pas juste des
curiosités. Ils sont utilisés par exemple pour construire les groupes d’homologie
singulière et pour construire les produits tensoriels de modules arbitraires.
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1 Idéaux quasi-réguliers et radical de Jacobson
Un élément r d’un anneau R est appelé quasi-régulier à droite si 1 − r a

un inverse à droite, quasi-régulier à gauche s’il a un inverse à gauche. Si r
est à la fois quasi-régulier à droite et à gauche, nous disons que r est quasi-
régulier. Un élément r ∈ R est nilpotent si rn = 0 pour un entier strictement
positif n ; nous disons que R est sans élément nilpotent ou réduit si tout élément
nilpotent est nul. Notez que si rn = 0 et si s = 1 + r + r2 + · · ·+ rn−1, alors
(1−r)s = s(1−r) = 1, donc tout élément nilpotent est quasi-régulier. Un idéal à
gauche L de R est appelé quasi-régulier si tout élément de L est quasi-régulier à
gauche.

Théorème 1.1. Soit L un idéal quasi-régulier à gauche. Alors tout élément de
L est quasi-régulier.

Démonstration. Si r ∈ L, alors s(1− r) = 1 pour un s ∈ R. Comme −sr ∈ L,
l’élément s = 1 + sr a un inverse à gauche t. Donc 1 − r = ts(1 − r) = t,
et (1− r)s = ts = 1.

Lemme 1.2. Si ab est quasi-régulier à gauche (à droite), alors il en va de même
pour ba.

77
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Démonstration. Si c(1−ab) = 1, alors (1+bca)(1−ba) = 1−ba+bc(1−ab)a = 1.
Si (1− ab)c = 1, alors (1− ba)(1 + bca) = 1.

Théorème 1.3. L’ensemble des éléments r tels que Rr est un idéal à gauche
quasi-régulier est un idéal bilatère.

Démonstration. Vu le lemme 1.2, il suffit de montrer que si Ra et Rb sont quasi-
réguliers, alors il en va de même pour a+ b. Prendre un s tel que s(1− a) = 1
et un t tel que t(1− sb) = 1. Alors ts(1− (a+ b)) = 1.

L’idéal du théorème 1.3 est appelé le radical de Jacobson de R.

Lemme 1.4 (Nakayama). Soient M un R-module à gauche de type fini et L
un idéal à gauche quasi-régulier de R. Si LM = M , alors M = 0.

Démonstration. Soit x1, . . . , xn un système générateur de M . Alors x1 ∈ LM ,
et nous pouvons écrire x1 = a1x1 + · · · + anxn avec chaque ai dans L. Mais
1 − a1 est inversible à gauche. Ainsi x1 = (1 − a1)−1(a2x2 + · · · + anxn), et
donc M est engendré par x2, . . . , xn. Nous terminons par récurrence sur n.

Exercices

1. Utilisez l’identité dans la démonstration du lemme 1.2, avec a = 1, pour
montrer que si un élément d’un anneau possède un unique inverse à
gauche alors il possède un inverse à droite [Rudin 1985].

2. Montrer que les anneaux suivants ont leur radical de Jacobson réduit à 0.
(i) L’anneau des entiers Z.
(ii) Tout anneau à division discret.
(iii) L’anneau de polynômes R[X] pour un anneau intègre discret R.
(iv) Un anneau von-Neumann-régulier (voir l’exercice II.6.4).

3. Déterminer le radical de Jacobson du sous-anneau de Q formé par
les nombres rationnels qui peuvent être écrits avec un dénominateur
impair. Construire un exemple brouwerien pour un anneau intègre discret
dénombrable dont le radical de Jacobson n’est pas détachable.

4. Un élément x d’un R-module M est appelé un non-générateur si pour
tout sous-module A de M tel que Rx+A = M , alors A = M . Montrer
qu’un élément x de R est dans le radical de Jacobson de R si, et seulement
si, x est un non-générateur du R-module à gauche R.

5. Un idéal à gauche maximal détachable d’un anneau R est un idéal à
gauche propre L tel que si x ∈ R, alors x ∈ L ou Rx+L = R. Montrer que
tout idéal à gauche maximal détachable contient le radical de Jacobson.
Montrer que si tout élément de R qui n’est contenu dans aucun idéal à
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gauche maximal détachable a un inverse à gauche (le lemme de Zorn
démontre cela en mathématiques classiques), alors le radical de Jacobson
est égal à l’intersection les idéaux à gauche maximaux détachables.

6. Soit A une matrice carrée dont les entrées sont dans le radical de Jacobson
d’un anneau. Montrer que I−A est inversible, où I est la matrice identité
correspondante.

7. Si J est le radical de Jacobson de R, montrer que le radical de Jacobson
de R/J est nul.

8. Utiliser le lemme II.7.6 pour montrer que si M est un module de type
fini sur un anneau commutatif R et si I est un idéal de R, alors IM = M
si, et seulement si, (1 − r)M = 0 pour un r ∈ R. Utiliser cela pour
démontrer le lemme de Nakayama pour les anneaux commutatifs.

9. Utilisez l’exercice 8 pour montrer que tout module de type fini M sur
un anneau commutatif R est hopfien : tout épimorphisme de M sur M
est un automorphisme (si f est un endomorphisme de M , considérer M
en tant que R[f ]-module).

2 Modules cohérents, noethériens
Soient R un anneau et M un R-module. Alors M est dit noethérien si

l’ensemble des sous-modules de type fini de M , ordonné par l’inclusion, vérifie la
condition de chaine ascendante. Un anneau R est noethérien à gauche si R est
noethérien en tant que module à gauche sur lui-même. Ainsi R est noethérien à
gauche si, et seulement si, pour toute suite I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · d’idéaux à gauche
de type fini de R il existe un n tel que In = In+1.

On voit facilement que l’anneau des entiers est noethérien, comme l’est k[X]
si k est un corps discret. Les modules finis sont noethériens, et si R contient
un corps discret k, alors les R-modules qui sont des k-espaces vectoriels de
dimension finie sont noethériens – plus généralement, si S est un sous-anneau
de R et si M est un R-module qui est noethérien comme S-module, alors M
est noethérien comme R-module. Le théorème de la base de Hilbert (voir le
chapitre VIII) implique que les anneaux de polynômes en plusieurs variables
sur les entiers, ou sur un corps discret, sont noethériens.
Théorème 2.1. SoitN un sous-module d’un moduleM . AlorsM est noethérien
si, et seulement si, N et M/N sont noethériens.
Démonstration. Notons π l’application linéaire naturelle de M vers M/N .

Supposons M noethérien. Tout d’abord N est clairement noethérien. Consi-
dérons ensuite une chaine croissante de sous-modules de type fini de M/N :
J1 ⊆ J2 ⊆ · · · . Nous pouvons construire une chaine I1 ⊆ I2 ⊆ · · · de sous-
modules de type fini de M telle que πIm = Jm. Il existe un n tel que In+1 = In,
donc Jn+1 = Jn, et par suite M/N est noethérien.
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Inversement, supposons que N et M/N sont noethériens, et soit I1 ⊆ I2 ⊆
· · · une chaine de sous-modules de type fini deM . Alors πI1 ⊆ πI2 ⊆ · · · est une
chaine de sous-modules de type fini du module noethérien M/N , donc il existe
un n tel que πIn = πIn+1. Ainsi In+1 = In +K pour un certain sous-module
de type fini K de N . En itérant cette construction, nous obtenons une suite
d’entiers positifs n1 < n2 < · · · et une chaine croissante de sous-modules de
type fini Ki de N , telles que Ini+1 = Ini +Ki. Comme N est noethérien, on a
un i tel que Ki = Ki−1 ⊆ Ini , et ainsi Ini+1 = Ini .

Un R-module M est de présentation finie lorsqu’il existe une application
linéaire depuis un R-module libre de rang fini sur M avec un noyau de type
fini. Le théorème suivant montre que si M est de présentation finie, alors toute
application linéaire depuis un R-module de type fini sur M a un noyau de type
fini.

Théorème 2.2. Si f est une application linéaire depuis un R-module de type
fini M1 sur un R-module de présentation finie M2, alors le noyau de f est de
type fini.

Démonstration. Soit Fi un R-module libre de rang fini, et soit πi une application
linéaire de Fi sur Mi telle que kerπ2 soit de type fini. Par l’astuce de Schanuel
(théorème II.4.4), nous avons

ker fπ1 ⊕ F2 ' kerπ2 ⊕ F1.

Par suite ker fπ1 est de type fini. Comme π1 est surjectif, le module ker f =
π1(ker fπ1) est aussi de type fini.

Théorème 2.3. Soit N un sous-module du R-module M . Alors
(i) si M est de présentation finie et si N est de type fini, M/N est de

présentation finie,
(ii) si N et M/N sont de présentation finie, M est de présentation finie.

Démonstration. Notons π l’application linéaire naturelle de M sur M/N .
Pour démontrer (i) considérons une application linéaire ϕ depuis un module

libre de rang fini F sur M avec un noyau K de type fini, et soit N ′ ⊂ F de
type fini avec ϕ(N ′) = N . Alors K +N ′ = kerπϕ est de type fini, et M/N est
de présentation finie.

Pour démontrer (ii) considérons des applications linéaires ϕ1 et ϕ2 depuis
des modules libres de rang fini F1 et F2 sur N et M/N avec des noyaux de type
fini K1 et K2 respectivement. Soit ϕ : F1 ⊕ F2 → M une application linéaire
telle que ϕ(x1) = ϕ1(x1) et πϕ(x2) = ϕ2(x2). Alors ϕ envoie F1 ⊕ F2 sur M .
Si K = kerϕ et si π2 est la projection de F1 ⊕ F2 sur F2, on a la suite exacte
0→ F1 ∩K → K → π2(K)→ 0. Mais π2(K) = K2 et K ∩ F1 = K1, donc K
est de type fini.
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Un R-module est dit cohérent 1 si tout sous-module de type fini est de
présentation finie. Un anneau R est cohérent à gauche s’il est cohérent en tant
que R-module à gauche. En mathématiques classiques tout anneau noethérien à
gauche est cohérent à gauche.

Dans la suite, si nous ne précisons pas, noethérien signifie noethérien à
gauche et cohérent signifie cohérent à gauche.

Théorème 2.4. Un R-module M est cohérent si, et seulement si, les propriétés
suivantes sont satisfaites.

(i) L’intersection de deux sous-modules de présentation finie de M est de
type fini.

(ii) Si x ∈ M , alors { r ∈ R : rx = 0 } est un idéal à gauche de type fini
de R.

Démonstration. Supposons que M est cohérent et que N1 et N2 sont des sous-
modules de type fini de M . Soit un x ∈M . Soit ϕi (i = 1, 2) une application
linéaire depuis un R-module libre de rang fini Fi sur Ni, et soit K le noyau (de
type fini) de l’application linéaire correspondante de F1 ⊕ F2 vers M . Notons
π1 la projection de F1 ⊕ F2 sur F1. Le module N1 ∩N2 = ϕ1(π1K) est de type
fini, cela montre (i). Le sous-module cyclique Rx de M est de présentation finie,
donc le noyau de l’application linéaire qui envoie R sur Rx est de type fini, cela
montre (ii).

Inversement, supposons (i) et (ii), et soit A un sous-module de type fini deM .
Si A est cyclique, alors A est de présentation finie par (ii). Sinon A = N1 +N2
avec chaque Ni engendré par moins d’éléments que A. Par récurrence, chaque
Ni est de présentation finie, et par (i) l’intersection N1 ∩N2 est de type fini.
Par le théorème 2.3(ii) la somme directe N1⊕N2 est de présentation finie. Mais
N1 ⊕N2 s’envoie sur A = N1 +N2 avec un noyau isomorphe à N1 ∩N2, donc
A est de présentation finie par le théorème 2.3(i).

Théorème 2.5. Soit N un sous-module de type fini d’un module M . Alors M
est cohérent si, et seulement si, N et M/N sont cohérents.

Démonstration. Soit π l’application linéaire naturelle de M sur M/N . Si M
est cohérent, alors N est clairement cohérent. Si B est un sous-module de type
fini de M/N , alors B = π(A) pour un sous-module de type fini A de M . Mais

1. NdT. Bourbaki (Algèbre, chapitre X, ou Algèbre commutative, chapitre I) appelle
module pseudo-cohérent ce que [CCA] appelle module cohérent (conformément à l’usage le
plus répandu, notamment dans la littérature anglaise), et module cohérent ce que [CCA]
appelle module cohérent de présentation finie. Ceci est naturellement à relier aux « faisceaux
algébriques cohérents » de J.-P. Serre (précurseurs des faisceaux de modules sur un schéma
de Grothendieck) qui sont localement donnés par des modules de présentation finie cohérents.
Signalons aussi que le Stacks Project (ouvrage collectif, http://stacks.math.columbia.edu)
adopte la définition de Bourbaki pour les modules cohérents.

http://stacks.math.columbia.edu
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A ∩N est de type fini d’après le théorème 2.4, donc B est de présentation finie
d’après le théorème 2.3(i).

Inversement, supposons que N et M/N sont cohérents, et soit A un sous-
module de type fini deM . Alors A∩N est de type fini d’après le théorème 2.2, et
par suite il est de présentation finie parce que N est cohérent. Par ailleurs πA est
de présentation finie parce que M/N est cohérent. Donc A est de présentation
finie d’après le théorème 2.3(ii).

Corolaire 2.6. Un module de présentation finie sur un anneau cohérent est
cohérent.

Démonstration. En utilisant de manière répétée le théorème 2.5, on montre que
les modules libres de rang fini sont cohérents. En appliquant une autre fois le
théorème 2.5, dans l’autre direction, on montre que les modules de présentation
finie sont cohérents.

Un module est fortement discret 1 si tout sous-module de type fini est
détachable. Un anneau R est fortement discret à gauche si R est fortement
discret en tant que module à gauche sur lui-même. Notez que R est fortement
discret à gauche si, et seulement si, R/I est discret pour tout idéal à gauche de
type fini I de R.

Les anneaux de polynômes sur les corps discrets sont des exemples d’anneaux
cohérents noethériens fortement discrets. En mathématiques classiques, tout
anneau noethérien est cohérent fortement discret (mais voir les exercices 3 et 4).

Théorème 2.7. Soit N un sous-module de type fini d’un module cohérent M .
Alors M est fortement discret si, et seulement si, N et M/N sont fortement
discrets.

Démonstration. Si M est fortement discret, alors clairement N et M/N sont
fortement discrets. Inversement, supposons que N et M/N sont fortement
discrets, et soit π l’application linéaire naturelle de M sur M/N . Pour montrer
que M est fortement discret, considérons un sous-module de type fini P de M
et un x ∈M . Si πx /∈ πP , alors x /∈ P . Si πx = πp pour un p ∈ P , alors x ∈ P
si, et seulement si, x − p ∈ P ∩N , qui est un sous-module de type fini de N
parce que M est cohérent.

Corolaire 2.8. Si M est un module de présentation finie sur un anneau
noethérien cohérent à gauche R, alors M est un module cohérent noethérien. Si
en outre R est fortement discret, alors M est fortement discret.

1. NdT. Strongly discrete. Dans le livre [CCA] la terminologie était initialement : le
module «a des sous-modules détachables », i.e. «has detachable submodules ».
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Démonstration. Soit C la classe des R-modules cohérents noethériens (fortement
discrets). Comme R ∈ C, par récurrence sur n et en utilisant les théorèmes 2.1
et 2.5 (et 2.7), on obtient que Rn ∈ C. Comme M est de présentation finie,
M ∈ C d’après les théorèmes 2.1 et 2.5 (et 2.7).

Exercices

1. Montrer qu’un anneau commutatif R est fortement discret si, et seulement
si, R/I est discret pour tout idéal de type fini I de R.

2. Montrer que tout idéal non nul de type fini de l’anneau Z des entiers a
une profondeur finie dans l’ensemble ordonné des idéaux de type fini
de Z. Montrer que tout idéal non nul de type fini de l’anneau k[X], où k
est un corps discret, a une profondeur bornée.

3. Soit a une suite binaire. Soit k le corps à deux éléments et soit R le
sous-anneau de l’anneau fini k[X,Y ]/(X,Y )2 engendré par 1, X, et
{anY }. Montrer que R est un exemple brouwerien pour un anneau
noethérien fortement discret mais pas cohérent. Faire la même chose
pour l’anneau Z/I où I est engendré par les éléments ann!.

4. Construire un exemple brouwerien d’un anneau discret cohérent noethé-
rien R, et d’un idéal de type fini I de R, tels que I n’est pas détachable
dans R. (Suggestion : définir R situé quelque part entre Z et Q.)

5. Soit I un idéal de type fini d’un anneau commutatif cohérent noethé-
rien fortement discret R. Montrer que le radical de I est détachable.
(Suggestion : soit x ∈ R ; considérer la chaine croissante des idéaux
I : xm.)

6. Montrer que les modules de type fini cohérents sur les anneaux fortement
discrets sont discrets.

7. Montrer que si S est un sous-anneau de R et siM est un R-module qui est
noethérien comme S-module, alors M est noethérien comme R-module.

8. Montrer que si un module est borné en nombre, alors il est noethérien.
9. Montrer que tout corps discret est cohérent. Montrer que l’anneau Z est

cohérent.
10. Un sous-module A d’un R-module B est appelé pur si chaque fois qu’un

système fini d’équations ∑
rijxj = ai,

avec les coefficients rij dans R et les ai dans A, a une solution dans
B, alors il a une solution dans A. Montrer que A ⊆ B est pur si, et
seulement si, toute application linéaire depuis un module de présentation
finie vers B/A se relève en une application linéaire vers B. Montrer que
tout sous-groupe pur non nul du groupe abélien cyclique Z est égal à Z.
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11. Montrer que tout module noethérien M est hopfien (exercice 1.9). (Si
f(z) = 0, construire une suite telle que x0 = z et f(xi) = xi−1.)

3 Localisation
Soit R un anneau commutatif. Nous construisons des anneaux de fractions

sur R essentiellement de la même manière que nous avons construit les nombres
rationnels à partir des nombres entiers. D’abord nous décidons d’un sous-
ensemble S de R dont nous acceptons les éléments comme dénominateurs ;
dans la construction des nombres rationnels cet ensemble est l’ensemble des
entiers strictement positifs. En général nous demandons que l’ensemble S soit
un sous-monoïde multiplicatif de R, autrement dit que 1 ∈ S et que si s1 et
s2 ∈ S, alors s1s2 ∈ S.

Les éléments de l’anneau de fractions S−1R sont les couples r/s avec r ∈ R et
s ∈ S. L’addition et la multiplication sont définies par les formules habituelles :

r1/s1 + r2/s2 = (r1s2 + r2s1)/(s1s2),
(r1/s1)(r2/s2) = (r1r2)/(s1s2),

mais nous devons faire assez attention pour définir l’égalité des fractions parce
que tout élément s de S est inversible dans S−1R, et par suite un élément r de R
tel que sr = 0 doit être nul dans S−1R. En gardant à l’esprit cette précaution,
nous disons que deux fractions r1/s1 et r2/s2 sont égales s’il existe un élément
s ∈ S tel que s(r1s2 − r2s1) = 0. On a un morphisme naturel R→ S−1R défini
en envoyant l’élément r sur l’élément r/1. Nous laissons au lecteur le soin de
vérifier que S−1R est un anneau. On dit aussi que S−1R est le localisé de R en
S.

Plus généralement, siM est un R-module, nous pouvons construire lemodule
de fractions S−1M dont les éléments sont les fractions m/s avec m ∈ M et
s ∈ S. L’égalité et l’addition sont définies comme pour S−1R, tandis que la
multiplication par les éléments de R, ou de S−1R, est définie de la manière
évidente. Ainsi S−1M est un S−1R-module. Si N est un sous-module de M ,
alors S−1N est un sous-module de S−1M . On dit aussi que S−1M est le localisé
de M en S.

Si P est un idéal premier propre de R, S = R \ P est un sous-monoïde
multiplicatif de R. Dans ce cas nous notons MP le module S−1M . Si P est
détachable, l’anneau RP est local en ce sens que pour tout x ∈ R, x ou 1− x
est inversible ; en effet, un élément r/s de RP est inversible si r /∈ P , tandis
que si r ∈ P , s− r /∈ P , et donc 1− r/s = (s− r)/s est inversible. Lorsque R
est un anneau intègre discret, P = 0 est un idéal premier propre détachable et
l’anneau RP est le corps de fractions de R.

Soit r un élément d’un anneau commutatif R, et soit S le sous-monoïde
multiplicatif de R engendré par r. D’après les définitions, l’élément r est nil-
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potent si, et seulement si, S−1R = 0. Nous utiliserons cette propriété dans les
démonstrations du théorème 3.1, du lemme 3.2 et du corolaire 3.4 ci-après.

Notre premier résultat généralise le théorème II.7.5 qui démontrait en utili-
sant les déterminants que le rang d’un module libre de rang fini sur un anneau
commutatif non trivial est un invariant.

Théorème 3.1. Soit R un anneau commutatif. S’il y a un monomorphisme de
Rm vers Rn avec m > n, alors R est trivial.

Démonstration. Soit A la matrice de formatm×n qui représente une application
linéaire injective ϕ de Rm vers Rn. Nous démontrons d’abord que les éléments
de la première colonne de la matrice sont nilpotents. Si r est un élément
de la première colonne, alors notons S = {1, r, r2, . . .} et passons à l’anneau
T = S−1R. On vérifie facilement que A est la matrice d’un application linéaire
injective de Tm vers Tn. En utilisant des manipulations élémentaires de lignes
et de colonnes sur A, ce qui revient à changer les bases de Tn et Tm, nous
obtenons que la première colonne et la première ligne de A sont nulles sauf
pour un 1 dans le coin nord-ouest. Soit e1, . . . , em la nouvelle base de Tm. Si
n = 1 alors ϕ(em) = 0, et donc 0 = 1 dans T parce que ϕ est injectif. Si n > 1,
alors 0 = 1 dans T par récurrence, avec la matrice obtenue à partir de A en
supprimant la première ligne et la première colonne. Ainsi r est nilpotent dans
R.

Soit I l’idéal de R engendré par les éléments de la première colonne de A
et soit e1, . . . , em la base naturelle de Rm. Alors Ik = 0 pour un certain k > 0.
Mais si Ike1 = 0 pour un k > 1, alors ϕ(Ik−1e1) = 0, et donc Ik−1e1 = 0 car ϕ
est injective. Ainsi e1 = 0 et R est trivial.

Le théorème 3.1 généralise le théorème II.7.5 parce que si Rn s’envoie sur Rm
avec m > n, alors, comme Rm est projectif, Rm s’envoie injectivement dans Rn.
Le théorème suivant sera utilisé dans le chapitre VIII.

Lemme 3.2. Soient R ⊆ T des anneaux commutatifs et A une matrice sur R.
Supposons que

(i) si (c, 0, . . . , 0) est dans l’espace des lignes de A sur R, alors c = 0,
(ii) (1, 0, . . . , 0) est dans l’espace de lignes de A sur T.

Alors R = 0.

Démonstration. Nous remarquons que si (R, T,A) satisfait les hypothèses et
si S est un monoïde de R, alors (S−1R,S−1T,A) satisfait aussi les hypothèses.

Nous remarquons aussi que si nous faisons subir à A des manipulations
élémentaires de lignes à coefficients dans R et si A′ est la nouvelle matrice, alors
(R, T,A′) satisfait aussi les hypothèses.

Nous allons montrer le résultat par récurrence sur le nombre de lignes de A.



86 Chapitre III. Anneaux et modules

Tout d’abord si A a une seule ligne (a1, . . . , an), il existe un b ∈ T tel
que ba1 = 1 et bai = 0 pour i > 1, d’où ai = ba1ai = a1bai = 0. Donc
A = (a1, 0, . . . , 0) et d’après (i), a1 = 0, donc 1 = ba1 = 0 dans T , mais aussi
dans R.

Supposons maintenant que A a au moins m+ 1 lignes (m > 1).
Considérons un coefficient a = aij de A, où j > 1, et le monoïde S =

{1, a, a2, . . .}. On a (S−1R,S−1T,A) qui satisfait les hypothèses, et par mani-
pulations élémentaires de lignes sur S−1R on remplace a par 1 et les autres
coefficients de sa colonne par 0. On vérifie alors que si l’on supprime la ligne
et la colonne du 1 en question, les hypothèses sont toujours satisfaites. Par
hypothèse de récurrence, nous concluons que a = aij est nilpotent. Nous venons
d’établir que tous les coefficients de A en dehors de la première colonne sont
nilpotents.

Considérons ensuite un coefficient a = ai1 de la première colonne et le mo-
noïde S = {1, a, a2, . . .}. On a (S−1R,S−1T,A) qui satisfait les hypothèses, et
en multipliant la ligne ρi par 1/a, on remplace a par 1 et ses autres coefficients
restent nilpotents. Soit I l’idéal engendré par ces coefficients. On a un k tel que
Ik = 0. Pour un r arbitraire dans Ik−1, la ligne rρi a ses coefficients nuls sauf le
premier, qui est r, ainsi r = 0 d’après l’hypothèse (i). Par suite I = 0, et donc
ρi = (1, 0, . . . , 0), d’où 1 = 0 d’après l’hypothèse (i), i.e. S−1R = 0, et a = ai1
est nilpotent.

Ainsi les ai1 sont nilpotents. Donc 1 est nilpotent dans T , i.e. 1 = 0 dans T
et R.

Théorème 3.3. Soient R ⊆ T des anneaux commutatifs, et I un idéal de R[X]
tel que I ∩R = 0 et 1 ∈ TI. Alors R = 0.

Démonstration. Tout élément de TI peut être écrit sous la forme t1p1 + · · ·+
tmpm, avec pi ∈ I et ti ∈ T . Écrivons 1 de cette manière, et appliquons le
lemme 3.2 à la matrice des coefficients des pi.

Corolaire 3.4. Soient R ⊆ T des anneaux commutatifs, et I un idéal de R[X]
tel que 1 ∈ TI. Alors l’annulateur de R ∩ I est formé d’éléments nilpotents.

Démonstration. Supposons que r(R ∩ I) = 0. Soit S le sous-monoïde multipli-
catif de R engendré par r, et passons à S−1R. Le théorème 3.3 s’applique et
nous dit que S−1R = 0, donc r est nilpotent.

Exercices

1. Soit R un anneau commutatif cohérent fortement discret et soit P un
idéal premier propre de type fini de R. Montrer que RP est discret.
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2. Soient S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif R, M
un R-module, et N1 et N2 des sous-modules de M . Montrer que

S−1(N1 ∩N2) = S−1N1 ∩ S−1N2

et que
S−1(N1 +N2) = S−1N1 + S−1N2.

3. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif R, et soit
ϕ : R → S−1R le morphisme naturel. Montrer que S−1R est discret si,
et seulement si, kerϕ est détachable dans R. Montrer que si R est un
anneau discret réduit et si S est de type fini, alors S−1R est discret.

4. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif R. Montrer
que siM est un R-module cohérent, S−1M est un S−1R-module cohérent.

5. Soit P un idéal premier propre détachable d’un anneau commutatif R.
Montrer que le radical de Jacobson de RP est détachable, et que son
complément est formé par les unités de RP .

6. Soient k un corps discret et a, b, c, s des indéterminées. Soit R = k[a, b, c]/
(ca, cb, c2) et soit S = R[s]/(sa+(1−s)b). Soit I l’idéal de R[X] engendré
par 1 + aX et 1 + bX. Montrer que I ∩ R est engendré par c et b− a,
et que 1 ∈ SI. Ainsi, nous ne pouvons pas renforcer le théorème 3.3 en
ajoutant à la conclusion que l’annulateur de I ∩R est nul.

7. Montrer qu’une matrice A de formatm×n sur un anneau commutatif R a
une inverse à gauche si, et seulement si, les déterminants des matrices
carrées n× n extraites de A engendrent R en tant qu’idéal.

4 Produits tensoriels
Soient A un anneau, R un sous-anneau et B un R-module à gauche. Il y a

une façon naturelle de construire un A-module à gauche à partir de B. Nous
considérons les sommes formelles

∑
aibi, et nous disons que deux telles sommes

formelles sont égales lorsque nous pouvons obtenir l’une à partir de l’autre en
appliquant les lois de distributivité à droite et à gauche, la loi d’associativité
(ar)b = a(rb), et les calculs qui se déroulent entièrement à l’intérieur de A
ou de B. La structure d’anneau de A est utilisée uniquement pour obtenir la
structure de A-module sur les sommes formelles ; en général, en utilisant pour A
uniquement sa structure de R-module à droite, le résultat est un groupe abélien.
Nous donnons maintenant la spécification précise de cette construction.

Définition 4.1. Soient R un anneau, A un R-module à droite, et B un R-
module à gauche. Le produit tensoriel A⊗B est défini comme le quotient du
groupe abélien libre F (A × B) sur A × B par le sous-groupe K(A × B) de
F (A×B) engendré par les éléments de la forme
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(i) (a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b)
(ii) (a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2)
(iii) (ar, b)− (a, rb).

Nous notons l’image de l’élément (a, b) de A× B dans A⊗ B par a⊗ b. Une
fonction f de A×B vers un groupe abélien G est dite bilinéaire si

(i) f(a1 + a2, b) = f(a1, b) + f(a2, b)
(ii) f(a, b1 + b2) = f(a, b1) + f(a, b2)
(iii) f(ar, b) = f(a, rb),

autrement dit, si la fonction induite de F (A×B) vers G envoie K(A×B) sur
zéro. Par suite, tout application bilinéaire f de A×B vers G induit un unique
homomorphisme de groupes abéliens de A⊗B vers G qui envoie a ⊗ b sur
f(a, b). En conséquence, nous pouvons définir un homomorphisme ϕ de A⊗B
vers G en spécifiant les valeurs qu’il prend pour les éléments a⊗b, et en vérifiant
que la fonction

A×B → G, (a, b)→ ϕ(a⊗ b)
est bilinéaire.

Le produit tensoriel A ⊗ B dépend de l’anneau R ; si nous voulons une
notation pour indiquer cet anneau, nous écrivons A ⊗R B. Si A est un S-R-
bimodule, et B est un R-module à gauche, alors le groupe abélien A⊗RB a une
structure naturelle de S-module à gauche obtenue en posant s(a⊗ b) = sa⊗ b.
En particulier, si R est commutatif, alors A⊗B est un R-module.

Le produit tensoriel de deux modules cycliques a une description simple.

Théorème 4.2. Soient R un anneau, I un idéal à droite, J un idéal à gauche,
et B un R-module à gauche. Alors

(i) (R/I)⊗B ' B/IB
(ii) (R/I)⊗ (R/J) ' R/(I + J).

Si I est un idéal, alors ce sont des isomorphismes de R-modules à gauche.

Démonstration. Dans le point (i), les deux membres ont seulement une structure
de groupes abéliens, i.e. de Z-modules. Pour démontrer (i) nous définissons une
application Z-linéaire ϕ de (R/I)⊗B vers B/IB en posant ϕ(r⊗b) = rb, et une
application Z-linéaire ψ de B/IB vers (R/I)⊗B en posant ψ(b) = 1⊗ b. Nous
notons que si r−r′ ∈ I, alors rb−r′b ∈ IB, donc ϕ est bien définie. Par ailleurs,
si b− b′ ∈ IB, alors 1⊗ b− 1⊗ b′ = 1⊗ (b− b′) = 0 dans (R/I)⊗B, donc ψ
est bien définie. Comme r ⊗ b = 1⊗ rb, les deux applications Z-linéaires ϕ et ψ
sont inverses l’une de l’autre.

Le point (ii) résulte du point (i) parce que I(R/J) = (I + J)/J .
Si I est un idéal (bilatère), alors R/I et B/IB sont des R-modules à gauche

et la structure de R-module sur (R/I)⊗B est donnée par r(1⊗ b) = r⊗ b, donc
ϕ et ψ sont des applications R-linéaires.
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En particulier en prenant I = 0 dans le théorème 4.2(i), si B est un
R-module à gauche, alors R⊗R B ' B.

Théorème 4.3. Soient R un anneau, {Ai}i∈I une famille de R-modules à droite,
et {Bj}j∈J une famille de R-modules à gauche. Alors on a un isomorphisme
naturel ⊕

i∈I
Ai ⊗

⊕
j∈J

Bj '
⊕

i,j∈I×J
(Ai ⊗Bj).

Démonstration. Exercice 1.

Corolaire 4.4. Le produit tensoriel de deux modules libres sur un anneau
commutatif R est un module libre. En particulier, Rm ⊗Rn ' Rmn.

Démonstration. Cela résulte des théorèmes 4.2 et 4.3.

Le produit tensoriel est un bifoncteur en ce sens qu’étant données des
applications R-linéaires f : A → A′ et g : B → B′, il y a un homomorphisme
naturel de groupes abéliens f ⊗ g : A⊗B → A′ ⊗B′ défini par (f ⊗ g)(a⊗ b) =
f(a)⊗ g(b). Si R est commutatif, alors f ⊗ g est une application R-linéaire.

Une suite de deux applications R-linéaires A→ B → C est exacte en B si
l’image de A→ B est égale au noyau de B → C. Une suite d’applications R-
linéaires A1 → A2 → · · · → An est exacte si elle est exacte en Ai pour
i = 2, . . . , n − 1. La suite 0 → A → B est exacte si, et seulement si, A → B
est injective ; la suite A → B → 0 est exacte si, et seulement si, A → B est
surjective.

Théorème 4.5. Soit R un anneau, et soient

A→ B → C → 0 et A′ → B′ → C ′ → 0

des suites exactes de R-modules à droite et à gauche respectivement. Alors la
suite

(A⊗B′)⊕ (B ⊗A′)→ B ⊗B′ → C ⊗ C ′ → 0

est exacte.

Démonstration. Soit K l’image de (A⊗B′)⊕ (B ⊗A′) dans B ⊗B′. L’homo-
morphisme de B ⊗B′ vers C ⊗ C ′ envoie K sur 0, donc il induit

ϕ : (B ⊗B′)/K → C ⊗ C ′.

Nous allons montrer que ϕ est un isomorphisme en construisant son inverse.
Nous définissons un homomorphisme ψ : C ⊗ C ′ → (B ⊗B′)/K de la manière
suivante. Étant donné c ⊗ c′ ∈ C ⊗ C ′, nous choisissons un b ∈ B qui a pour
image c, et un b′ ∈ B′ qui a pour image c′. Nous définissons ψ(c⊗ c′) comme
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l’image de b⊗ b′ dans (B ⊗B′)/K ; si b1 et b2 ont pour image c et si b′1 et b′2
ont pour image c′, alors

b1 ⊗ b′1 − b2 ⊗ b′2 = (b1 − b2)⊗ b′1 + b2 ⊗ (b′1 − b′2)

est un élément de K, donc ψ est bien défini. On voit facilement que la bilinéarité
requise est satisfaite, ce qui fait que nous avons bien défini un homomorphisme
(de groupes abéliens) de source C ⊗ C ′. Clairement, ϕ et ψ sont inverses l’un
de l’autre.

Corolaire 4.6. Soit M un module à gauche sur un anneau R, et soit A →
B → C → 0 une suite exacte de R-modules à droite. Alors la suite A⊗M →
B ⊗M → C ⊗M → 0 est exacte.

Démonstration. Prendre A′ = 0 et B′ = C ′ = M dans le théorème 4.5.

Corolaire 4.7. Si C et C ′ sont des modules de présentation finie sur un anneau
commutatif R, alors il en va de même pour C ⊗ C ′.

Démonstration. Nous pouvons prendre pour A′, B′, A et B des R-modules de
type fini dans l’hypothèse du théorème 4.5.

La relation d’égalité sur A⊗B admet la description suivante.

Théorème 4.8. Soient R un anneau, A un R-module à droite engendré par
des éléments a1, . . . , am, et B un R-module à gauche. L’élément

∑m
i=1 ai ⊗ bi

est nul dans A⊗B si, et seulement si, il existe des éléments rij ∈ R et cj ∈ B
tels que

(i) bi =
∑
j rijcj ,

(ii)
∑
i airij = 0.

Démonstration. Clairement la condition implique l’égalité
∑
ai ⊗ bi = 0. Inver-

sement, soit F un R-module à droite libre de rang m, et envoyons F sur A avec
un noyau K en envoyant une base e1, . . . , em de F sur les éléments a1, . . . , am.
Cela donne la suite exacte

K ⊗B → F ⊗B → A⊗B → 0

L’élément
∑m
i=1 ei⊗ bi de F ⊗B a pour image 0 dans A⊗B, donc il est l’image

d’un élément de K ⊗B que nous pouvons écrire sous la forme
∑
j kj ⊗ cj avec

les kj ∈ K et les cj ∈ B, ce qui donne∑m

i=1
ei ⊗ bi =

∑
j

(∑
i
eirij

)
⊗ cj =

∑
i
ei ⊗

(∑
j
rijcj

)
.

Comme les ei sont une base de F , nous avons bi =
∑
rijcj . Comme

∑
i eirij ∈ K,

nous avons
∑
i airij = 0.
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Exercices

1. Soient {Bi}i∈I une famille de R-modules à gauche et A un R-module à
droite. Montrer que l’on a un isomorphisme naturel

A⊗
⊕

i∈I
Bi '

⊕
i∈I

(A⊗Bi).

2. Si S est un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif R et
si M est un R-module, montrer que S−1M ' (S−1R) ⊗ M comme
S−1R-modules.

3. Soient a une suite binaire, A le groupe des entiers modulo 5, C le groupe
des entiers modulo 25, et soit B le sous-groupe de C engendré par 5 et
l’ensemble { an : n = 1, 2, . . .}. Montrer que A et B sont des groupes
abéliens discrets, et que A ⊗ B est discret si, et seulement si, an = 1
pour un n, ou an = 0 pour tout n.

4. Soit a une suite binaire. Soit F l’anneau des entiers modulo 2, et soit R le
sous-anneau de F [x, y, s, t]/(sx+ ty − 1) engendré par x, y et l’ensemble
{ ans, ant : n = 1, 2, . . .}. Soit A = R/(x) et B = R/(y). Montrer que A
et B sont des R-modules de présentation finie discrets, et que A⊗B est
discret si, et seulement si, an = 1 pour un n, ou an = 0 pour tout n.

5. Montrer que le sous-module A ⊆ B est pur si, et seulement si, l’homo-
morphisme naturel M ⊗ A → M ⊗ B est injectif pour tout module à
droite de présentation finieM . Montrer que l’expression «de présentation
finie » peut être supprimée dans l’affirmation précédente.

5 Modules plats
Soit R un anneau et soit M un R-module à gauche. Nous disons que M est

plat si pour tous x1, . . . , xm ∈M et tous r1, . . . , rm ∈ R tels que
∑
rixi = 0, il

existe des y1, . . . , yn ∈M et des aij ∈ R tels que xi =
∑
j aijyj et

∑
i riaij = 0.

La platitude est clairement une propriété locale en ce sens qu’un R-module
est plat si, et seulement si, tout sous-module de type fini est contenu dans un
sous-module plat.

Théorème 5.1. Si {Mi}i∈I est une famille de R-modules, alors
⊕

i∈IMi est
plat si, et seulement si, chaque Mi est plat.

Démonstration. Comme la platitude est une propriété locale, nous pouvons
supposer que I est finiment énumérable, disons I = {s1, . . . , sn}. Notons
M =

⊕
i∈IMi.

Supposons tout d’abord que les Mi sont plats. Considérons une égalité dans M

0 =
∑

16`6m
r`x` =

⊕
16k6n

yk
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avec yk =
∑

16`6m r`xk,` et les xk,` ∈Mik .
Par définition de l’égalité dans M , puisque

⊕
16k6n yk = 0, on est dans (au

moins) l’un des deux cas suivants :
— tous les yk sont nuls,
— deux indices sont égaux dans I : ik =I ih pour h et k distincts

dans {1, . . . , n}.
Le premier cas se traite en considérant les relations données par la platitude
dans chaque Mik . Le deuxième cas se ramène au premier par récurrence sur n.
Supposons maintenant que M est plat et considérons par exemple l’indice i1 ∈ I
et une égalité

∑
16`6m r`x` = 0 dans Mi1 . Puisque M est plat, on écrit

x` =M

∑
16j6p

g`,jzj avec
∑

16`6m
r`g`,j =R 0 pour chaque j.

On écrit zj =
⊕

16k6n yj,k avec yj,k ∈Mik , ce qui donne

x` =M

⊕
16k6n

∑
16j6p

g`,jyj,k

Par définition de l’égalité dans M , on est dans (au moins) l’un des deux cas
suivants :

— pour chaque `, on a x` =
∑

16j6p g`,jyj,1 dans Mi1 ,
— on a dans I : i1 =I ih pour un h 6= 1 dans {1, . . . , n}.

Dans le premier cas, on a dans Mi1 les égalités qui nous conviennent.
Le deuxième cas se ramène au premier par récurrence sur n.

La partie « seulement si » du théorème 5.1 nous donne une information plus
précise que seulement «un facteur direct d’un module plat est plat », parce que
les Mi ne sont pas nécessairement des facteurs directs de la somme directe.

Corolaire 5.2. Les modules libres et les modules projectifs sont plats.

Démonstration. Le fait que le R-module à gauche R est plat est obtenu en
prenant n = 1 et y1 = 1 dans la définition de la platitude. Ensuite le théorème 5.1
montre que les modules libres sont plats. Si P est projectif, alors l’application
naturelle du module libre R(P ) sur P a une inverse à droite, donc P est un
facteur direct de R(P ), et donc P est plat.

Un diagramme de modules et applications linéaires, comme par exemple le
carré

A
α−→ B

β ↓ ↓ γ
C −→

δ
D ,

est dit commutatif si toutes les composées de flèches dans le diagramme qui
commencent au même endroit et se terminent au même endroit sont égales. Par
exemple le carré est commutatif si, et seulement si, γα = δβ.



5. Modules plats 93

Théorème 5.3. Soit M un R-module à gauche. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) M est plat.

(ii) Pour tout idéal à droite I de R, l’homomorphisme I ⊗M → M est
injectif.

(iii) Pour tout R-module à droite libre de rang fini B et tout sous-module
A ⊆ B, l’homomorphisme A⊗M → B ⊗M est injectif.

(iv) Pour tout R-module à droite B et tout sous-module A ⊆ B, l’homomor-
phisme A⊗M → B ⊗M est injectif.

Démonstration. Supposons (i) et considérons une somme
∑
ri ⊗ xi ∈ I ⊗M

qui devient nulle dans M . Alors
∑
rixi = 0, et il existe des yj ∈ M et des

aij ∈ R tels que xi =
∑
j aijyj et

∑
i riaij = 0. Ainsi

∑
i
ri ⊗ xi =

∑
i

∑
j
ri ⊗ aijyj =

∑
j

∑
i
riaij ⊗ yj = 0

et (ii) est satisfaite.
Supposons maintenant (ii). Nous allons montrer (iii) par récurrence sur le

rang de B. Si B est de rang 1, alors B est isomorphe à R et (ii) s’applique.
Soit B = B1 ⊕ B2 avec les Bi libres de rangs plus petits que celui de B. Soit
A1 = A ∩ B1 et soit A2 la projection de A dans B2. Nous considérons le
diagramme commutatif suivant.

0 0 0
↓ ↓ ↓

A1 ⊗M −→ A⊗M −→ A2 ⊗M
↓ ↓ ↓

0 −→ B1 ⊗M −→ B ⊗M −→ B2 ⊗M

La première ligne est exacte d’après le corolaire 4.6, et B1 ⊗M est un facteur
direct de B ⊗M parce que B1 est un facteur direct de B. Les première et
troisième colonnes du diagramme sont exactes par récurrence. Une chasse facile
dans le diagramme montre que la seconde colonne est également exacte, donc (iii)
est satisfaite.

Supposons (iii). Pour démontrer (iv) il nous suffit de traiter le cas où B est
un R-module à droite de type fini, parce que si un élément est nul dans B ⊗M ,
alors il est déjà nul dans B ⊗ N pour un sous-module de type fini N de M .
Envoyons un R-module à droite libre de type fini F sur B avec un noyau K, et
soit F ′ l’image réciproque de A dans F . Considérons le diagramme commutatif
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suivant.

0
↓

0 −→ K ⊗M −→ F ′ ⊗M −→ A⊗M −→ 0
‖ ↓ ↓

0 −→ K ⊗M −→ F ⊗M −→ B ⊗M −→ 0

D’après l’hypothèse (iii), les lignes et les colonnes sont exactes. Une chasse facile
dans le diagramme montre que l’homomorphisme A⊗M → B ⊗M est aussi
injectif.

Enfin supposons (iv), avec une somme
∑
i rixi = 0. Soit I l’idéal à droite

de R engendré par les ri et considérons l’homomorphisme de I ⊗M vers R⊗M .
L’élément

∑
i ri ⊗ xi a pour image zéro, et l’hypothèse (iv) nous dit que nous

avons
∑
i ri ⊗ xi = 0. Maintenant nous voyons que (i) est satisfaite en vertu du

théorème 4.8.

Corolaire 5.4. Soient M un R-module à gauche, B un R-module à droite,
et A un sous-module de B. Si B/A est plat, alors l’homomorphisme de A⊗M
vers B ⊗M est injectif.

Démonstration. Envoyons un module libre F sur M avec K pour noyau, et
considérons le diagramme commutatif suivant dans lequel C = B/A.

0
↓

A⊗K −→ A⊗ F −→ A⊗M −→ 0
↓ ↓ ↓

B ⊗K −→ B ⊗ F −→ B ⊗M
↓ ↓ ↓

0 −→ C ⊗K −→ C ⊗ F −→ C ⊗M

La colonne du milieu est exacte parce que F est libre ; la dernière ligne est
exacte parce que C est plat. Soit x ∈ A⊗M nul dans B ⊗M . Alors x provient
d’un y ∈ A⊗ F , qui s’envoie sur un z ∈ B ⊗ F , qui provient d’un w ∈ B ⊗K.
Maintenant w a une image nulle dans C ⊗ F , et donc aussi dans C ⊗K. Par
suite w provient d’un u ∈ A ⊗K, qui s’envoie sur y dans A ⊗ F parce qu’il
s’envoie sur z dans B ⊗ F . Ainsi x = 0.

Exercices

1. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif R. Montrer
que S−1R est un R-module plat.
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2. Soit A un module à droite plat (sur un anneau R) tel que AI est une
partie détachable de A pour tout idéal à droite de type fini I de R. Soit B
un R-module à gauche cohérent de type fini. Montrer que A ⊗ B est
discret.

3. Montrer que les propriétés suivantes sur un anneau R sont équivalentes.
(i)
∏
i∈NMi est un R-module à gauche plat si tous les Mi sont plats.

(ii) RN est un R-module à gauche plat.
(iii) Si ϕ : Rn → R est une application linéaire de R-modules à droite,

alors tout ensemble dénombrable d’éléments de kerϕ est contenu
dans un sous-module de type fini de kerϕ.

Lorsque R est dénombrable et discret, montrer que (iii) est équivalent
au fait que R est cohérent à droite.

4. Les modules plats de présentation finie sont projectifs. Soit F un R-
module à gauche libre de rang fini, et K un sous-module de type fini
de F . Pour x ∈ F notons Ix l’idéal à droite de R engendré par les
coordonnées de x dans F . Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes.
(i) F/K est plat 1.
(ii) x ∈ IxK pour chaque x ∈ K.
(iii) Pour tout x ∈ K il existe une application linéaire f : F → K telle

que x = f(x).
(iv) K est un facteur direct de F .
Utilisez votre démonstration pour montrer que si R est commutatif et si
F est fortement discret, alors on peut décider si F/K est ou n’est pas
projectif.

5. Montrer que tout module sur un anneau à division discret est plat.
Montrer que si k ⊆ K sont des corps discrets, et si V est un espace
vectoriel sur k, alors v1, . . . , vn ∈ V sont linéairement dépendants sur k
si, et seulement si, ils sont linéairement dépendants sur K dans K ⊗k V .

6. Utiliser le théorème 5.3(ii) pour montrer que si A ⊆ B et si A et B/A sont
plats, alors B est plat. En déduire que si tout R-module cyclique est plat
alors tout R-module est plat. Montrer qu’un anneau R est von-Neumann-
régulier (voir l’exercice II.6.4) si, et seulement si, tout R-module est plat.
Montrer que si R est von-Neumann-régulier, alors tout idéal à gauche de
type fini de R est un facteur direct, et donc R est cohérent.

1. NdT. Notez que F/K est un module de présentation finie arbitraire et que la condi-
tion (iv) implique que F/K est un module projectif.
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6 Anneaux locaux
Un anneau R est dit local si pour tout r ∈ R, r ou 1 − r est inversible.

Une condition équivalente est que si r1 + r2 est inversible, alors r1 ou r2 est
inversible. Un corps de Heyting est un anneau local, et beaucoup de résultats
dans cette section et la suivante présentent un intérêt par ce qu’ils disent au
sujet des corps de Heyting. En fait, un corps de Heyting peut être caractérisé
comme un anneau commutatif local dans lequel 1 ne peut pas être nul et dans
lequel tout élément qui ne peut pas être une unité est nul. Un avantage de
travailler avec les anneaux locaux plutôt qu’avec les corps de Heyting, outre
la plus grande généralité, est que nous n’employons pas de notions négatives
comme celles utilisées dans la phrase précédente.

Un endomorphisme f d’un anneau R en tant que R-module à gauche est
donné par f(x) = xf(1), de sorte que la fonction f 7→ f(1) est un isomorphisme
de l’anneau ER(R) des endomorphismes de R en tant que R-module à gauche
vers l’anneau opposé à R. Comme l’anneau opposé à un anneau local est local,
si R est local, alors le module à gauche R a pour anneau d’endomorphismes un
anneau local.

Soit e un idempotent dans un anneau local. Si e est une unité, alors e = 1 ;
si 1 − e est unité, alors e = 0 (éventuellement les deux). Donc si l’anneau
d’endomorphismes d’un moduleM est local, tout facteur direct deM est égal à 0
ou àM , c’est-à-dire,M est indécomposable. Les théorèmes suivants qui traitent
de décompositions directes de modules qui ont un anneau d’endomorphismes
local sont appelés des théorèmes d’Azumaya. Gardez présent à l’esprit que si R
est un corps de Heyting, ou même simplement un anneau local, alors Rn est
une somme directe de R-modules qui ont un anneau d’endomorphismes local.

Lemme 6.1. Soit B ⊕ C = A1 ⊕ · · · ⊕ An un module. Si l’anneau d’endo-
morphismes de C est local, alors B ⊕ C = B ⊕ D, avec D ⊆ Ai pour un
i.

Démonstration. Soient πi, πB, et πC les projections sur Ai, B et C respecti-
vement. Alors πC(π1 + · · · + πn) est l’application identique de C, donc l’un
des πCπi est un automorphisme de C. Posons D = πiC. Alors πC envoie D
isomorphiquement sur C, et donc B ⊕ C = B ⊕D.

Le premier théorème d’Azumaya montre que les facteurs directs de modules
qui ont des anneaux d’endomorphismes locaux sont de nouveau des sommes
directes de modules qui ont des anneaux d’endomorphismes locaux.

Théorème 6.2. Soient A⊕B = C1 ⊕ · · · ⊕ Cn des modules tels que l’anneau
d’endomorphismes de chaque Ci est local. Alors il existe des modules Dj tels
que

A = D1 ⊕ · · · ⊕Dm et B = Dm+1 ⊕ · · · ⊕Dn,
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et une permutation σ telle que Ci ' Dσ(i) pour chaque i.

Démonstration. Par le lemme 6.1 nous trouvons D1, contenu dans A ou dans B,
tel que D1 ⊕ C2 ⊕ · · · ⊕ Cn = C1 ⊕ C2 ⊕ · · · ⊕ Cn. Nous pouvons supposer que
D1 ⊆ B. Alors B = B′ ⊕D1 et A⊕B′ ' C2 ⊕ · · · ⊕Cn, et nous terminons par
récurrence sur n.

Le théorème 6.2 implique qu’un facteur direct d’un module libre de rang fini
sur un anneau local est un module libre de rang fini. Le théorème d’Azumaya
qui suit montre qu’un module dont l’anneau d’endomorphismes est local a la
propriété de simplification dans une somme directe.

Théorème 6.3. Étant donné un isomorphisme de modules A⊕C ' B ⊕C, si
l’anneau d’endomorphismes de C est local, alors A ' B.

Démonstration. Nous pouvons supposer que A⊕C ′ = B⊕C = E avec C ′ ' C.
D’après le lemme 6.1, nous pouvons supposer que C ′ ⊆ B ou que C ′ ⊆ C.
Dans le deuxième cas C ′ est un facteur direct de C, donc C ′ = C ou C ′ = 0,
et par suite A ' E/C ' B. Si C ′ ⊆ B, nous écrivons B = B′ ⊕ C ′, donc
A⊕ C ′ = B′ ⊕ C ′ ⊕ C, et A ' E/C ′ ' B′ ⊕ C ' B.

Le théorème 6.3 nous montre que si R est un anneau local et si Rm ' Rn,
alors m = n ou R est trivial. Rappelons que ceci est également vrai pour les
anneaux commutatifs (théorème II.7.5), mais pas pour les anneaux en général
(exercice II.4.3).

On définit une inégalité sur un anneau local en posant r1 6= r2 si r1 − r2 est
inversible. En utilisant cette inégalité non standard nous pouvons développer
de manière naturelle une grande partie de la théorie des espaces vectoriels de
dimension finie sur les corps de Heyting dans la situation plus générale des
modules libres de rang fini sur un anneau local. Cette inégalité est symétrique
et invariante par translation pour n’importe quel anneau et, pour un anneau
local, elle est aussi cotransitive. Si elle est consistante, l’anneau est non trivial.
L’exercice II.1.5 montre que l’addition et la soustraction sont fortement exten-
sionnelles. Pour démontrer que la multiplication est fortement extensionnelle,
nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.4. Si a et b sont des éléments d’un anneau local R, et si ab est
inversible, alors a et b sont inversibles.

Démonstration. Nous pouvons supposer que ab = 1. Il suffit de démontrer que
−a ou b est inversible, et nous pouvons donc supposer que 1 + a et 1− b sont
inversibles. Alors a − b = (1 + a)(1 − b) est inversible, et donc a ou −b est
inversible.

Si a, b, c et d sont des éléments d’un anneau local R, et si ab 6= cd, alors
ab 6= ad ou ad 6= cd par cotransitivité ; donc b 6= d ou a 6= c d’après le lemme 6.4.
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Ainsi la multiplication est fortement extensionnelle. Par suite, si f(X1, . . . , Xn)
est une fonction construite à partir d’éléments de R et des variables X1, . . . , Xn

en utilisant seulement la multiplication et l’addition, et si f(0, . . . , 0) = 0, alors
f(r1, . . . , rn) 6= 0 implique que ri 6= 0 pour un i.

Une caractérisation standard des anneaux locaux en mathématiques clas-
siques est que les éléments non inversibles forment un idéal. L’exercice 4 explique
pourquoi nous n’utilisons pas cette caractérisation, mais les anneaux locaux
non triviaux ont effectivement cette propriété.

Théorème 6.5. Soit R un anneau local. Alors l’ensemble

M = { r ∈ R : si r est inversible, alors R est trivial }

est le radical de Jacobson de R.

Démonstration. Soit Rr un idéal à gauche quasi-régulier. Si r est inversible,
alors 1 ∈ Rr, donc 0 est inversible, et par suite R est trivial ; ainsi r ∈ M .
Inversement, supposons que m ∈ M et r ∈ R. L’un des deux éléments rm
ou 1− rm est inversible. Si rm est inversible alors m est inversible d’après le
lemme 6.4, donc R est trivial et 1− rm est également inversible. Par suite Rm
est un idéal à gauche quasi-régulier.

Soit M un module sur un anneau local R. L’inégalité forte sur M est
définie en posant x 6= y s’il existe une application linéaire f : M → R telle que
f(x) 6= f(y). L’inégalité forte sur M est la plus petite inégalité qui rend les
applications linéaires de M vers R fortement extensionnelles. Sur le module Rn,
l’inégalité forte est celle qu’il est naturel d’imposer ; elle peut être décrite en
termes des coordonnées comme suit.

Théorème 6.6. Soient R un anneau local et x, y des éléments de Rn. Alors
u 6= v pour l’inégalité forte sur Rn si, et seulement si, x− y a une coordonnée
inversible dans R.

Démonstration. Soit e1, . . . , en la base naturelle de Rn et soit x− y =
∑
i aiei.

Si ai est inversible, alors f(x) 6= f(y) où f est la projection de Rn sur son i-ième
facteur. Inversement, supposons que f(x) 6= f(y) pour une application R-linéaire
f : Rn → R. Alors

∑
i ϕ(aiei) 6= 0, et donc aiϕ(ei) = ϕ(aiei) 6= 0 pour un i.

Par suite ai 6= 0.

Nous disons que les éléments u1, . . . , um de Rn sont linéairement indépen-
dants sur l’anneau local R si

∑m
i=1 riui 6= 0 dès que l’un des ri ∈ R est 6= 0.

Clairement toute base est linéairement indépendante. Nous allons montrer dans
le théorème 6.10 qu’inversement, si u1, . . . , um engendrent Rn et sont linéaire-
ment indépendants, alors ils forment une base. Nous montrerons aussi que tout
ensemble linéairement indépendant de Rn peut être étendu en une base de Rn.
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Le lemme 6.4, selon lequel ab = 1 implique que a et b sont inversibles, s’étend
des anneaux locaux aux matrices sur les anneaux locaux. En outre les matrices
inversibles sont toutes des produits de matrices élémentaires.

Théorème 6.7. Soit A une matrice n × n sur un anneau local R. Si A est
inversible à droite ou à gauche, alors A est un produit de matrices élémentaires,
et donc A a un inverse (à droite et à gauche).

Démonstration. En considérant les matrices transposées, il suffit de traiter le
cas où la matrice A possède une inverse à gauche B. Alors

∑n
j=1 b1jaj1 = 1, et il

existe un j tel que b1jaj1 est inversible. Le lemme 6.4 implique alors que aj1 est
inversible. Donc nous pouvons trouver un produit E de matrices élémentaires
tel que la première colonne de EA est nulle sauf pour un 1 en première position.
Comme (BE−1)(EA) = I, et comme E a un inverse, nous pouvons supposer
que a11 = 1 et ai1 = 0 pour i 6= 1 ; notons que cela implique que b11 = 1 et
bi1 = 0 pour i 6= 1. Notons M∗ la matrice M privée de sa première ligne et de
sa première colonne, alors B∗A∗ = I∗, donc par récurrence sur n nous trouvons
un produit E de matrices élémentaires tel que EA est la matrice identité sauf
pour a12, . . . , a1n. Et ses entrées restantes sont facilement annulées au moyen
de manipulations élémentaires.

Une conséquence du théorème précédent est que lorsque A est une matrice
inversible, C 6= 0 si, et seulement si, CA 6= 0, car l’équivalence est claire pour
une matrice élémentaire. Le même résultat vaut pour la multiplication à droite.

Les deux lemmes suivants concernent l’indépendance linéaire d’éléments
dans des modules de type fini.

Lemme 6.8. Soit R un anneau local et M une matrice m× n sur R. Soit A
une matrice inversible m×m, et soit B une matrice inversible n× n. Alors les
lignes de M sont linéairement indépendantes si, et seulement si, les lignes de
AMB sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Comme A et B sont inversibles, il suffit de montrer que si
les lignes de M sont linéairement indépendantes, alors il en va de même pour
les lignes de AMB. Les lignes de M sont linéairement indépendantes si, et
seulement si, pour toute matrice X de format 1×m avec X 6= 0, on a XM 6= 0.
Si X 6= 0, alors XA 6= 0 et nous avons XAM 6= 0 parce que les lignes de M
sont linéairement indépendantes, et donc XAMB 6= 0.

Lemme 6.9. Soit R un anneau local et M une matrice m × n sur R. Si les
lignes de M sont linéairement indépendantes, alors ou bien R est trivial, ou bien
il existe une matrice carrée inversible A et une matrice de permutation B telles
que les m premières colonnes de AMB forment la matrice identité de format
m×m.
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Démonstration. La matrice A est construite par des manipulations élémentaires
de lignes (en partant de la matrice identité) et la matrice B en permutant
les colonnes (de la matrice identité). Comme la première ligne de M est non
nulle, nous pouvons en permutant les colonnes et en multipliant par une unité
obtenir un 1 en position nord-ouest. Nous pouvons alors annuler les autres
coefficients de la première colonne par des manipulations élémentaires de lignes.
Les lignes de la matrice qui en résulte sont linéairement indépendantes en vertu
du lemme 6.8. Si m > n = 1, alors R est trivial ; sinon par récurrence sur
le nombre de lignes, ou bien R est trivial ou bien nous pouvons exécuter des
manipulations élémentaires sur les lignes 2 à m, et permuter les colonnes entre
2 et n, de manière à obtenir la matrice identité de format (m− 1)× (m− 1) sur
les lignes 2 à m et les colonnes 2 à m. Enfin par des manipulations élémentaires
de lignes nous transformons les m premières colonnes en la matrice identité.

Nous pouvons maintenant démontrer que tout ensemble linéairement indé-
pendant dans un module libre de rang fini sur un anneau local peut être étendu
en une base.

Théorème 6.10. Soit R un anneau local et soient v1, . . . , vm des éléments
d’un R-module libre de rang fini F . Soit e1, . . . , en une base de F .

— Si m < n, il existe j tel que v1, . . . , vm, ej sont linéairement indépendants,
— si m = n, v1, . . . , vm est une base de F ,
— si m > n, R est trivial.

Démonstration. Nous pouvons supposer que F est l’ensemble des matrices de
format 1×n sur R, que vi est la i-ième ligne d’une matrice M de format m×n,
et que ej est la matrice de format 1× n avec un 1 dans la j-ième colonne et 0
ailleurs.

Si m 6 n, alors par le lemme 6.9 nous pouvons trouver une matrice carrée
inversible A et une matrice de permutation B telles que lesm premières colonnes
de AMB forment la matrice identité de format m × m. Si m = n, alors M
est inversible, donc ses lignes sont une base de F . Si m < n, alors, comme B
est une matrice de permutation, il existe j tel que ejB = em+1. Les lignes de
AMB, avec la ligne em+1, sont linéairement indépendantes. Donc les lignes de
AM , avec la ligne ej , sont linéairement indépendantes. Comme A est inversible,
les lignes de M , avec la ligne ej , sont linéairement indépendantes d’après le
lemme 6.8.

Si m > n, alors v1, . . . , vn forment une base de F , donc vn+1 peut être
écrit comme une combinaison linéaire de v1, . . . , vn. Mais v1, . . . , vn+1 sont
linéairement indépendants, donc 0 6= 0 dans R, et R est trivial.
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Exercices

1. Montrer que si C1 ⊕ · · · ⊕ Cn ' D1 ⊕ · · · ⊕Dn et si les anneaux d’en-
domorphismes des modules Ci et Di sont locaux, alors il existe une
permutation σ de {1, . . . , n} telle que Ci ' Dσ(i) pour chaque i.

2. Utiliser les théorèmes d’Azumaya pour montrer que si A et B sont des
matrices carrées sur un anneau local avec AB = I, alors A et B sont
inversibles.

3. Montrer que l’inégalité définie sur un anneau local est symétrique et
cotransitive.

4. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) Le principe de Markov.
(ii) Pour tout anneau commutatif dénombrable discret, si les éléments

non inversibles de R forment un idéal, alors l’anneau est local.
Idée : pour montrer que (ii) implique (i), considérer une suite binaire a,
le monoïde

S = {m ∈ Z : m = 1, ou m 6= 0 et an = 1 pour un n }

et l’anneau R = S−1Z.
5. Donner un exemple d’éléments a et b dans un anneau avec ab = 1, alors

que ni a ni b n’est inversible.
6. Montrer que si R est local, alors le module Rn est hopfien (exercice 1.9).
7. Soit R un anneau local et M un R-module muni d’une inégalité forte.

Montrer que l’addition et la multiplication scalaire dansM sont fortement
extensionnelles.

8. Généraliser le théorème II.6.6 au cas d’anneaux locaux k ⊆ K, en
supposant que le K-module V est donné avec une inégalité telle que
la multiplication scalaire soit fortement extensionnelle et que chacune
des trois occurrences de l’expression «de dimension finie » implique un
isomorphisme avec Rn préservant l’inégalité.

9. Soit k le corps des entiers modulo 2. Montrer que K = k[X]/(X2) est un
anneau local isomorphe à k2, mais que l’inégalité surK en tant qu’anneau
local diffère de l’inégalité sur K en tant que k-module. Pour l’anneau
V = k[X,Y ]/(X,Y )2 montrer que l’exercice 8 est en échec parce que V
n’est pas un module libre sur K.

10. Montrer que si R est un anneau local et si u1, . . . , um est une base de
Rn, alors m = n ou R = 0.

11. Montrer que si R est un anneau local, si e1, . . . , en est une base d’un R-
module libre F , et si v1, . . . , vm engendrent F , alors il existe un i tel que
vi, e2, . . . , en est une base de F.
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7 Anneaux commutatifs locaux
Si R est un anneau commutatif local, nous définissons R(X), en analogie avec

le corps des fractions rationnelles sur un corps, en inversant tous les éléments
de R[X] qui ont un coefficient inversible.

Lemme 7.1. Soient R un anneau commutatif local et X une indéterminée.
Soit S l’ensemble des polynômes dans R[X] qui ont un coefficient inversible.
Alors :

(i) S est un monoïde multiplicatif,
(ii) si fg = 0 pour f ∈ S et g ∈ R[X], alors g = 0,
(iii) si fg ∈ S, alors f ∈ S, et si f + g ∈ S, alors f ∈ S ou g ∈ S.

Démonstration. Soient f = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a0 et g = bmX
m +

bm−1X
m−1 + · · ·+ b0. Soit fg = cm+nX

m+n + · · ·+ c0. Supposons que ai et bj
sont inversibles. Alors aibj est inversible, donc ci+j ou ci+j − aibj est inversible.
Dans le premier cas nous avons montré (i) ; dans le second cas, l’élément

∑
apbq,

avec la somme portant sur les indices p, q tels que p + q = i + j et p 6= i, est
inversible. Comme R est local, il existe un p < i ou un q < j tel que apbq
est inversible, donc apbj ou aibq est inversible, et nous avons démontré (i) par
récurrence sur i+ j.

Pour démontrer (ii) supposons que ai est inversible et que fg = 0. Nous
pouvons supposer que ai = 1. Alors la matrice (m+ 1)× (m+ 1)

1 ai−1 ai−2 · · · ai−m
ai+1 1 ai−1 · · · ai−m+1
...

...
...

...
ai+m ai+m−1 ai+m−2 · · · 1


avec aj = 0 si j < 0 ou j > n, annule le vecteur (b0, . . . , bm)t. Notons d le
déterminant de la matrice, nous avons dbj = 0 pour tous les j (lemme II.7.6). Si
d est inversible, nous avons terminé. Si d−1 est inversible, alors aj est inversible
pour un j < i (en considérant la formule de définition du déterminant), et nous
terminons par récurrence sur i.

Pour démontrer (iii) supposons d’abord que fg ∈ S ; dans ce cas ck est
inversible pour un k. Comme R est local, aibj est inversible pour un couple
(i, j) tel que i + j = k. Ainsi ai est inversible, et f ∈ S. Supposons ensuite
que f + g ∈ S. Alors ai + bi est inversible pour un i, et donc ai ou bi est
inversible.

Théorème 7.2. Soient R un anneau commutatif local et X une indéterminée.
Soit R(X) l’anneau S−1R[X] où S est l’ensemble des éléments de R[X] qui ont
un coefficient inversible. Alors R(X) est un anneau local contenant R[X]. Si R
est un corps de Heyting, il en va de même pour R(X).
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Démonstration. Si a/s+ a′/s′ = (as′ + a′s)/ss′ est inversible dans R(X), alors
t(as′ + a′s) ∈ S pour un t ∈ R[X], et donc a ou a′ est un élément de S d’après
le lemme 7.1(iii) ; par suite R(X) est local. Le lemme 7.1(ii) nous dit que
l’application R-linéaire naturelle de R[X] vers R(X) est injective.

Supposons que l’inégalité sur R est étroite. S’il est impossible que a/s soit
inversible dans R(X), a ne peut pas être un élément de S, donc aucun coefficient
de a ne peut être inversible, ce qui montre que tous les coefficients de a sont
nuls. Donc l’inégalité sur R(X) est étroite.

Si l’inégalité sur R est consistante, i.e. 1 ne peut être égal à 0 dans R, comme
l’application R-linéaire naturelle de R vers R(X) (via R[X]) est injective,
l’inégalité sur R(X) est consistante.

Théorème 7.3. Soit R un anneau commutatif local et e un endomorphisme
idempotent d’un R-module libre de rang fini F . Alors le noyau de e est un R-
module libre de rang fini.

Démonstration. L’anneau des endomorphismes du R-module R est isomorphe à
l’anneau R, donc le théorème d’Azumaya 6.2 s’applique.

Si e est un idempotent dans un anneau local, alors e est inversible, auquel
cas e = 1, ou 1 − e est inversible, auquel cas e = 0. Nous appelons anneau
impotent un anneau commutatif réduit dans lequel tout idempotent est égal à 0
ou à 1. Un anneau commutatif local réduit est impotent.

Théorème 7.4. Soient R un anneau impotent et g un diviseur d’un polynôme
unitaire de R[X]. Il existe une unité λ de R telle que λ−1g est unitaire.

Démonstration. Soit gh = Xm + cm−1X
m−1 + · · ·+ c0, avec

g = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a0 et h = bnX
n + bn−1X

n−1 + · · ·+ b0.

Nous montrons d’abord que aibj = 0 si i + j > m. Nous procédons par
récurrence descendante sur i + j en notant que aibj est trivialement nul si
i+j > 2n. Supposons que pour un k > m, aibj = 0 chaque fois que i+j > k+1.
Le coefficient de degré k de gh est

a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0 = 0.

En multipliant cette égalité par aibk−i nous obtenons (aibk−i)2 = 0, et donc
aibk−i = 0 puisque R est réduit. Cela complète la récurrence.

Maintenant considérons l’égalité

a0bm + a1bm−1 + · · ·+ amb0 = 1.

En multipliant par aibm−i nous voyons que aibm−i est idempotent, et donc
égal à 0 ou 1 parce que R est impotent. S’ils sont tous nuls, R est trivial et
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le théorème est trivialement vrai. Sinon, il existe des indices i et j tels que
i+ j = m et aibj = 1. Si k > i, alors akbj = 0, donc ak = 0. Ainsi nous pouvons
prendre λ = ai.

Corolaire 7.5. Si g et h sont des polynômes à coefficients dans un anneau
impotent et si gh = Xd, il existe une unité λ et un entier naturel r 6 d tels que
g = λXr.

Démonstration. D’après le théorème 7.4, quitte à multiplier g et h par des
unités, nous pouvons les supposer unitaires, disons de degrés r et s = d − r.
Posons g1 = Xrg(1/X) et h1 = Xsh(1/X). On a g1h1 = 1, donc le théorème 7.4
implique que g1 et h1 sont de degrés 6 0. Donc g1 = 1, puis g = 1.

Lemme 7.6. Soit α un endomorphisme d’un module libre de rang fini sur un
anneau impotent. Si α est nilpotent, le polynôme caractéristique de α est égal à
une puissance de X.

Démonstration. Supposons que αm = 0. Soit A une matrice n× n pour α, et
soit I la matrice identité de format n× n. Alors

XmI = (XI−A)(Xm−1I +Xm−2A+ · · ·+XAm−2 +Am−1).

En prenant les déterminants des deux membres nous obtenons

Xmn = f(X)g(X)

où f est le polynôme caractéristique de α. Alors f est égal à une puissance
de X d’après le corolaire 7.5.

Théorème 7.7. Soit α un endomorphisme d’un module libre de rang fini V sur
un anneau commutatif local réduit. Soit f(X) son polynôme caractéristique, et
supposons que f(X) = (X − λ)ng(X) où g(λ) est une unité. Alors V = H ⊕K
où H est un module libre de rang n, α − λ est un automorphisme sur K, et
(α− λ)nH = 0.

Démonstration. Le théorème du reste montre que les polynômes X − λ et g(X)
sont étrangers, donc (X − λ)n et g(X) sont étrangers, et par suite il existe des
polynômes s(X) et t(X) tels que

s(X)(X − λ)n + t(X)g(X) = 1.

Soit e = s(α)(α − λ)n. Alors e2 = e(1 − t(α)g(α)) = e parce que f(α) = 0.
Soient H le noyau de e et K le noyau de 1− e ; comme αe = eα, on a αH ⊆ H
et αK ⊆ K. Comme e = s(α)(α−λ)n = (α−λ)s(α)(α−λ)n−1 est l’application
identique sur K et αK ⊆ K, nous obtenons que α− λ est un automorphisme
de K.
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Si le module libre de rang fini K est nul, alors e = 0 et H = V , donc g(α)
est injectif parce que t(α)g(α) = 1. Dans ce cas (α − λ)n = 0 parce que
0 = f(α) = g(α)(α− λ)n. D’après le lemme 7.6, nous savons que f(X) est une
puissance de X − λ, donc g = 1 et le théorème est vérifié.

Si le rang de K est > 0, nous pouvons écrire f = fHfK , où fH et fK
sont les polynômes caractéristiques de α restreint à H et K respectivement.
Comme fK(λ) est le déterminant de α − λ agissant sur K, nous obtenons
que fK(λ) est une unité. Ainsi fH = (X − λ)ng∗(X) où g∗(λ) est une unité.
Par récurrence sur la dimension de V , le module H est libre de rang n et
(α− λ)nH = 0.

Exercices

1. Montrer que si a, b et c sont des polynômes sur un corps de Heyting, et
si deg a 6 deg b, alors deg ac 6 deg bc.

2. Unités de R[X]. Soit R un anneau commutatif. Montrer que si le terme
constant de g est inversible et si tous les autres coefficients de g sont
nilpotents, alors g est une unité de R[X]. Inversement, si g est une
unité de R[X], montrer que le terme constant de g est inversible dans R,
et que tous les autres coefficients de g sont nilpotents. (Considérer
S = {1, a, a2, . . .} où a est le coefficient de plus haut degré de g que l’on
ne sait pas être nilpotent, et montrer que S−1R est trivial.)

3. Montrer que le théorème 7.4 caractérise les anneaux impotents (il suffit
de considérer les polynômes de la forme aX + b).

4. Donner un exemple d’un anneau commutatif local où le lemme 7.6 est
en défaut.

5. Donner un exemple brouwerien d’un endomorphisme α de R2, où R
est le corps des nombres réels, tel que le polynôme caractéristique f
de α annule λ, mais ne peut pas être écrit sous la forme donnée dans le
théorème 7.7.

6. La forme canonique de Jordan, I. Soit α un endomorphisme d’un module
libre de rang fini V sur un anneau commutatif local réduit R. On suppose
que le polynôme caractéristique de α est un produit de polynômes de la
forme (X − λ)m avec des λ distincts (pour l’inégalité sur R). Montrer
que V est une somme directe de sous-modules Vλ tels que αVλ ⊆ Vλ, avec
le polynôme caractéristique de la restriction de α à Vλ égal à (X − λ)m.

7. La forme canonique de Jordan, II. Soit R un anneau commutatif local et
soit α un endomorphisme de Rn tel que αm = 0 et imαi est de dimension
finie pour i = 1, . . . ,m.
(i) Montrer que Hi = (kerα) ∩ (imαi) est de dimension finie, et par

suite est un facteur direct de Rn.
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(ii) Montrer que kerα = V0 ⊕ · · · ⊕ Vm−1 où Hi = Vi ⊕Hi+1

(iii) Considérer une base eij pour chaque Vi, donc pour kerα. Poser
eij = αixij et montrer que {αkxij : k 6 i } est une base de Rn.

8. Donner un exemple brouwerien d’un endomorphisme nilpotent α de R2

tel que imα n’est pas de dimension finie.

8 Notes
Notre théorie des anneaux et modules noethériens fait un usage extensif de

l’axiome du choix dépendant. Élaborer une théorie qui n’utilise pas l’axiome
du choix dépendant semble trop ambitieux pour le but de ce livre, et il semble
probable que la théorie classique serait, au mieux, significativement déformée.

En mathématiques classiques, la condition de chaine ascendante sur les
sous-modules est équivalente à la condition de chaine ascendante sur les sous-
modules de type fini, et la seconde condition admet des exemples constructifs
intéressants (contrairement à la première). D’autre part, la condition de chaine
descendante ne semble pas admettre elle-même un traitement constructif. Un
cas d’école serait de formuler une condition de chaine descendante qui serait
satisfaite par le groupe abélien Z(p∞), la composante p-primaire de Q/Z.

La définition d’un module cohérent provient de [Bourbaki 1961, §2, exer-
cice 11] sous le nom de module pseudo-cohérent, le terme cohérent étant réservé
pour les modules pseudo-cohérents de type fini.

Le théorème classique selon lequel un anneau est cohérent à droite si, et
seulement si, les produits de modules à gauche plats sont plats nécessite l’axiome
du choix sous sa forme forte. L’exercice 5.3 donne la version dénombrable de ce
théorème.

La démonstration que les modules de présentation finie plats sont projectifs
dans l’exercice 5.4 provient de [Bourbaki 1961, §2, Exercice 23(a)]. La consé-
quence qu’on en tire pour décider si un module de présentation finie est projectif
se trouve dans [Baumslag, Cannonito & Miller 1981, Lemma 5.1], où l’hypothèse
de commutativité n’est pas faite mais semble être utilisée ; le problème est que
IxK n’est pas nécessairement un sous-module. L’article de Baumslag est écrit
dans le contexte de la théorie des fonctions récursives et il utilise le principe de
Markov. Pour la relation entre l’algèbre constructive et l’algèbre récursive, voir
[Bridges-Richman 1987].

Dans l’article [Julian, Mines et Richman, 1978], un corps est défini comme
un anneau commutatif local réduit dans lequel 0 ne peut pas être égal à 1.
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1 Divisibilité dans les monoïdes réguliers
Un monoïde commutatif est appelé un monoïde régulier 1 si ab = ac implique

b = c. Si R est un anneau intègre discret, l’ensemble des éléments non nuls R
forme un monoïde régulier discret. Cet exemple motive notre étude des monoïdes
réguliers généraux. La terminologie introduite pour les monoïdes réguliers se
transfère aux anneaux intègres discrets en considérant le monoïde des éléments
non nuls.

Si a et b sont des éléments d’un monoïde régulier M , alors nous disons que a
divise b et nous écrivons a|b s’il existe un c ∈M tel que b = ca. Les diviseurs
de 1 sont les unités de M et forment un sous-monoïde U de M qui est un
groupe. Si U est détachable, nous disons que M est un monoïde avec unités
détachables 2. Deux éléments a et b de M sont dits associés, ce que l’on écrit
a ∼ b, si chacun divise l’autre. Comme M est régulier, on obtient que a ∼ b
si, et seulement si, il existe une unité u telle que b = ua. À partir de M , on
construit le monoïde M/U en déclarant que deux éléments sont égaux s’ils sont
associés. Nous travaillons dans M/U quand nous nous intéressons aux éléments

1. NdT. Cancellation monoid.
2. NdT. M has recognizable units.

107
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«à une unité très » : en particulier, la relation a|b peut être vue dans M/U où
elle est une relation d’ordre.

Nous disons que d est un plus grand commun diviseur, ou un pgcd, de a
et b, si d|a et d|b et si pour tout c tel que c|a et c|b, on a c|d. Remarquez que les
pgcds sont uniques dans M/U , et que le pgcd de a et b est la borne inférieure
de a et b dans l’ensemble ordonné M/U . Si d est un pgcd de a et b, alors nous
le notons pgcd(a, b), vu comme un élément de M/U .

Deux éléments a et b sont dits premiers entre eux si pgcd(a, b) = 1. Un
monoïde à pgcd 1 est un monoïde régulier dans lequel toute paire d’éléments
possède un plus grand commun diviseur. Un anneau intègre à pgcd 2 est un
anneau intègre discret dont les éléments non nuls forment un monoïde à pgcd.

Théorème 1.1. Soient a, b et c des éléments d’un monoïde à pgcd M . Alors :

(i) pgcd(pgcd(a, b), c) = pgcd(a,pgcd(b, c)),
(ii) c · pgcd(a, b) = pgcd(ca, cb),
(iii) si x = pgcd(a, b), alors pgcd(a, bc) = pgcd(a, xc),
(iv) si a|bc et pgcd(a, b) = 1, alors a|c 3.

Démonstration. Le point (i) est facilement vérifié.
Pour le point (ii), posons d = pgcd(a, b) et e = pgcd(ca, cb). Alors cd|e,

donc e = cdx. Il reste à voir que x est une unité. On a ca = ea′ = cdxa′,
donc a = dxa′. On obtient de la même manière b = dxb′. Ainsi dx|d, et x est
une unité.

Pour le point (iii) nous avons

pgcd(a, bc) = pgcd(pgcd(a, ac), bc) = pgcd(a,pgcd(ac, bc))
= pgcd(a, c · pgcd(a, b)) = pgcd(a, xc).

Enfin le point (iv) est une conséquence immédiate du point (iii) en pre-
nant x = 1.

Un élément non inversible p d’un monoïde régulier est dit irréductible si
chaque fois que p = ab, alors a ou b est inversible. Nous disons qu’un élément
non inversible p est premier si chaque fois que p|ab, alors p|a ou p|b. Il est clair
que tout élément premier est irréductible.

Lemme 1.2. Dans un monoïde à pgcd tout élément irréductible est premier 4.

1. NdT. GCD-monoid.
2. NdT. GCD-domain.
3. NdT. Cela est souvent appelé « lemme de Gauss » dans la littérature française.
4. NdT. Cela est souvent appelé « lemme d’Euclide » dans la littérature française.
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Démonstration. Soit p un élément irréductible et supposons que p|ab. Nous
devons montrer que p|a ou p|b. Soit d = pgcd(p, a), et donc p = cd pour un
certain c. Comme p est irréductible, c ou d est inversible. Si c est inversible,
alors p divise d, donc p divise a. Si d est inversible, alors pgcd(p, a) = 1, donc p
divise b d’après le théorème 1.1(iv).

Lemme 1.3. Un monoïde à pgcd M a ses unités détachables si, et seulement
si, la divisibilité est décidable dans M.

Démonstration. Si la divisibilité est décidable dans M , alors nous pouvons
décider si u|1, donc les unités sont détachables. Inversement, supposons que
les unités de M sont détachables. Soient a et b des éléments de M , et soit
d = pgcd(a, b). On a un élément s tel que a = sd. Alors a|b si, et seulement
si, a|d si, et seulement si, s est une unité.

Définition 1.4. Soit M un monoïde régulier. Un élément a ∈M est dit borné
par l’entier naturel n si chaque fois que a = a0 · · · an avec des ai ∈ M , alors
l’un des ai est inversible. Un élément de M est borné s’il est borné par un entier
naturel ; le monoïde M est à décomposition bornée 1 si tous ses éléments sont
bornés. Un anneau intègre discret est à factorisation bornée 2 si ses éléments
non nuls forment un monoïde à décomposition bornée.

Les unités de M sont exactement les éléments qui sont bornés par 0. Un
élément de M est irréductible si, et seulement si, il est borné par 1 mais pas
par 0.

Un idéal principal d’un monoïde commutatif M est un sous-ensemble I
de M tel que I = Ma = {ma : m ∈ M } pour un a ∈ M . Nous disons que le
monoïde M satisfait la condition de chaine des diviseurs si pour chaque chaine
ascendante I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · d’idéaux principaux, il y a un n tel que In = In+1.
On dit qu’un anneau intègre discret satisfait la condition de chaine des diviseurs
si le monoïde des éléments non nuls la satisfait.

Un monoïde régulier M est à décomposition bornée si, et seulement si, pour
chaque a ∈ M il existe un n tel que pour toute chaine I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In
d’idéaux principaux, avec I0 = Ma, il existe j < n tel que Ij = Ij+1 ; ainsi un
monoïde à décomposition bornée satisfait la condition de chaine des diviseurs.
L’anneau des entiers est à factorisation bornée parce que tout entier non nul n
est borné par |n|. L’anneau de polynômes F [X] sur un corps discret F est à
factorisation bornée car tout polynôme non nul f est borné par deg f . Un
anneau intègre à pgcd qui satisfait la condition de chaine des diviseurs est
appelé un quasi-AFU 3, où AFU est un acronyme pour «anneau à factorisation
unique (en facteurs premiers) ».

1. NdT. Bounded monoid.
2. NdT. Bounded discrete domain.
3. NdT. Quasi-UFD. Nous ne traduisons pas par «anneau quasi-factoriel », parce que

[CCA] utilise « factoriel » en un sens plus fort que le sens usuel en français.
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Exemple 1.5. Soit a une suite binaire. Soit R =
⋃
n Z[an/2]. Alors R est

un exemple brouwerien d’un quasi-AFU sans unités détachables, car nous ne
pouvons pas décider si 2 est inversible. Clairement, nous ne pouvons pas écrire
les éléments 6 et 10 de R comme produits de facteurs irréductibles. Cependant,
nous allons voir qu’étant donné un ensemble fini S d’éléments non nuls d’un
quasi-AFU, nous pouvons trouver un ensemble P d’éléments deux à deux
premiers entre eux tel que tout élément de S est associé à un produit d’éléments
de P (théorème 1.8).

Lemme 1.6. Soit M un monoïde à pgcd qui satisfait la condition de chaine des
diviseurs, et soient p1, . . . , pm des éléments deux à deux premiers entre eux deM .
Pour tout a ∈M , nous pouvons construire des éléments a0, a1, . . . , am ∈M tels
que

(i) a = a0a1 · · · am,
(ii) il existe un e tel que aj |pej pour j = 1, . . . ,m,
(iii) a0 et pj sont premiers entre eux pour j = 1, . . . ,m.

Démonstration. Pour j = 1, . . . ,m considérons la suite xn = a/pgcd(a, pnj ).
D’après la condition de chaine des diviseurs, il existe un entier n tel que
xn|xn+1 ; posons nj = n et aj = a/xn = pgcd(a, pnj ) = pgcd(a, pn+1

j ). Comme
les pj sont deux à deux premiers entre eux, il en va de même pour les aj . En
utilisant plusieurs fois le théorème 1.1(iv) nous obtenons un élément a0 tel que
a = a0a1 · · · am. Il nous reste avoir que pgcd(a0, pj) = 1 pour tout j. L’élément

aj = pgcd(a, pnj+1
j ) = pgcd(a0aj , pjp

nj

j )

est divisible par pgcd(a0, pj) pgcd(aj , pnj

j ) qui est égal à pgcd(a0, pj)aj , donc
pgcd(a0, pj) = 1.

Lemme 1.7. Soit M un monoïde à pgcd qui satisfait la condition de chaine des
diviseurs, et soient a, b ∈M . Alors il existe des éléments a+, a−, c, b+, b− ∈M
tels que

(i) a = a+cb− et b = a−cb+,

(ii) a−|a+ et b−|b+,

(iii) a+, c et b+ sont deux à deux premiers entre eux.

Démonstration. Soient x = a/d et y = b/d où d = pgcd(a, b). Alors x et y sont
premiers entre eux, donc d’après le lemme 1.6 nous pouvons écrire d = a−cb−

avec a−|xn, b−|ym, et c étranger à la fois à x et y. Posons a+ = xa− et b+ = yb−,
donc a = dx = a+cb− et b = dy = b+ca−. Comme xn+1, ym+1 et c sont deux à
deux premiers entre eux, il en va de même pour a+, b+ et c.
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Comme exemple de la décomposition obtenue dans le lemme 1.7, considérons
le monoïde N∗ des entiers strictement positifs. Si a et b sont des éléments de N∗,
alors a+ et a− sont les facteurs de a et b formés des nombres premiers qui ont
un plus grand exposant dans a que dans b. De la même manière b+ et b− sont les
facteurs de b et a formés des nombres premiers qui ont un plus grand exposant
dans b que dans a, tandis que c est le facteur de a (ou de b) formé des nombres
premiers qui ont le même exposant dans b et dans a. Si a = 840 = 23 · 3 · 5 · 7 et
b = 300 = 22 · 3 · 52, alors a+ = 56, a− = 4, c = 3, b+ = 25, et b− = 5. Notez
que pgcd(a, b) = a−cb−.

Théorème 1.8 (factorisation partielle). Soient x1, . . . , xk des éléments d’un
monoïde à pgcd M qui satisfait la condition de chaine des diviseurs. Alors on
peut construire une famille P d’éléments de M deux à deux premiers entre eux
telle que chaque xi est associé à un produit d’éléments de P.

Démonstration. Voyons d’abord le cas k = 2. Nous construisons des suites
rn = a1(n) · · · am(n)(n) et sn = b1(n) · · · bm(n)(n) de la manière suivante. On
pose m(0) = 1, r0 = a1(0) = x1 et s0 = b1(0) = x2. Pour simplifier la notation
nous omettons la dépendance en n dem et des ai et bi. Supposons que nous avons
construit rn = a1 · · · am et sn = b1 · · · bm avec pgcd(ai, aj) = pgcd(bi, bj) =
pgcd(ai, bj) = 1 si i 6= j. Alors nous construisons rn+1 et sn+1 comme suit. Pour
chaque i nous écrivons ai = a+

i cib
−
i et bi = a−i cib

+
i comme dans le lemme 1.7.

Ensuite nous posons

rn+1 = (a+
1 /a

−
1 ) · · · (a+

m/a
−
m)b−1 · · · b−m

sn+1 = a−1 · · · a−m(b+
1 /b
−
1 ) · · · (b+

m/b
−
m).

Nous voyons facilement que, sauf pour les couples (a+
i /a

−
i , a−i ) et (b+

i /b
−
i , b−i ), les

2m facteurs de rn+1 et de sn+1 sont deux à deux premiers entre eux. Les idéaux
principaux Mr0s0, Mr1s1, Mr2s2, . . . forment une chaine ascendante. D’après
la condition de chaine des diviseurs, on a un n tel que rnsn ∼ rn+1sn+1 =
a+

1 · · · a+
mb

+
1 · · · b+

m, donc les éléments a−i , ci et b−i sont tous inversibles. Ainsi
les éléments a1, . . . , am, b1, . . . , bm sont conjugués de a+

1 , . . . , a
+
m, b

+
1 , . . . , b

+
m et

sont donc deux à deux étrangers. Il nous suffit maintenant de montrer que si
nous pouvons écrire les éléments de la famille

E = { a−i , (a+
i /a

−
i ), b−i , (b+

i /b
−
i ) : i = 1, . . . ,m }

comme produits d’éléments deux à deux premiers entre eux, alors nous pouvons
faire la même chose pour a1, . . . , am, b1, . . . , bm. Supposons que Q est une famille
finie d’éléments deux à deux premiers entre eux et que chaque élément de E
est associé à un produit d’éléments de Q. Nous pouvons supposer que chaque
élément de Q divise un élément de E. Alors d’après le lemme 1.7 chacun des
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a1, . . . , am, b1, . . . , bm est associé à un produit d’éléments de Q ∪ {c1, . . . , cm},
et les éléments de cette dernière famille sont deux à deux premiers entre eux.

Pour k > 2 nous procédons par récurrence sur k. Soit P = {p1, . . . , pm}
une famille d’éléments deux à deux premiers entre eux telle que chacun des
éléments x1, . . . , xk−1 est associé à un produit d’éléments de P . D’après le
lemme 1.6, nous pouvons écrire xn = a0a1 · · · am où ai divise une puissance
de pi et pgcd(a0, pi) = 1 pour i = 1, . . . ,m. D’après le cas k = 2, nous pouvons
construire pour chaque i une famille finie Si d’éléments deux à deux premiers
entre eux telle que ai et pi sont associés à des produits d’éléments de Si, et
chaque élément de Si divise une puissance de pi. Alors {a0} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Sm
forme une famille d’éléments deux à deux premiers entre eux qui convient pour
x1, . . . , xm.

Exercices

1. Montrer que l’ensemble des entiers pairs strictement positifs, avec 1, forme
un monoïde (multiplicatif) régulier discret M . Trouver des éléments a
et b de M qui n’ont pas de pgcd.

2. Construire des éléments a, b et c dans un monoïde régulier discret tels
que a|bc, et pgcd(a, b) = 1, mais a ne divise pas c.

3. Montrer que l’ensemble des entiers strictement positifs égaux à 1 modulo
3 est un monoïde (multiplicatif) régulier discret M . Est-ce que M est un
monoïde à pgcd ?

4. Le plus petit commun multiple, noté ppcm(a, b), de deux éléments a et b
dans un monoïde régulier M est un élément m ∈M multiple de a et b
qui divise tout multiple commun à a et b. Montrer que si ppcm(a, b)
existe, alors pgcd(a, b) existe et est égal à ab/ppcm(a, b). Montrer que
si M est un monoïde à pgcd, alors ppcm(a, b) existe toujours. Construire
des éléments a et b d’un monoïde régulier discret M tels que pgcd(a, b)
existe, mais ppcm(a, b) n’existe pas.

5. Soit M un monoïde régulier. Définir ce que signifie le fait d’être un
plus grand commun diviseur, noté pgcd(a1, . . . , an), ou un plus petit
commun multiple, noté ppcm(a1, . . . , an), d’une famille finie a1, . . . , an
d’éléments de M . Montrer que si M est un monoïde à pgcd, alors ils
existent toujours.

6. Soit R un monoïde à pgcd. Montrer que si pgcd(a, b) = 1, alors
pgcd(a, bnc) = pgcd(a, c) pour tout n.

7. Soit M1 = { 2n : n ∈ N }, et soit M2 = M1 \ {2}. Utiliser ces monoïdes
pour construire un exemple brouwerien d’un monoïde régulier discret
avec unités détachables dans lequel la divisibilité n’est pas décidable
(vous ne pouvez pas décider si 4|8).
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8. Soit M un sous-monoïde d’un groupe abélien multiplicatif G. Pour x
et y ∈ G, nous disons que x divise y (relativement à M), si yx−1 ∈ M .
Définir le pgcd dans G pour cette notion de divisibilité. Montrer que siM
engendre G comme groupe et siM est un monoïde à pgcd, alors pgcd(a, b)
existe pour tous a, b ∈ G, et que le théorème 1.1 s’applique. Montrer
que tout monoïde régulier peut être immergé comme sous-monoïde d’un
groupe abélien (essentiellement) unique qu’il engendre comme groupe.

9. Soit P l’ensemble des idéaux principaux d’un anneau intègre à pgcd R,
ordonné par inclusion. Montrer que P est un treillis distributif.

10. Soient a, b et c des éléments d’un monoïde régulier. Montrer que si
pgcd(ca, cb) existe, alors pgcd(a, b) existe et pgcd(ca, cb) = c · pgcd(a, b).

11. Soit R = Z[Y,X1, X2, . . .]/I, où I est l’idéal engendré par {Xi+1Y −Xi :
i > 1 }. Montrer que R est un anneau intègre à pgcd qui ne satisfait
pas la condition de chaine des diviseurs. Montrer qu’il n’existe aucune
famille finie Q d’éléments deux à deux premiers entre eux telle que Y et
X1 sont associés à des produits d’éléments de Q.

12. Montrer que les éléments a+, a−, c, b+, et b− du lemme 1.7 sont uniques à
des unités près.

2 Anneaux à factorisation unique et domaines
de Bézout

Les questions reliées à la factorisation sont plus délicates en algèbre construc-
tive qu’en algèbre classique parce qu’il est possible que nous ne sachions pas
dire si un élément a ou n’a pas une factorisation non triviale.

Définition 2.1. Un anneau intègre discret R est appelé un anneau à factorisa-
tion unique 1, ou un AFU, si tout élément r non nul de l’anneau est inversible
ou admet une factorisation essentiellement unique en produit d’éléments irré-
ductibles, i.e. si r = p1 · · · pm et r = q1 · · · qn sont deux factorisations de r en
produit d’éléments irréductibles, alors m = n et on peut réindexer les facteurs
de façon à ce que pi ∼ qi pour chaque i. Nous disons que R est factoriel si R[X]
est un anneau à factorisation unique.

Notez qu’un anneau à factorisation unique a ses unités détachables, i.e.
la relation u|1 est décidable. Les corps discrets sont des exemples triviaux
d’anneaux à factorisation unique. Il est bien connu que l’anneau Z est un
anneau à factorisation unique. Notre définition un peu spéciale des anneaux
factoriels est en accord avec notre utilisation du terme lorsqu’on l’applique
aux corps discrets, et elle nous permet de montrer que R[X] est factoriel

1. NdT. Unique factorization domain, ou UFD.
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si R est factoriel. Voici un contre-exemple brouwerien pour le théorème de
mathématiques classiques qui affirme que si R et un anneau à factorisation
unique alors il en va de même pour R[X].

Exemple 2.2. Soient a une suite binaire, Q le corps des nombres rationnels,
i2 = −1, et k =

⋃
nQ(ian). Alors k est un corps discret, donc un anneau à

factorisation unique. Cependant, nous ne pouvons pas factoriser X2 + 1 en
produit d’éléments irréductibles dans k[X].

Les notions de quasi-AFU, anneau à pgcd à factorisation bornée, anneau à
factorisation unique, et anneau factoriel sont équivalentes en mathématiques
classiques, mais l’anneau k[X] de l’exemple 2.2 est un exemple brouwerien d’un
anneau à pgcd à factorisation bornée qui n’est pas un anneau à factorisation
unique, tandis que le corps k de l’exemple 2.2 est un exemple brouwerien d’un
anneau à factorisation unique qui n’est pas un anneau factoriel. Dans le théo-
rème 3.5 nous donnons un exemple brouwerien d’un quasi-AFU qui n’est pas
un anneau à pgcd à factorisation bornée. On vérifie par contre facilement que
les autres implications sont valables.

Théorème 2.3. Soit R un anneau intègre discret. Alors
(i) si R est factoriel, c’est un anneau à factorisation unique,
(ii) si R est un anneau à factorisation unique, alors c’est un anneau à pgcd à

factorisation bornée,
(iii) si R est un anneau à pgcd à factorisation bornée, alors c’est un quasi-

AFU.

Un sous-monoïde multiplicatif S d’un anneau commutatif R est dit saturé
si xy ∈ S implique x ∈ S.

Théorème 2.4. Soit R un anneau intègre discret et soit S un sous-monoïde
multiplicatif de R qui ne contient pas 0. Alors

(i) si R est un anneau à pgcd, il en va de même pour S−1R,

(ii) si S est saturé et détachable, S−1R a ses unités détachables.

Démonstration. Pour démontrer (i) nous observons que pgcd(a/s, b/t) =
pgcd(a, b)/1. Pour démontrer (ii) nous allons voir que a/s est inversible si, et
seulement si, a ∈ S. Si a/s est inversible, alors ab/st = 1/1 pour un b/t ∈ S−1R,
donc ab = st ∈ S, et a ∈ S. Inversement, si a ∈ S, alors a(1/a) = 1/1.

Théorème 2.5. Soit R un anneau à factorisation unique et soit S un sous-
monoïde multiplicatif saturé détachable de R qui ne contient pas 0. Alors S−1R
est aussi un anneau à factorisation unique.
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Démonstration. Si r/s ∈ S−1R, alors nous écrivons r et s comme produits
d’éléments irréductibles de R. D’après le théorème 2.4, nous savons décider pour
chaque facteur irréductible de r s’il est inversible dans S−1R ou pas. Les facteurs
irréductibles de r qui ne sont pas inversibles constituent une décomposition en
facteurs irréductibles de r/s ∈ S−1R.

Corolaire 2.6. Si R est factoriel et si S est un sous-monoïde multiplicatif
saturé détachable de R qui ne contient pas 0, alors S−1R est aussi factoriel.

Dans le théorème 2.5 l’hypothèse que S est saturé est essentielle. Voici un
exemple brouwerien. Soit a une suite binaire fugitive. Soit R = S−1Z avec

S = { q : q = 1 ou q = 2mn pour des entiers m,n tels que an = 1 }.

Alors S est sous-monoïde multiplicatif détachable de Z qui ne contient pas 0.
Mais nous ne sommes pas capables de dire si 2 est ou n’est pas une unité dans R.

Définition 2.7. Un anneau de Bézout intègre, ou domaine de Bézout est un
anneau intègre discret tel que pour tous éléments a, b on a deux éléments s, t
tels que sa+ tb divise a et b. Un anneau principal 1 est un domaine de Bézout
qui satisfait la condition de chaine des diviseurs.

Notez que si sa + tb divise a et b, alors sa + tb = pgcd(a, b). Un anneau
principal est noethérien, i.e. pour toute suite I1 ⊆ I2 ⊆ · · · d’idéaux de type
fini, il existe un n tel que In = In+1.

Théorème 2.8. Pour un anneau intègre discret R, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) L’anneau R est un domaine de Bézout.
(ii) Tout idéal de type fini de R est principal.
(iii) Tout idéal de type fini de R est principal, et R est un anneau à pgcd.

Corolaire 2.9. Si K est un corps discret, alors K[X] est un anneau principal à
factorisation bornée.

Démonstration. Combiner le théorème 2.8 et le corolaire II.5.7.

Un exemple d’un domaine de Bézout qui n’est pas un anneau principal est
obtenu de la manière suivante. Soit k un corps discret, et soit M le monoïde
additif des nombres rationnels > 0. Soit R l’anneau k(M) ; les éléments de R
peuvent être vus comme des polynômes en X à coefficients dans k avec des
exposants dans M . Si m1,m2, . . . est une suite strictement décroissante de
nombres rationnels positifs, alors (Xm1), (Xm2), . . . est une suite strictement
croissante d’idéaux de type fini de R. Par ailleurs, étant donné un nombre fini

1. NdT. Principal ideal domain, ou PID.
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d’éléments de R, ils sont tous contenus dans un k[Xm] pour un m ∈M , donc R
est un domaine de Bézout.

Si k est un corps discret, alors k[X] est un anneau principal, mais k[X]
n’est pas nécessairement un anneau à factorisation unique – voir l’exemple 2.2.
Un exemple brouwerien d’un anneau principal qui n’est pas un anneau à facto-
risation unique est construit comme suit. Soit a une suite binaire, et soit
R =

⋃
n Z[ian]. Alors R est un anneau principal, mais nous ne pouvons pas

factoriser l’élément 2 en produit de facteurs irréductibles. Notez que R est un
anneau à pgcd à factorisation bornée. De manière générale un anneau principal
est un quasi-AFU.

Dans la section 4 nous montrons que Q[X] est un anneau à factorisation
unique, i.e. Q est factoriel. Dans le chapitre VI nous verrons qu’un corps discret k
est factoriel si, et seulement si, il a un test pour l’existence d’un zéro, i.e. tout
polynôme de k[X] a ou n’a pas un zéro dans k. Cela nous donnera de nouveaux
exemples de corps discrets factoriels.

Exercices

1. Soit R un anneau intègre discret. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes.
(i) R est un anneau à factorisation unique.
(ii) Tout élément non nul de R est inversible ou est un produit d’éléments

premiers.
(iii) R est un anneau à pgcd à factorisation bornée, et tout élément non

nul est inversible, ou est irréductible, ou possède un diviseur propre.
(iv) R est un quasi-AFU, et tout élément non nul est inversible, ou est

irréductible, ou possède un diviseur propre.
Remarque : la démonstration que (iv) implique (i) utilise l’axiome du
choix dépendant.

2. Critère d’Eisenstein. Soit R un anneau intègre discret, et soit f =
a0 +· · ·+anXn ∈ R[X] tel que tout diviseur commun des ai est inversible.
Soit p ∈ R un élément premier tel que p ne divise pas an, et p2 ne divise
pas a0, mais p divise ai pour i < n. Montrer que f est irréductible
dans R[X].

3. Soit R un anneau principal, et soit S un sous-monoïde multiplicatif de R
qui ne contient pas 0. Montrer que S−1R est un anneau principal.

4. Montrer qu’un domaine de Bézout est cohérent. Montrer que si un
domaine de Bézout a ses unités détachables, il est fortement discret.

5. Montrer que si R est un domaine de Bézout, tout sous-module de type
fini de Rn est libre de rang au plus n.
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3 Anneaux de Dedekind-Hasse et anneaux
euclidiens

Il est fréquent qu’un anneau intègre discret admette une fonction vers les
entiers naturels qui peut être utilisée pour étudier les questions de divisibilité :
par exemple la fonction valeur absolue sur Z, la fonction degré pour les poly-
nômes sur un corps discret, ou la norme pour les anneaux d’entiers algébriques.
Si la fonction se comporte bien pour un algorithme de division, ou si elle satisfait
la condition de Dedekind-Hasse, alors l’anneau intègre considéré est un anneau
principal.

Définition 3.1. Soit ν une fonction depuis l’ensemble des éléments non nuls
d’un anneau intègre discret R vers les entiers naturels. Alors on dit que ν est
une

(i) pseudonorme si pour tous a, b non nuls dans R avec b|a, ou bien a ∼ b,
ou bien il existe un b′ ∼ b tel que ν(b′) < ν(a).

(ii) fonction de Dedekind-Hasse si pour tous a, b non nuls dans R, ou bien
a|b, ou bien il existe un r non nul dans (a, b) tel que ν(r) < ν(a).

(iii) fonction euclidiennesi pour tous a, b non nuls dans R, ou bien a|b, ou
bien il existe un r non nul dans R tel que a|(b− r) et ν(r) < ν(a).

Un anneau de Dedekind-Hasse est un anneau intègre donné avec une fonction
de Dedekind-Hasse. Un anneau euclidien est un anneau intègre donné avec une
fonction de euclidienne.
Nous disons que la fonction ν est multiplicative si ν(ab) = ν(a)ν(b) > 0 pour
tous a, b non nuls dans R. Une pseudonorme multiplicative est appelée une
norme multiplicative.

La notion de pseudonorme est purement technique. Une notion constructive-
ment satisfaisante de norme devrait probablement se situer quelque part entre
pseudonorme et norme multiplicative, peut-être à l’une de ces deux extrémités.

Théorème 3.2. Toute fonction euclidienne est une fonction de Dedekind-
Hasse. Toute fonction de Dedekind-Hasse est une pseudonorme. Si ν est une
pseudonorme, tout élément non nul a est borné par ν(a). Si ν est une norme
multiplicative, alors a est inversible si, et seulement si, ν(a) = 1.

Démonstration. La première affirmation est évidente. Démontrons la seconde.
Soit ν une fonction de Dedekind-Hasse et soit b qui divise a. Nous procédons
par récurrence sur ν(a). Ou bien a|b, et donc a ∼ b, ou bien il existe un élément
non nul r ∈ (a, b) = (b) tel que ν(r) < ν(a). Dans ce dernier cas par récurrence,
ou bien r ∼ b, et nous pouvons prendre b′ = r, ou bien il existe b′ ∼ b tel que
ν(b′) < ν(r) < ν(a).
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Pour démontrer la troisième affirmation, supposons que ν est une pseudo-
norme et soit a un élément non nul. Nous démontrons que a est borné par
n = ν(a) par récurrence sur n. Supposons que a = a0b avec b = a1 · · · an
si n > 0, et b = 1 si n = 0. Si a|b alors a0 est inversible. S’il existe b′ ∼ b tel que
ν(b′) < ν(a), alors par récurrence b′, et donc aussi b, est borné par n− 1, donc
l’un des ai est inversible.

Finalement supposons que ν est une norme multiplicative. Comme ν(1) =
ν(1)ν(1) > 0, nous avons ν(1) = 1. Si a est inversible, alors ac = 1 pour
un c, donc ν(a)ν(c) = 1 et ν(a) = 1. Inversement, supposons que ν(a) = 1.
Comme 1|a et que ν est une pseudonorme, ou bien a ∼ 1, donc a est inversible,
ou bien il existe b′ tel que ν(b′) < ν(a) = 1, ce qui est impossible.

La condition de Dedekind-Hasse fournit un critère pour qu’un anneau soit
un anneau principal à factorisation bornée.

Théorème 3.3. Un anneau intègre discret R qui a une fonction de Dedekind-
Hasse est un anneau principal à factorisation bornée.

Démonstration. Soit ν une fonction de Dedekind-Hasse pour l’anneau R.
Comme R est à factorisation bornée d’après le théorème 3.2, il suffit de démon-
trer que R est un domaine de Bézout. Étant donnés des éléments non nuls a et b
de R et un élément non nul c dans l’idéal (a, b), nous montrons par récurrence
sur ν(c) qu’il y a un diviseur commun de a et b dans l’idéal (a, b). Comme ν est
une fonction de Dedekind-Hasse, ou bien c|a, ou bien il existe un élément non
nul r dans (c, a) tel que ν(r) < ν(c). De la même manière, ou bien c|b, ou bien
il existe un élément non nul r dans (c, b) tel que ν(r) < ν(c). Ainsi, ou bien c
est un diviseur commun de a et b, ou bien il existe un élément non nul r dans
(a, b) tel que ν(r) < ν(c), et nous terminons par récurrence.

Exemple 3.4 (une norme multiplicative qui est une fonction de Dedekind-Hasse
mais qui n’est pas euclidienne). Soit ρ0 = (1 +

√
−19)/2 et soit R = Z[ρ0]. On

vérifie facilement que R est un Z-module libre de base {1, ρ0}. La divisibilité
dans R est explicite : on calcule la fraction dans Q(

√
−19) et on l’exprime sur

la base précédente. La fonction

N(a+ b
√
−19) = (a+ b

√
−19)(a− b

√
−19) = a2 + 19b2

est une fonction multiplicative sur Q(
√
−19) qui se restreint en une norme sur R.

On a aussi

N(c+ dρ0) = c2 + cd+ 5d2 = (c+ dρ0)(c− dρ0).

Pour ρ = c+ dρ0 ∈ R, N(c+ dρ0) ' c2 + d2 + cd ' 0 ou 1 ou 3 mod 4. Donc 2
divise ρ dans R si, et seulement si, N(ρ) est pair (en fait multiple de 4), si, et
seulement si, c et d sont pairs. Donc 2 est premier dans R.
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Nous voulons montrer que pour tous α, β non nuls dans R, ou bien α|β, ou bien
il existe un r non nul dans (α, β) tel que N(r) < N(α). Nous supposons que α
ne divise pas β et nous pouvons aussi supposer que 2 ne divise pas à la fois α
et β, car le rapport β/α est seul pertinent.
Notons que 4 <

√
19 < 4 + 3

8 . Sous les hypothèses précédentes, nous allons voir
comment construire un élément θ de R tel que

0 < N(β/α− θ) < 1 ou 0 < N(2β/α− θ) < 1 ou 2|α.

Dans le dernier cas α = 2α1, (2, β) = (1) (car N(β) impair ∈ (β)) donc
α1 ∈ (α, β) avec N(α1) < N(α). Cela démontrera donc que N est une norme
de Dedekind-Hasse sur R.
En écrivant

β/α− θ = a+ b
√
−19

nous pouvons trouver facilement un θ ∈ R tel que |b| 6 1/4 et |a| 6 1/2.
Si |b| 6 3/16, alors N(β/α − θ) 6 235/256 < 1, et nous avons terminé. Sinon
|b| > 3/16, et nous pouvons trouver un θ′ ∈ R tel que

2β/α− θ′ = a′ + b′
√
−19

avec |b′| 6 1/8 et |a′| 6 1/2, donc N(2β/α−θ′) < 1. Le seul problème est que α
pourrait diviser 2β. Mais si αδ = 2β, ou bien 2|δ, auquel cas α|β contrairement à
l’hypothèse, ou bien 2|α.

Par ailleurs N n’est pas une norme euclidienne parce qu’il n’y a pas d’élément
θ de R tel que N(β/α− θ) < 1 si β = ρ0 et α = 2. En fait, R n’admet pas de
fonction euclidienne (voir l’exercice 11).

En mathématiques classiques, tout anneau intègre à factorisation bornée R
possède une pseudonorme : on prend pour ν(x) le plus petit n tel que x est borné
par n. Et si R est un anneau principal, alors ν est une norme multiplicative
et une fonction de Dedekind-Hasse. Constructivement, nous devons réclamer
plus. Le théorème suivant donne la construction d’une telle norme si l’anneau
principal est aussi un anneau à factorisation unique.

Théorème 3.5.
— Tout anneau à factorisation unique admet une norme multiplicative.
— Toute pseudonorme sur un domaine de Bézout est une fonction de

Dedekind-Hasse.

Démonstration. Soit R un anneau à factorisation unique. Pour un élément non
nul a ∈ R, on définit ν(a) = 2n, où n est le nombre d’éléments premiers, en
comptant les multiplicités, dans une décomposition en facteurs premiers de a.
Clairement ν est une norme multiplicative.

Soient R un domaine de Bézout, a, b non nuls dans R et ν une pseudonorme
sur R. On a un d non nul dans R tel que (a, b) = (d). Comme d divise a et que ν
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est une pseudonorme, ou bien a ∼ d, et alors a divise b, ou bien il existe d′ ∼ d
tel que ν(d′) < ν(a). Par suite ν est une fonction de Dedekind-Hasse.

La valeur absolue est une norme multiplicative euclidienne sur l’anneau des
entiers. Si F est un corps discret, alors le degré est une fonction euclidienne sur
l’anneau F [X]. Notez que cette fonction n’est pas multiplicative, mais que la
norme euclidienne 2deg(f) est bien multiplicative.

Une norme euclidienne multiplicative sur l’anneau Z[
√

2] est donnée par

ν(a+ b
√

2) = |a2 − 2b2| = |(a+ b
√

2)(a− b
√

2)|.

On voit facilement que ν est multiplicative. Pour montrer que ν est euclidienne,
considérons des éléments a + b

√
2 et c + d

√
2 6= 0 de Z[

√
2]. Nous pouvons

trouver les nombres rationnels p et q tels que (a+ b
√

2)/(c+ d
√

2) = p+ q
√

2,
puis des entiers m et n tels que |p−m| 6 1/2 et |q − n| 6 1/2. Alors

(p+ q
√

2)(c+ d
√

2) = (a+ b
√

2) = (m+ n
√

2)(c+ d
√

2) + (s+ t
√

2),

donc ν(s+ t
√

2) = |(p−m)2 − 2(q − n)2|ν(c+ d
√

2) 6 ν(c+ d
√

2)/2. Ainsi ν
est euclidienne.

Exemple 3.6 (un anneau principal qui n’est pas à factorisation bornée). Soit
a une suite binaire fugitive, et soit

R = Q[X, a1Y1, a2Y2, . . .]/(a1(X − Y1), a2(X − Y 2
2 ), . . .).

Alors R est un anneau principal, mais nous ne pouvons pas trouver de borne
pour X.

Théorème 3.7. Soit R un anneau intègre discret et soit ν une fonction de
Dedekind-Hasse sur R telle que ν(a) = ν(b) si a ∼ b. Soit S un sous-ensemble
multiplicatif de R qui ne contient pas 0. Alors ν se prolonge en une fonction de
Dedekind-Hasse sur S−1R qui est euclidienne si ν est euclidienne.

Démonstration. Posons ν(r/s) = ν(r/pgcd(r, s)). Cette fonction est bien définie
parce que ν(a) = ν(b) si a ∼ b. On vérifie sans problème que ν a les propriétés
voulues.

Exemple 3.8 (un anneau intègre avec une fonction euclidienne, mais qui n’a
pas ses unités détachables). Soit R l’anneau des entiers, et soit S le sous-
ensemble multiplicatif { 2an : n ∈ N } pour une suite binaire a. Étendez la
fonction valeur absolue sur R en une fonction euclidienne sur S−1R (utilisez le
théorème 3.7).
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Exercices

1. Un anneau intègre discret à factorisation bornée R sera appelé un DH-
anneau si pour tous a et b non nuls dans R, avec a borné par n, ou bien
a|b, ou bien il existe c ∈ (a, b) qui est borné par n − 1. Montrer qu’un
DH-anneau est un anneau principal.

2. Disons qu’un anneau intègre à factorisation bornée R est strictement
borné si chaque fois que a divise un élément b qui est borné par n, alors
ou bien b divise a, ou bien a est borné par n− 1. Montrer qu’un anneau
intègre à factorisation bornée avec unités détachables est strictement
borné. Montrer qu’un DH-anneau (voir l’exercice 1) est strictement borné.
Montrer qu’un anneau principal strictement borné est un DH-anneau.

3. Soient a une suite binaire et R = Q[Y 2, a1Y, a1/(Y 2 − 1), a2Y ,
a2/(Y 2 − 1), . . .]. Montrer que R est un exemple brouwerien d’un anneau
principal à factorisation bornée qui n’est pas strictement borné (voir
l’exercice 2) en considérant les éléments a = Y 2 et b = Y 2(Y 2 − 1).
Montrer que R admet une fonction euclidienne, mais pas une fonction
euclidienne multiplicative.

4. Montrer que l’anneau de l’exemple 3.6 est un anneau principal.
5. Soit R un anneau euclidien. Montrer que pour chaque x 6= 0 il existe une

unité u telle que ν(x) > ν(u).
6. Montrer que l’anneau Z[i] des entiers de Gauss admet une norme eucli-

dienne multiplicative.
7. Montrer que toute pseudonorme sur un anneau principal est une fonction

de Dedekind-Hasse.
8. Un étrange principe d’omniscience. On considère les sous-ensembles Cn

de l’ensemble 2N des suites binaires définis par récurrence comme suit.

C0 = {0}.
Cn+1 = { a : si ai = 1, alors ou bien aj = 1 pour un j > i,

ou bien ai+1, ai+2, . . . est dans Cn }.

Montrer que a ∈ C1 si {m : am = 1 } est fini ou infini. Montrer que
a ∈ Cn si {m : am = 1 } est borné par n. Montrer que LPO est
équivalent à 2N = C1. Que faites-vous du principe d’omniscience 2N =⋃
n Cn ?

9. Un anneau principal à factorisation bornée qui n’admet pas de pseu-
donorme. Soient k le corps à deux éléments et a une suite binaire ; on
définit ϕn : k(Xn)→ k(Xn+1) par

ϕn(Xn) = an(X2
n+1 + n) +Xn+1.
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Soit Rn le sous-anneau de k(Xn) défini par R1 = k[X1], Rn+1 = ϕn(Rn)
si an = 0, et sinon Rn+1 = S−1

n ϕn(Rn), où Sn est le sous-ensemble
multiplicatif engendré par X2

n+1 + Xn+1 + 1. Montrer que la limite
directe R des anneaux Rn est un anneau principal à factorisation bornée.
Montrer que le principe d’omniscience de l’exercice 8 serait vérifié si R
admettait une pseudonorme.

10. Montrer que Z[(1+
√
−19)/2] est la clôture intégrale de Z dans Q[

√
−19].

11. Montrer que les unités de l’anneau R de l’exemple 3.4 sont ±1. Soient
α = 2 et β = (1 +

√
−19)/2. En utilisant la fonction N , montrer que

α, α + 1, α − 1, β, β + 1, et β − 1 sont deux à deux premiers entre
eux. Supposons que R admette une fonction euclidienne ν, et soit γ un
élément non inversible dans R. En divisant γ par α et β, montrer qu’il
y a un élément non inversible γ′ de R tel que ν(γ′) < ν(γ).

12. Construire un exemple brouwerien d’un anneau principal muni d’une
fonction de Dedekind-Hasse mais sans unités détachables ni fonction
euclidienne. (Regardez Z[(1 +

√
−19)/2] ⊆ Q[

√
−19].)

4 Anneaux de polynômes
Dans cette section nous étudions les propriétés d’un anneau intègre discret R

qui sont héritées dans l’anneau des polynômes R[X].

Définition 4.1. Soit R un anneau intègre à pgcd, et soit f ∈ R[X]. Le pgcd des
coefficients de f est appelé le contenu de f et noté par cont(f). Si cont(f) = 1,
alors f est dit primitif.

Lemme 4.2. Soient R un anneau intègre à pgcd et K son corps de fractions.
Soit f ∈ K[X], nous pouvons trouver un c ∈ K et un polynôme primitif
g ∈ R[X] tels que f = cg. Si en outre f = c′g′ pour un c′ ∈ K et un polynôme
primitif g′ ∈ R[X], alors c = uc′ avec u inversible dans R.

Démonstration. On écrit f = c0g0 avec c0 ∈ K et g0 ∈ R[X]. Soient g =
g0/cont(g0) et c = c0 · cont(g0), alors f = cg et g est un polynôme primitif.
Si maintenant f = c′g′ avec c′ ∈ K et g′ un polynôme primitif dans R[X],
considérons un élément non nul d ∈ R tel que dc et dc′ sont dans R. Alors dc
et dc′ sont tous deux égaux au contenu de df , donc dc = udc′ avec u inversible
dans R. Ainsi c = uc′.

Lemme 4.3 (lemme de Gauss). Soient R un anneau intègre à pgcd et f, g ∈
R[X]. Alors cont(fg) = cont(f)cont(g).

Démonstration. Soient m = deg f et n = deg g. Nous procédons par récurrence
sur m+ n. Comme cont(ah) = a · cont(h) pour une constante a et un polynôme



4. Anneaux de polynômes 123

h, nous pouvons diviser f et g par leur contenu et il suffit de démontrer
le lemme lorsque f et g sont des polynômes primitifs. Soient c = cont(fg) et
d = pgcd(c, fm), où fm est le coefficient dominant de f . Alors d|(f−fmXm)g. Si
f = fmX

m le lemme est clair. Sinon, par récurrence, d|cont(f − fmXm)cont(g).
Comme g est primitif, nous avons d|(f−fmXm), donc d|f . Comme f est primitif,
nous avons d = pgcd(c, fm) = 1. De la même manière nous démontrons que
pgcd(c, gn) = 1. Donc, par le théorème 1.1(iii), nous avons c = pgcd(c, fmgn) =
1, et fg est un polynôme primitif.

Corolaire 4.4. Soient R un anneau intègre à pgcd, k son corps de fractions et
f et g des polynômes de R[X]. Alors f divise g dans R[X] si, et seulement si, f
divise g dans k[X] et cont(f) divise cont(g).

Démonstration. L’implication « seulement si » est immédiate d’après le lemme
de Gauss. Pour démontrer « si » nous pouvons supposer que le polynôme f
est primitif. D’après le lemme 4.2, nous pouvons écrire g = ahf avec h un
polynôme primitif de R[X] et a ∈ k. D’après le lemme de Gauss, le poly-
nôme fh est primitif, donc a = cont(g) ∈ R d’après le lemme 4.2. Ainsi f divise
g dans R[X].

Théorème 4.5. Soient R un anneau intègre à pgcd et k son corps de fractions.
Soient f et g des polynômes de k[X], chacun avec un coefficient inversible
dans R. Si fg est un polynôme primitif de R[X], alors f et g sont dans R[X].

Démonstration. On a des constantes a, b ∈ k et des polynômes primitifs f1, g1 ∈
R[X] tels que f = af1 et g = bg1. Comme f et g ont des unités de R parmi leurs
coefficients, a−1 et b−1 sont dans R. D’après le lemme de Gauss, le polynôme
f1g1 = a−1b−1fg est primitif. Donc a−1b−1 est une unité de R, par suite a
et b ∈ R et donc f et g ∈ R[X].

Théorème 4.6. Soient R un anneau intègre à pgcd et k son corps de fractions.
Soient f et g des polynômes de k[X] tels que fg ∈ R[X]. Alors il existe un b ∈ k
tel que bf et g/b ∈ R[X].

Démonstration. On a des constantes a, b ∈ k et des polynômes primitifs f1, g1 ∈
R[X] tels que f = af1 et g = bg1. D’après le lemme de Gauss, le polynôme f1g1
est primitif, donc ab = cont(fg) ∈ R d’après le lemme 4.2. Par suite bf = abf1
et g/b = g1 ∈ R[X].

Théorème 4.7. Soit R un anneau intègre discret.
(i) Si R est un anneau à pgcd, alors il en va de même pour R[X].
(ii) Si R est à factorisation bornée, alors il en va de même pour R[X].
(iii) Si R a ses unités détachables, alors il en va de même pour R[X].
(iv) Si la divisibilité est décidable dans R, alors il en va de même pour R[X].
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(v) Si R satisfait la condition de chaine des diviseurs, alors il en va de même
pour R[X].

(vi) Si R est un quasi-AFU, alors il en va de même pour R[X].

Démonstration. Soit k le corps de fractions de R.
Pour démontrer (i) on considère f et g dans R[X]. Soit h un poly-

nôme primitif de R[X] tel que h est un pgcd de f et g dans k[X]. Soit
d = pgcd(cont(f), cont(g)). On va montrer que dh = pgcd(f, g). D’après le
corolaire 4.4, dh divise f et g ∈ R[X]. Inversement, supposons que q divise f et
g ∈ R[X]. Alors q divise h dans k[X], et cont(q) divise cont(f) et cont(g), donc
il divise d. Ainsi q divise dh d’après le corolaire 4.4. Nous avons montré que dh
est un pgcd de f et g.

Pour démontrer (ii) soit f ∈ R[X] de degré n, et soit a son coefficient
dominant. Si a est borné par m, alors f est borné par m+ n.

L’assertion (iii) est triviale, car l’anneau R[X] a les mêmes unités que R.
Pour démontrer (iv) nous montrons par récurrence sur n = deg g que nous

pouvons décider si f divise g. Soient a le coefficient dominant de f , et b le
coefficient dominant de g. Nous pouvons supposer que deg f 6 deg g. Si a ne
divise pas b, alors f ne divise pas g. Si a|b, alors il existe des polynômes q et h
tels que g = qf + h et deg h 6 n − 1. Alors f |g si, et seulement si, f |h. Par
récurrence nous pouvons décider si f divise h, et donc nous pouvons décider
si f divise g.

Supposons que R satisfait la condition de chaine des diviseurs. Soit
(f1) ⊆ (f2) ⊆ · · · une chaine ascendante d’idéaux principaux de R[X]. Nous
construisons un p tel que (fp) = (fp+1) par récurrence sur deg f1. Soit ai le
coefficient dominant de fi. Alors ai+1|ai pour chaque i > 1, donc il existe un
m tel que am|am+1. Si deg fm = deg fm+1, alors fm|fm+1 et nous avons ter-
miné. Sinon deg fm+1 < deg fm 6 deg f1, et nous considérons la suite des f qui
commence à fm+1. Par récurrence nous trouvons l’entier n tel que (fn) = (fn+1).

L’assertion (vi) résulte de (v) et (i).

Théorème 4.8 (Kronecker 1). Si R est un anneau à factorisation unique infini
avec un nombre fini d’unités, alors il en va de même pour R[X]. Donc R est
factoriel.

Démonstration. Soit k le corps de fractions de R. Soit f ∈ R[X] un polynôme
de degré n. Il suffit de construire un ensemble fini de polynômes qui contient
tous les diviseurs de f dont le degré est au plus n/2. Soient a0, . . . , am des
éléments distincts de R, avec n 6 2m. Comme R est un anneau à factorisation
unique avec un nombre fini d’unités, tout f(ai) non nul a un ensemble fini de
diviseurs. Si un f(ai) = 0, alors f = (X−ai)g et nous terminons par récurrence
sur n. Nous pouvons donc supposer que f(ai) 6= 0 pour tout i. Notez que si g|f ,
alors g(ai)|f(ai) pour tout i. Il y a seulement un nombre fini de suites b0, . . . , bm
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telles que bi divise f(ai) pour tout i. Par le théorème d’interpolation unique
(théorème II.5.5) nous avons pour chaque suite b0, . . . , bm un unique polynôme
g ∈ k[X] de degré au plus m tel que g(ai) = bi pour tout i. L’ensemble de ces
polynômes g est un ensemble fini de polynômes de k[X] qui contient tous les
diviseurs de f dans R[X] de degré au plus n/2. Enfin un polynôme g de degré
au plus n/2 est un diviseur de f si, et seulement si, g ∈ R[X] et f/g ∈ R[X], et
cela est décidable car R[X] est une partie détachable de k[X].

Le théorème «Kronecker 1 » montre que Z[X1, . . . , Xn] est factoriel pour
tout n. Avec le corolaire 2.6 nous voyons que Q[X1, . . . , Xn] est aussi factoriel.
Si k est un corps fini, alors k[X1, . . . , Xn] est factoriel, car un f ∈ k[X1, . . . , Xn]
n’a qu’un nombre fini de diviseurs. Cependant, les anneaux à factorisation
unique ne sont pas tous factoriels, comme le montre l’exemple 2.2.

Le théorème «Kronecker 1 » a pour hypothèse le fait que l’anneau R est
infini. Mais les anneaux à factorisation unique finis sont certainement factoriels.
Dans le théorème VI.6.8 nous allons éliminer l’hypothèse que l’anneau est fini
ou infini.

La clôture algébrique k de Q – voir le corolaire VI.2.5 – ainsi que l’anneau
des polynômes k[X] est un anneau à factorisation unique, donc k est factoriel.
Mais «Kronecker 1 » ne suffit pas pour démontrer que k[X] est factoriel comme
c’était le cas pour k = Q. Une autre astuce de Kronecker montre que R[X,Y ]
est un anneau à factorisation unique si R[X] en est un.
Théorème 4.9 (Kronecker 2). Si R est un anneau factoriel, alors il en va de
même pour R[X].
Démonstration. Pour m > 0, soit ϕm : R[X,Y ] → R[X] l’homomorphisme
d’anneaux qui est l’identité sur R[X] et qui envoie Y sur Xm. Soit ψ : R[X]→
R[X,Y ] l’application R-linéaire qui envoie Xn sur Y qXr où n = qm + r
et 0 6 r < m. Soit R[X,Y ]m l’ensemble des polynômes de R[X] dont le degré
en X est strictement plus petit que m. Alors :

ϕmψ est l’identité sur R[X],
ψϕm est l’identité sur R[X,Y ]m,

si a, b ∈ R[X,Y ] et ab ∈ R[X,Y ]m, alors a, b ∈ R[X,Y ]m.

Pour factoriser un polynôme f ∈ R[X,Y ] de degré en X inférieur à m, consultez
le nombre fini de factorisations (à des unités près) ϕm(f) = ab. Faites un test
pour voir si ψ(a)ψ(b) = f . Toute factorisation de f doit avoir cette forme.

Exercices

1. Montrer que X4+1 est irréductible sur Q[X] en utilisant les techniques de
«Kronecker 1 » et du corolaire 2.6. Utiliser «Kronecker 1 » pour factoriser
X4 + 4.
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2. Décomposer X4 + 4Y 4 en facteurs premiers sur l’anneau Z[X,Y ].
3. Utiliser «Kronecker 2 » avec le polynôme X2 + Y pour voir que même

si l’image ϕm(f) se factorise dans k[X], le polynôme de départ ne se
factorise pas nécessairement.

5 Notes
La condition de chaine des diviseurs est définie en termes de chaine ascen-

dante d’idéaux principaux I1 ⊆ I2 ⊆ · · · plutôt que de chaine (descendante)
d’éléments a1, a2, . . . vérifiant ai+1|ai pour tout i. Les deux versions sont équi-
valentes en présence de l’axiome du choix dépendant. La version avec les idéaux
nous permet de démontrer – dans ce chapitre et le chapitre VI – les propriétés
de base des anneaux principaux sans utiliser l’axiome du choix dépendant.

Dans les quasi-AFU, les anneaux principaux et les anneaux euclidiens, nous
ne savons pas nécessairement factoriser les éléments non nuls. Par contre nous
pouvons utiliser le théorème de factorisation partielle pour écrire des éléments
non nuls a1, . . . , an dans un quasi-AFU comme produits d’éléments deux à deux
premiers entre eux p1, . . . , pm.

Les théorèmes Kronecker 1 et 2 sont dans [Kronecker 1882]. Il fournissent les
algorithmes pour décomposer des polynômes sur les entiers (en plusieurs indé-
terminées) en produits de polynômes premiers. Nous ne sommes pas concernés
ici par l’efficacité de ces algorithmes.
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1 Diagonalisation des matrices
La théorie des modules sur un anneau principal est étroitement reliée à

la théorie des espaces vectoriels sur un corps et elle est presque identique à
la théorie des groupes abéliens, qui sont les modules sur l’anneau des entiers.
L’analogue d’un espace vectoriel de dimension finie est un module de présenta-
tion finie sur un anneau principal. Un module de présentation finie est donné
par une matrice. Dans cette section, nous démontrons quelques faits de base
concernant les matrices sur un anneau principal.

Une matrice A = (aij) de format m× n est dite diagonale si aij = 0 lorsque
i 6= j. Deux matrices A et B de format m × n sont équivalentes s’il y a une
matrice inversible C de format m×m et une matrice inversible D de format
n× n telles que A = CBD.

Lemme 1.1. Toute matrice sur un anneau principal est équivalente à une
matrice diagonale.

Démonstration. La clé du problème est donnée par la construction de certaines
matrices inversibles de format 2× 2. Si sa+ tb = d 6= 0 est le pgcd de a et b,
alors pour tous u, v il existe w, x tels que(

a b
u v

)
·
(
s −b/d
t a/d

)
=
(

d 0
w x

)
.
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En outre le facteur de droite est inversible puisque son déterminant est égal à 1.
De la même manière, si a et b sont dans une même colonne, nous multiplions à
gauche comme suit.(

s t
−b/d a/d

)
·
(
a u
b v

)
=
(
d w
0 x

)
.

Donc si a et b sont des entrées dans une même ligne (ou colonne) d’une matrice B,
nous pouvons multiplier la matrice B à droite (ou à gauche) par une matrice
inversible et obtenir ainsi aux positions occupées par a et b respectivement le
pgcd d et 0, ceci sans changer les entrées hors des lignes (colonnes) de a et b.

Étant donnée une matrice A nous allons la multiplier à gauche et à droite
par des matrices inversibles et obtenir une matrice diagonale. Si A = 0 c’est
terminé. Sinon par des échanges de lignes et de colonnes, nous pouvons amener
un élément non nul a1 dans le coin nord-ouest. En multipliant à droite par des
matrices inversibles nous remplaçons a1 par a2, le pgcd de tous les éléments
de la première ligne et nous annulons le reste de première ligne. De la même
manière par des multiplications à gauche nous pouvons remplacer a2 par a3, le
pgcd de tous les éléments qui se trouvent maintenant dans la première colonne,
et nous annulons le reste de première colonne. On continue en remplaçant
a3 par a4, le pgcd de tous les éléments qui se trouvent maintenant dans la
première ligne, et ainsi de suite. De cette manière, nous produisons une suite
(a1), (a2), . . . d’idéaux principaux telle que ai+1|ai pour chaque i. Donc, pour
un certain n, nous obtenons an|an+1. Cela signifie que an est un pgcd des
éléments de la première ligne (ou colonne), tandis que les éléments restants sur
la première colonne (ou ligne) sont nuls. Maintenant, revenant à l’étape n, par
des manipulations élémentaires de colonnes (lignes), nous pouvons annuler tous
les éléments de la première ligne (colonne) sans changer le première colonne
(ligne). Ainsi, excepté le coin nord-ouest, les premières ligne et colonne sont
nulles. Enfin, par récurrence sur la taille la matrice nous obtenons une matrice
diagonale.

Une matrice A = (aij) est en forme normale de Smith si elle est diagonale
et si aii|ai+1,i+1 pour tout i.

Théorème 1.2. Toute matrice sur un anneau principal est équivalente à une
matrice en forme normale de Smith.

Démonstration. D’après le lemme 1.1, il suffit de traiter le cas d’une matrice
diagonale. Soient a, b des éléments diagonaux non nuls et d = sa+ tb le pgcd
de a et b. Alors(

s t
−b/d a/d

)
·
(
a 0
0 b

)
·
(

1 −tb/d
1 sa/d

)
=
(
d 0
0 ab/d

)
.
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En utilisant de manière répétée cette observation nous pouvons ramener la
matrice à une forme diagonale dans laquelle le coefficient nord-ouest divise tous
les autres. On termine par récurrence sur la taille de la matrice.

Nous voulons montrer maintenant que toute matrice est équivalente à une
matrice en forme normale de Smith de manière essentiellement unique.

Étant donnée une matrice A, nous notons ∆i(A) l’idéal engendré par les
déterminants de toutes les sous-matrices carrées de taille i extraites de A.

Lemme 1.3. Soient A et B des matrices m × n équivalentes sur un anneau
intègre à pgcd R. Alors ∆i(A) = ∆i(B) pour tout i.

Démonstration. Il suffit de montrer que si C est une matrice inversible de
format m ×m, alors ∆i(CA) = ∆i(A). Les lignes de CA sont des combinai-
sons linéaires des lignes de A. Donc les déterminants des sous-matrices i × i
de CA sont des combinaisons linéaires des déterminants des sous-matrices
i× i de A. Donc ∆i(A) ⊇ ∆i(CA). Comme C est inversible, nous avons aussi
∆i(CA) ⊇ ∆i(C−1CA) = ∆i(A). Et donc ∆i(CA) = ∆i(A).

Théorème 1.4. Deux matrices en forme normale de Smith sur un anneau
intègre à pgcd sont équivalentes si, et seulement si, les éléments diagonaux
correspondants sont associés.

Démonstration. Soit D = (dij) une matrice en forme normale de Smith. On
vérifie facilement que ∆1(D) = (d11) et que ∆i(D) · (di+1,i+1) = ∆i+1(D) pour
chaque i 6 m− 1. Ainsi les éléments diagonaux de D sont déterminés, à une
unité près, par les idéaux ∆i(D). Le lemme 1.3 nous dit que cela implique que si
deux matrices en forme normale de Smith sont équivalentes alors leurs éléments
diagonaux sont associés.

Exercices

1. Trouver une matrice en forme normale de Smith sur Z qui est équivalente à
la matrice  1 2 3

4 5 6
7 8 9

 .

2. Un anneau de valuation 1 est un anneau commutatif tel que pour tous
éléments a et b, on a (a) ⊆ (b) ou (b) ⊆ (a). Montrer que toute matrice sur
un anneau de valuation est équivalente à une matrice en forme normale
de Smith.

1. NdT. Valuation ring. Il s’agit ici des anneaux de valuation au sens de Kaplansky ;
Bourbaki réclame qu’un anneau de valuation soit intègre.
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3. Montrer qu’une matrice carrée sur Z est inversible si, et seulement si,
elle est un produit de matrices élémentaires.

4. Montrer qu’une matrice carrée sur Z a son déterminant égal à 1 si, et
seulement si, elle est un produit de matrices élémentaires correspondant
aux manipulations élémentaires de type (iii). Idée :(

−1 0
0 −1

)
=
(

1 0
2 1

)
·
(

1 −1
0 1

)
·
(

1 0
2 1

)
·
(

1 −1
0 1

)
.

2 Modules de présentation finie
SoitM un module sur un anneau commutatif R. Une présentation finie deM

est un triplet (M , (x1, . . . , xn), A), où x1, . . . , xn est un système générateur fini
de M et A est une matrice m× n d’éléments de R dont les lignes engendrent le
module des relations entre les xi. Ainsi pour chaque élément (α1, . . . , αn) ∈ Rn
nous avons α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 si, et seulement si, (α1, . . . , αn) = vA pour
un v ∈ Rm. Nous pouvons identifier un module de présentation finie avec sa
présentation finie.

La matrice A contient toute l’information sur la structure du module M .
Étant donné le module M , la matrice A dépend du choix des généra-
teurs x1, . . . , xn de M et du choix des générateurs du module des relations.
Si M ' R/(r1)⊕ · · · ⊕R/(rn), nous obtenons une matrice diagonale A pourM ;
inversement, si nous pouvons obtenir une matrice diagonale A pour M , alors
nous avons montré que M est une somme directe de modules cycliques. Il nous
importe donc d’examiner comment on peut passer d’une matrice de présentation
pour M à une autre.

Soit (M , (x1, . . . , xn), A) un R-module de présentation finie. Alors (M ,
(x1, . . . , xn), B) est un R-module de présentation finie si, et seulement si, les
lignes de B engendrent le même sous-module de Rn que les lignes de A ; cela
se produit si B = FA pour une matrice F inversible de taille m. Que se
passe-t-il pour la matrice des relations A d’un module de présentation finie
(M , (x1, . . . , xn), A) quand nous changeons le système générateur (x1, . . . , xn) ?

Théorème 2.1. Soit (M , (x1, . . . , xn), A) un module de présentation finie sur
un anneau commutatif R et soit E une matrice inversible de taille n sur R.
Alors (M , (x1, . . . , xn), A) = (M , (x1, . . . , xn)Et, AE−1).

Démonstration. Notons (y1, . . . , yn)t = E(x1, . . . , xn)t. Clairement y1, . . . , yn
engendrent M . En outre les propriétés suivantes sont équivalentes.

(r1, . . . , rn)E−1(y1, . . . , yn)t = (r1, . . . , rn)(x1, . . . , xn)t = 0,
(r1, . . . , rn) = (s1, . . . , sm)A pour un (s1, . . . , sm),

(r1, . . . , rn)E−1 = (s1, . . . , sm)(AE−1).
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Donc le module des relations entre les yi est engendré par les lignes de AE−1.

Corolaire 2.2. Soient A une matrice m× n sur un anneau commutatif R et
(M , (x1, . . . , xn), A) un R-module de présentation finie. Soient E une matrice
inversible n × n sur R et F une matrice inversible m × m sur R. Alors (M ,
(x1, . . . , xn), A) = (M , (x1, . . . , xn)Et, FAE−1).

Démonstration. Comme les lignes de FAE−1 engendrent le même module que
celles de AE−1, le corolaire est une conséquence immédiate du théorème 2.1.

Théorème 2.3 (théorème de structure). Soit M un module de présentation
finie sur un anneau principal R. Alors il existe des idéaux principaux I1 ⊇ I2 ⊇
· · · ⊇ In tels que M est isomorphe à la somme directe R/I1⊕R/I2⊕· · ·⊕R/In.

Démonstration. Soit (M , (x1, . . . , xn), A) une présentation finie de M . D’après
le théorème 1.4, on a des matrices inversibles E et F telles que la matrice
D = FAE−1 est en forme normale de Smith. D’après le corolaire 2.2, nous
avons

(M, (x1, . . . , xn), A) = (M, (x1, . . . , xn)Et, D).
Si (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)Et, alors M = Ry1 ⊕ · · · ⊕ Ryn et Ryi ' R/Ii
avec Ii = (dii).

La décomposition obtenue dans le théorème 2.3 est essentiellement unique
sur n’importe quel anneau commutatif.

Théorème 2.4. Soient R un anneau commutatif,m 6 n des entiers strictement
positifs, et I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Im et J1 ⊇ J2 ⊇ · · · ⊇ Jn des idéaux de R. Supposons
qu’un R-module M soit isomorphe à

⊕m
i=1 R/Ii et à

⊕n
j=1 R/Jj . Alors

(a) J1 = J2 = · · · = Jn−m = R.
(b) Ii = Jn−m+i pour i = 1, . . . ,m.

Démonstration. Pour démontrer (a) il suffit de voir que si m < n, alors J1 = R.
Soit S = R/J1. Alors

Sn =
⊕n

j=1
R/(Jj + J1) 'M/(J1M) '

⊕m

i=1
R/(Ii + J1)

comme S-modules. Nous avons une application linéaire surjective de Sm sur⊕m
i=1 R/(Ii + J1), donc de Sm sur Sn, donc S = 0 d’après le théorème II.7.5.
Puisque (a) est valide, nous pouvons supposer quem = n. Pour démontrer (b)

il suffit, par symétrie, de voir que Ik ⊆ Jk pour k = 1, . . . , n. Soit x ∈ Ik. Alors⊕n

j=1
R/(Jj : x) ' xM '

⊕n

i=k+1
R/(Ii : x)

où (K : x) = { r ∈ R : rx ∈ K }. En appliquant (a) à xM nous obtenons
(J1 : x) = (J2 : x) = · · · = (Jk : x) = R. Donc x ∈ Jk.
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Exercices

1. Montrer qu’un groupe abélien de présentation finie est une somme directe
d’un nombre fini de groupes cycliques finis ou infinis.

2. Donner un exemple brouwerien d’un groupe cyclique qui n’est ni fini ni
infini.

3. Montrer que si une matrice m × n sur un anneau commutatif R a un
inverse à gauche et si m < n, alors R = 0.

4. Soit H un sous-groupe détachable d’un groupe abélien libre (un Z-module
libre) sur un ensemble discret. Montrer que pour chaque h ∈ H il existe
un x ∈ H tel que h ∈ 〈x〉 et H/〈x〉 est un sous-groupe détachable d’un
groupe abélien libre sur un ensemble discret.

5. Utilisez l’exercice 4 pour montrer qu’un sous-groupe détachable d’un
groupe abélien libre sur un ensemble discret dénombrable est un groupe
abélien libre sur un ensemble discret dénombrable. (Construire des géné-
rateurs xi pour H par récurrence de façon à ce que H/〈x1, . . . , xn−1〉
soit un sous-groupe détachable d’un groupe abélien libre sur un ensemble
discret dénombrable pour chaque n > 1.)

3 Modules de torsion, p-composantes,
diviseurs élémentaires

Soit M un module sur un anneau intègre discret R. Le sous-module de
torsion τ(M) de M est défini comme τ(M) = {m ∈ M : am = 0 pour un
a 6= 0 }. On voit facilement que τ(M) est un sous-module de M . Si τ(M) = M ,
alors nous disons que M est un module de torsion. Si d est un élément non nul
de R et si dM = 0, alors nous disons que M est annulé par d.
Théorème 3.1. Soit M un module de présentation finie sur un anneau prin-
cipal R. Alors le sous-module de torsion τ(M) est un sous-module de pré-
sentation finie détachable de M , et M ' τ(M) ⊕ Rn pour un n. De plus
{ d ∈ R : dτ(M) = 0 } est un idéal principal non nul.

Démonstration. D’après le théorème 2.3, il existe des idéaux principaux I1 ⊇
I2 ⊇ · · · ⊇ Im tels que M est isomorphe à la somme directe R/I1⊕R/I2⊕· · ·⊕
R/Im. Si Ik = 0 pour chaque k, les conclusions sont claires. Sinon nous trouvons
un k tel que Ik 6= 0 et Ii = 0 pour i > k. On a alors τ(M) ' R/I1 ⊕ · · · ⊕R/Ik
et M ' τ(M)⊕Rm−k. De plus Ik = { d ∈ R : dτ(M) = 0 }.

Soit M un module sur un anneau commutatif R, et soit d ∈ R. Alors la
d-composante de M est définie par Md = {m ∈ M : dkm = 0 pour un k }.
Nous vérifions facilement que Md est un sous-module de M . Observons que
Ma +Mb ⊆Mab pour tous a, b ∈ R et que Man = Ma pour tout n > 0.
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Lemme 3.2. Soient M un module sur un anneau commutatif R, et a et b des
éléments étrangers de R. Alors Mab = Ma ⊕Mb, et si M est de type fini, la
projection de Mab sur Ma est réalisée par la multiplication par un élément de R.
Le module Mab est cyclique si, et seulement si, les sous-modules Ma et Mb sont
cycliques.

Démonstration. Pour montrer que Mab = Ma ⊕Mb, il suffit de voir que K =
Ka ⊕Kb pour chaque sous-module de type fini de Mab. Nous pouvons donc
supposer que M est de type fini. Dans ce cas on a akbkMab = 0 pour un entier
strictement positif k.

Il existe s et t ∈ R tels que sak + tbk = 1. Soit πa = tbk et πb = sak. Alors
(i) πaMab ⊆Ma et πbMab ⊆Mb,

(ii) πaMb = 0 et πbMa = 0,
(iii) πax = x pour x ∈Mb et πbx = x pour x ∈Ma,

donc Mab = Ma ⊕Mb et la multiplication par πa donne la projection de Mab

sur Ma.
Si Mab = Rx, alors Ma est engendré par πax et Mb est engendré par πbx.

Inversement, supposons que Ma = Ry et Mb = Rz, et posons x = y + z. Alors
y = πax ∈ Rx et z = πbx ∈ Rx, donc Mab = Rx.

Théorème 3.3. Soit M un module sur un anneau commutatif. Soit a =
p1
e1 · · · pmem , où les pi sont deux à deux étrangers. Alors Ma = Mp1 ⊕ · · · ⊕

Mpm , et si M est de type fini, la projection de Ma sur Mpi est réalisée par la
multiplication par un élément de l’anneau.

Démonstration. Appliquer le lemme 3.2 de manière répétée.

Si p est premier dans un anneau intègre discret R, alors un R-module M
est dit p-primaire si Mp = M . Si dM = 0 pour un élément d non nul R qui est
un produit de puissances d’éléments deux à deux étrangers, alors nous pouvons
décomposer M en une somme directe de sous-modules primaires 1 d’après le
théorème 3.3.
Théorème 3.4. Soient R un anneau principal, p un élément premier dans R,
et M un R-module p-primaire de présentation finie. Alors M est isomorphe à
une somme directe finie de R-modules, tous de la forme R/(pn) pour un n > 0.
Démonstration. D’après le théorème de structure (théorème 2.3), M est iso-
morphe à une somme directe finie de R-modules, tous de la forme R/I pour un
idéal principal I. Comme M est p-primaire, chaque I contient une puissance
strictement positive de p. Si pm ∈ I = (a), alors pm = ab. Comme p est premier,
nous pouvons écrire a = upn où u est inversible ; donc I = (pn).

1. NdT. En fait, si la terminologie «p-primaire » renvoie bien au cas des éléments p
premiers, le théorème 3.3 donne un résultat un peu moins fort : si dM = 0, alors M est la
somme directe de ses pi-composantes pour les pi définis précédemment.
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Les puissances de p dans le théorème 3.4 sont appelées les diviseurs élé-
mentaires de M . Lorsque M peut être écrit comme une somme directe de
sous-modules primaires, que l’on appelle ses composantes primaires, les divi-
seurs élémentaires de M sont les diviseurs élémentaires de ces sous-modules
primaires de M .

Exercices

1. Donnez les composantes primaires du groupe abélien Z/12Z.
2. Soient R un domaine de Bézout et p premier dans R. Montrer que R/(pm)

est un anneau de valuation. Démontrer le théorème 3.4 lorsque R est un
domaine de Bézout.

4 Transformations linéaires
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps discret k, et

soit T : V → V une transformation linéaire 1. Nous pouvons faire de l’espa-
ce vectoriel V un module sur k[X] en définissant Xv = T (v) pour v ∈ V .
D’après le théorème de Cayley-Hamilton, le k[X]-module V est annulé par le
polynôme caractéristique de T . Nous allons montrer que le k[X]-module V est
de présentation finie.

Lemme 4.1. Soient V un espace vectoriel sur un corps discret k de base
u1, . . . , un et T : V → V une transformation linéaire telle que T (ui) =

∑
ajiuj .

Soit e1, . . . , en une base pour k[X]n, et définissons l’application k[X]-linéaire
ϕ : k[X]n → V qui envoie

∑
fi(X)ei sur

∑
fi(T )ui. Définissons di ∈ k[X]n par

di = Xei −
∑n

j=1
ajiej .

Alors kerϕ est un k[X]-module libre de base d1, . . . , dn.

Démonstration. De manière évidente on a d1, . . . , dn ∈ kerϕ. Supposons que
g1e1 + · · ·+ gnen ∈ kerϕ, avec les gi ∈ k[X]. En utilisant les relations Xei =
di +

∑n
j=1 ajiej , nous pouvons écrire

g1e1 + · · ·+ gnen = h1d1 + · · ·+ hndn + b1e1 + · · ·+ bnen,

avec les bi ∈ k. Donc b1e1 + · · · + bnen ∈ kerϕ, d’où b1u1 + · · · + bnun = 0.
Comme u1, . . . , un est une base du k-espace vectoriel V , cela implique que
chaque bi = 0. Par suite d1, . . . , dn engendrent kerϕ.

Si h1d1 + · · ·+ hndn = 0, alors
∑n
i=1 hiXei =

∑n
i=1
∑n
j=1 hiajiej et donc

hjXej =
∑n
i=1 hiajiej pour chaque j. Si un hi est non nul, nous pouvons

1. NdT. Une application linéaire d’un espace vectoriel vers lui-même.
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supposer que le degré de h1 est maximal parmi les degrés de h1, . . . , hn. Mais
cela est impossible car h1X =

∑n
i=1 hia1i. Donc d1, . . . , dn sont linéairement

indépendants.

D’après le théorème 2.3, le k[X]-module V peut être écrit sous la forme V =
C1⊕· · ·⊕Cs, où les Ci sont des k[X]-modules cycliques, isomorphes à k[X]/(fi)
pour des polynômes unitaires non nuls fi, avec fi qui divise fi+1 pour i =
1, . . . , s − 1. Le polynôme fs engendre l’idéal { g ∈ k[X] : gV = 0 } = { g ∈
k[X] : g(T ) = 0 }, et il est appelé le polynôme minimal de la transformation
linéaire T . D’après le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme minimal de T
divise le polynôme caractéristique de T ; les deux polynômes sont égaux si, et
seulement si, V est un k[X]-module cyclique.

Si λ est un zéro du polynôme caractéristique de T , nous disons que λ est
une valeur propre de T . Si λ est une valeur propre de T , il existe un élément
non nul v de V , appelé un vecteur propre de T , avec (T − λ)v = 0, c’est-à-dire
Tv = λv. Ainsi X − λ doit diviser le polynôme minimal de T , et donc λ est
aussi une racine du polynôme minimal de T .

La décomposition de V en une somme directe de k[X]-modules cycliques
fournit une base de V comme espace vectoriel sur k par rapport à laquelle la
transformation linéaire T a une forme canonique. Soit ci un générateur de Ci
comme k[X]-module, et soit m le degré de fi. Alors ci, Xci, . . . , Xm−1ci est une
base de Ci comme espace vectoriel sur k. En notant fi = Xm−bi,1Xm−1−· · ·−
bi,m, la matrice de la restriction de T à Ci pour la base ci, Xci, . . . , Xm−1ci est

Bi =



0 0 · · · 0 bi,m
1 0 · · · 0 bi,m−1
0 1 · · · 0 bi,m−2
...

...
...

...
0 0 · · · 0 bi,2
0 0 · · · 1 bi,1


.

La matrice Bi est appelée la matrice compagne 1 de fi. Notez que fi est le
polynôme caractéristique de Bi. En prenant une telle base pour chaque Ci, nous
obtenons une base pour k par rapport à laquelle la matrice de T a la forme

B1
B2

. . .
Bs


où Bi est la matrice compagne de fi. Cette matrice est appelée la forme cano-
nique rationnelle 2 de T . On voit immédiatement que le polynôme caractéristique

1. NdT. Companion matrix.
2. NdT. On dit parfois : forme réduite de Frobenius.
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de cette matrice est égal à f1f2 · · · fs.

Théorème 4.2 (forme canonique de Jordan). Soit T une transformation linéaire
d’un espace vectoriel de dimension finie V sur un corps discret k, telle que le
polynôme caractéristique de T est un produit de facteurs linéaires. Alors nous
pouvons trouver une base de V relativement à laquelle la matrice de T a la
forme

A =


J1

J2
. . .

Jr


où chaque matrice Ji est une matrice m×m de la forme

J(m,λ) =



λ 0 · · · 0 0
1 λ · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · λ 0
0 0 · · · 1 λ


.

pour certains m et certains λ. La diagonale de A, c’est-à-dire la matrice A dans
laquelle on annule les coefficients hors de la diagonale, peut être écrite comme
un polynôme en A.

Démonstration. D’après le théorème 3.3, nous pouvons écrire le k[X]-module V
comme une somme directe de modules primaires VX−λ, et le théorème 3.4
nous dit que VX−λ est une somme directe de modules, chacun isomorphe à
un k[X]/((X − λ)m) pour un m. Ce dernier module a une base sur k de la
forme 1, (X − λ), . . . , (X − λ)m−1, et relativement à cette base la matrice de la
restriction de T à VX−λ est de la forme J(m,λ). En réalisant cette construction
sur chaque VX−λ, nous obtenons une base relativement à laquelle la matrice
de T a la forme voulue A. La diagonale de A est un polynôme en A parce que,
d’après le théorème 3.3, les projections de V sur les VX−λ sont données par des
polynômes en A.

Une matrice J(m,λ) dans la décomposition de Jordan est appelée un bloc
de Jordan.

Nous disons que la transformation linéaire T : V → V est diagonalisable
si V admet une base de vecteurs propres de T . Ainsi T est diagonalisable si, et
seulement si, il existe une base de V relativement à laquelle la matrice de T est
diagonale. Nous pouvons exprimer le fait que T est diagonalisable en termes du
polynôme minimal de T .
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Théorème 4.3. Soit T une transformation linéaire d’un espace vectoriel de
dimension finie V sur un corps discret k. Alors T est diagonalisable si, et
seulement si, le polynôme minimal de T est un produit de facteurs linéaires
unitaires deux à deux distincts.

Démonstration. Si λ1, . . . , λm sont les coefficients diagonaux d’une matrice
diagonale qui représente T , alors clairement le polynôme minimal de T est
(X − λ1)(X − λ2) · · · (X − λm). Inversement, si le polynôme minimal de T est
(X − λ1)(X − λ2) · · · (X − λm) avec les λi distincts, alors V admet une base de
vecteurs propres de T d’après le théorème 3.3.

Deux matrices diagonales commutent toujours, donc il n’y a pas d’espoir
d’obtenir une base par rapport à laquelle deux transformations linéaires T1 et T2
ont chacune une matrice diagonale, à moins que T1 et T2 commutent. Cette
condition s’avère être suffisante.

Théorème 4.4. Soient T1 et T2 deux transformations linéaires d’un espace
vectoriel de dimension finie V sur un corps discret k. Supposons que T1 et T2
commutent. Si V admet des bases de vecteurs propres pour T1 et pour T2, alors
V admet une base dont les éléments sont des vecteurs propres communs à T1
et T2.

Démonstration. Notons V iλ = ker(Ti − λ) le sous-espace de V dont les éléments
non nuls sont les vecteurs propres de Ti avec la valeur propre λ. Alors pour
i = 1, 2, l’espace vectoriel V est une somme directe de sous-espaces V iλ lorsque λ
parcourt les valeurs propres de Ti. Comme T2 commute avec T1−λ, le sous-espace
V 1
λ est invariant par T2, donc aussi par la projection de V sur V 2

µ , car celle-ci est
un polynôme en T2. Par suite V 1

λ =
∑
µ V

1
λ ∩ V 2

µ , donc V =
∑
λ,µ V

1
λ ∩ V 2

µ .

Exercice

1. Montrer que la forme canonique de Jordan d’une transformation linéaire
est unique en ce sens que pour chaque couple (m,λ), le nombre de blocs
de Jordan J(m,λ) qui apparaissent est invariant (indépendant de la base
choisie).

5 Notes
La forme normale de Smith pour les matrices sur Z remonte à [Smith 1861].

Les éléments diagonaux sont appelés les facteurs invariants ; le théorème 1.4
donne la raison de cette terminologie.

La condition de chaine ascendante est utilisée dans le lemme 1.1 pour
diagonaliser une matrice. La question de savoir si cette condition est réellement
nécessaire, ou si au contraire toutes les matrices sur les domaines de Bézout sont



138 Chapitre V. Anneaux principaux

diagonalisables, a été un supplice de Tantale pour beaucoup de gens pendant
de nombreuses années 1.

Les démonstrations usuelles de l’unicité de la décomposition d’un module
sur un anneau principal en une somme directe de modules cycliques utilisent des
décompositions en facteurs premiers, malgré le fait que Kaplansky a démontré le
théorème 2.4 plus général en 1949 (en utilisant deux raisonnements par l’absurde).
Comme nous ne savons pas nécessairement factoriser complètement les éléments
d’un anneau principal, nous avons été conduit à redécouvrir le théorème meilleur
(celui de Kaplansky). Le théorème de factorisation partielle (théorème IV.1.8) a
été formulé pour donner une version constructive du théorème moins bon 2.

1. NdT. Le théorème a été étendu à de nombreuses classes de domaines de Bézout. La
plus simple est celle des domaines de Bézout de dimension 1.

2. NdT. D’une part, on voit facilement que le théorème de factorisation partielle implique
l’unicité dans le cas de l’existence d’une décomposition en facteurs premiers. D’autre part,
dans la plupart des démonstrations en mathématiques classiques qui utilisent le fait qu’un
anneau principal est un anneau à factorisation unique, on peut utiliser comme substitut
constructif le théorème de factorisation partielle.
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1 Extensions entières et anneaux impotents
Soit R un sous-anneau d’un anneau commutatif E. Un élément de E est

dit entier sur R s’il annule un polynôme unitaire de R[X]. La clôture intégrale
de R dans E est l’ensemble des éléments de E qui sont entiers sur R. Si tout
élément de E est entier sur R, nous disons que E est une extension entière
de R ou simplement qu’il est entier sur R. Si R est égal à la clôture intégrale
de R dans E, nous disons que R est intégralement clos dans E. Si R est un
corps, le mot entier dans les définitions précédentes peut être remplacé par le
mot algébrique. Nous allons montrer que la clôture intégrale de R dans E est
un sous-anneau de E. Nous établissons tout d’abord un lemme.

Lemme 1.1. Soient R ⊆ E des anneaux commutatifs. Si α ∈ E annule un
polynôme unitaire f de degré n sur R, alors l’anneau R[α] est engendré par
1, α, . . . , αn−1 comme R-module.

139
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Démonstration. Si β ∈ R[α], on a β = g(α) pour un g ∈ R[X]. D’après
l’algorithme de division (théorème II.5.2), on a des polynômes q et r ∈ R[X] tels
que deg r 6 n− 1 et g = qf + r. Alors β = g(α) = r(α) est une combinaison R-
linéaire de 1, α, . . . , αn−1.

Rappelons que l’on dit qu’un R-module M est fidèle lorsque rM = 0
implique r = 0.

Théorème 1.2. Soient E un anneau commutatif, R un sous-anneau de E,
n ∈ N∗ et α ∈ E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) α annule un polynôme unitaire de degré n sur R.
(ii) R[α] est engendré par n éléments comme R-module.
(iii) Il existe un sous-R-module fidèle M de E, engendré par n éléments, tel

que αM ⊆M.

Démonstration. Supposons (i), alors R[α] est engendré par 1, α, . . . , αn−1. Sup-
posons (ii), alors M = R[α] vérifie (iii). Supposons que (iii) est vérifié et que
m1, . . . ,mn engendrent M . Écrivons αmj =

∑
rijmi avec des rij ∈ R. Soit f le

polynôme caractéristique de la matrice {rij}. Alors f(α)mj = 0 pour chaque j
d’après le lemme II.7.6, donc f(α) = 0 parce que M est fidèle.

Corolaire 1.3. Si β annule un polynôme unitaire de degré n sur R et
si α ∈ R[β], alors α annule un polynôme unitaire de degré n sur R.

Démonstration. Appliquer le théorème 1.2 avec M = R[β].

Corolaire 1.4. Si α est entier sur R et si β est entier sur R[α], alors R[α, β]
est entier sur R. Donc les éléments de E entiers sur R forment un sous-anneau
de E.

Démonstration. D’après le théorème 1.2, R[α] est un R-module de type fini,
et R[α, β] est un R[α]-module de type fini. D’après le théorème II.4.3, R[α, β]
est un R-module (fidèle) de type fini, donc le théorème 1.2 dit que R[α, β] est
entier sur R.

Corolaire 1.5. Soient R ⊆ E ⊆ F des anneaux commutatifs avec E entier
sur R. Alors tout élément de F entier sur E est entier sur R. Si E est une
extension de type fini de R, alors E est un R-module de type fini.

Démonstration. Démontrons d’abord le second point. Soit E = R[a1, . . . , an].
Alors R[a1] est un R-module de type fini d’après le lemme 1.1, et E est un
R[a1]-module de type fini par récurrence sur n. Donc E est un R-module de
type fini d’après le théorème II.4.3. Pour démontrer le premier point, nous
pouvons supposer que E est de type fini. Si α ∈ F est entier sur E, il y a
un sous-E-module fidèle de type fini M de F tel que αM ⊆ M . Mais M est
un R-module de type fini d’après le théorème II.4.3, donc α est entier sur R.
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Le corolaire 1.5 montre que la clôture intégrale de R dans E est intégralement
close dans E. Un anneau intègre discret est dit intégralement clos s’il est
intégralement clos dans son corps de fractions.
Théorème 1.6. Tout anneau intègre à pgcd est intégralement clos.
Démonstration. Tout élément du corps de fractions de R peut être écrit sous
la forme u/v avec u et v premiers entre eux dans R. Soit f(X) = Xn +
an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0 un polynôme unitaire de R[X] tel que f(u/v) = 0.
Alors vnf(u/v) = 0 donc v|un. Comme u et v sont premiers entre eux, v divise
u, i.e. u/v ∈ R.

Rappelons qu’un anneau commutatif E est impotent si
(i) an = 0 avec n > 0 implique a = 0, et
(ii) a2 = a implique a = 0 ou a = 1.

La condition (i), qui est équivalente à «a2 = 0 implique a = 0 », dit que
l’anneau E est réduit. La condition (ii) dit que les seuls éléments idempo-
tents de E sont 0 et 1. Tout corps de Heyting est un anneau impotent. Nous
allons montrer que si E est une extension impotente d’un corps discret k,
alors les éléments de E algébriques sur k forment un corps discret. Comme les
nombres complexes forment un corps de Heyting, cela implique que les nombres
algébriques forment un corps discret.
Lemme 1.7. Soient a et b des éléments d’un anneau impotent tels que a+b = 1
et ab = 0. Ou bien a = 0 et b = 1, ou bien a = 1 et b = 0.
Démonstration. Multiplions l’équation a+b = 1 par b ; vu l’égalité ab = 0, nous
avons b2 = b. Comme l’anneau est impotent, cela donne b = 0 ou b = 1.

Lemme 1.8. Soient E un anneau impotent, k un sous-anneau de E et α ∈ E.
Si f, g ∈ k[X] sont étrangers et si f(α)g(α) = 0, alors f(α) ou g(α) est inversible,
donc ou bien g(α) = 0 ou bien f(α) = 0.
Démonstration. Comme f et g sont étrangers, on a s, t ∈ k[X] tels que
s(α)f(α) + t(α)g(α) = 1. D’après le lemme 1.7 on a s(α)f(α) = 1 ou
t(α)g(α) = 1. Par suite f(α) ou g(α) est inversible, et l’autre est nul.

Théorème 1.9. Soient E un anneau impotent et k un sous-corps discret de E.
Si α ∈ E est algébrique sur k, k[α] est un corps discret. Par suite l’ensemble
des éléments de E algébriques sur k est un corps discret.
Démonstration. Soit γ ∈ k[α]. Nous pouvons supposer que k[α] = E, et nous
allons montrer que γ est inversible ou nul. D’après le corolaire 1.4, γ est
algébrique sur k. On a donc un polynôme unitaire g ∈ k[X] tel que g(γ) = 0.
Écrivons g(X) = Xmh(X) avec h(0) 6= 0. D’après le lemme 1.8, ou bien γm est
inversible, et donc γ est inversible, ou bien γm = 0, et γ = 0 parce que E est
impotent.
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Corolaire 1.10. Soient k ⊆ K = k(x1, . . . , xn) des corps discrets. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) K est algébrique sur k,
(ii) x1, . . . , xn sont algébriques sur k,
(iii) K est un espace vectoriel de type fini sur k.

Dans ce cas on a
(iv) K = k[x1, . . . , xn].

Démonstration. Clairement (i) implique (ii).
Supposons (ii). Pour démontrer (iii), il suffit de démontrer que k(x1, . . . , xi)

est un espace vectoriel de type fini sur k(x1, . . . , xi−1) pour chaque i. Comme xi
est algébrique sur k, il est entier sur k(x1, . . . , xi−1) ; le résultat découle alors
du théorème 1.2.

Le théorème 1.2 montre que (i) découle de (iii). Enfin supposons (i). Alors
k[x1, . . . , xn] est un corps d’après le théorème 1.9, donc (iv) est vérifié.

En fait, lorsque la condition (iv) du corolaire 1.10 est vérifiée, il en va de
même pour les autres conditions ; ce résultat est parfois appelé le Nullstellensatz
faible. Nous démontrons un résultat un peu plus fort.

Théorème 1.11. Soient R ⊆ S = R[x1, . . . , xn] des anneaux commutatifs
discrets avec unités détachables. Alors S est entier sur R, ou S contient un
élément non nul non inversible, ou R contient un élément non nul non inversible.

Démonstration. Il suffit de démontrer que pour chaque i, xi est entier sur R,
ou S contient un élément non nul non inversible, ou R contient un élément non
nul non inversible. Notons

R(xi) = { fg−1 : f, g ∈ R[xi] et g est inversible dans S }.

Alors l’anneau R(xi) a ses unités détachables, donc par récurrence sur n nous
pouvons supposer que S est entier sur R(xi). En prenant une puissance du
produit des dénominateurs qui apparaissent dans les coefficients des poly-
nômes unitaires annulés par les xj sur R(xi), nous construisons un polynôme
β ∈ R[X] tel que β(xi) est inversible dans S et β(xi)xj est entier sur R[xi]
pour chaque j. Nous pouvons supposer que β est unitaire, ou alors que son
coefficient dominant est non nul non inversible dans R. Nous pouvons supposer
que xi est inversible dans S et, en multipliant par X si nécessaire, nous pouvons
supposer que β est non constant. Tout élément de S peut être multiplié par
une puissance de β(xi) pour en faire un élément entier sur R[xi]. En particulier,
ou bien 1 − β(xi) = 0, auquel cas xi est entier sur R, ou bien 1 − β(xi) est
un élément non nul non inversible de S, ou bien il existe un m tel que l’élé-
ment α(xi) = β(xi)m(1− β(xi))−1 est entier sur R[xi], et donc est une racine
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d’un polynôme unitaire f(X) ∈ R[xi][X]. En multipliant f(α(xi)) = 0 par
(1− β(xi))d, où d est le degré de f , nous obtenons

β(xi)md = g(xi)(1− β(xi)).

Comme β(X)md et 1−β(X) sont étrangers dans R[X], on a (1−β(xi))h(xi) = 1
pour un h ∈ R[X], et donc xi annule le polynôme (1− β(X))h(X)− 1. Ou bien
le coefficient dominant de ce polynôme est un élément non nul non inversible
de R, ou bien xi est entier sur R.

Voici maintenant la forme la plus familière du Nullstellensatz faible.
Corolaire 1.12. Soient k ⊆ K = k[x1, . . . , xn] des corps discrets. Alors K est
algébrique sur k.
Démonstration. Les corps discrets K et k n’ont pas d’éléments non nuls non
inversibles, donc K est algébrique sur k d’après le théorème 1.11.

Si E est un anneau commutatif qui contient un corps discret k et qui est
de dimension finie sur k, tout α ∈ E est entier sur k d’après le théorème 1.2.
Donc k[α] est un espace vectoriel de type fini sur k parce qu’il est engendré
par 1, α, . . . , αn−1 pour un certain n > 0. Comme nous pouvons décider si les
éléments 1, α, . . . , αm sont linéairement indépendants ou pas, nous pouvons
construire un polynôme unitaire f ∈ k[X] de degré minimum tel que f(α) = 0.
Si g(α) = 0 pour un g ∈ k[X], alors f divise g. En effet, le reste r de la
division de g par f est nul parce qu’il vérifie r(α) = 0 et deg(r) < deg(f). Ainsi
k[α] ' k[X]/(f(X)). Le polynôme f est appelé le polynôme minimal de α sur k.

En particulier, lorsqu’un anneau k[α] est un espace vectoriel de dimension
finie sur un corps discret k, l’élément α possède un polynôme minimal f et
k[α] ' k[X]/(f(X)).

Si E est impotent, le théorème 1.13 montre que f est irréductible.
Théorème 1.13. Soient E un anneau commutatif, k un sous-corps discret
de E et α ∈ E. Si α annule un polynôme f irréductible sur k, alors k[α] est
un k-espace vectoriel de dimension finie et f est le polynôme minimal de α
sur k. Si E est impotent et si k[α] est contenu dans un sous-k-espace vectoriel
de dimension finie de E, alors α annule un polynôme irréductible sur k.
Démonstration. Si α annule un polynôme irréductible de degré n sur k, alors
1, α, . . . , αn−1 est une base de k[α] sur k. Inversement, supposons que E est
impotent et que V est un sous-k-espace vectoriel de dimension finie de E qui
contient k[α]. Alors le théorème 1.2 nous dit que α est entier sur k et et que k[α]
est un k-espace vectoriel de type fini, donc k[α] est de dimension finie d’après
le corolaire II.6.3. Soit alors f le polynôme minimal de α sur k. Montrons qu’il
est irréductible. Notons que d’après le théorème 1.9, l’anneau k[α] est un corps
discret. Donc, si f = gh, ou bien g(α) = 0, ou bien h(α) = 0. Mais g(α) = 0
implique que g est un multiple de f . Ainsi f est irréductible.
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Exercices

1. Soient R ⊆ E des anneaux commutatifs avec E entier sur R et soit I un
idéal de R. Montrer que si α ∈ IE, alors il existe des éléments ri ∈ Ii
tels que αn + r1α

n−1 + · · ·+ rn = 0. En déduire que R ∩ IE ⊆
√
I 1.

2. SoitK une extension finie deQ. Montrer qu’un élément deK est entier sur
Z si, et seulement si, son polynôme minimal sur Q a tous ses coefficients
dans Z. Montrer que la clôture intégrale de Z dans Q(i) est Z[i] (l’anneau
des entiers de Gauss est la clôture intégrale de Z dans le corps des
nombres de Gauss).

3. Dans un anneau arbitraire, montrer que si a = 0 chaque fois que a2 = 0,
alors a = 0 chaque fois que an = 0 pour un n > 0.

4. Montrer que les corps de Heyting et les corps par négation sont des
anneaux impotents.

5. Soient k l’anneau des entiers modulo 2, E = k[X]/(X2) et F =
k[X]/(X2 −X). Montrer que E et F sont algébriques sur k, mais que ce
ne sont pas des corps. Pourquoi le théorème 1.9 ne s’applique-t-il pas ?

6. Soit k un sous-corps discret d’un anneau commutatif E. Si α ∈ E annule
un polynôme irréductible sur k de degré n, montrer que 1, α, . . . , αn−1

est une base de k[α] sur k.
7. Notons Z(2) l’anneau des entiers localisé en 2. Utiliser l’inclusion Z(2) ⊆
Q = Z(2)[1/2] pour montrer que la condition «ou bien R contient un
élément non nul non inversible » ne peut pas être omise dans la conclusion
du Nullstellensatz faible. Utiliser la même inclusion pour construire un
exemple brouwerien où le Nullstellensatz faible est en défaut parce que R
n’a pas ses unités détachables.

2 Indépendance algébrique et bases de
transcendance

Soient k ⊆ K des anneaux commutatifs. Les éléments x1, . . . , xn de K
sont dits algébriquement indépendants sur k si pour tout f ∈ k[X1, . . . , Xn],
f(x1, . . . , xn) = 0 implique f = 0. Si k est discret, les éléments x1, . . . , xn sont
dits algébriquement dépendants sur k s’il existe un f non nul dans k[X1, . . . , Xn]
tel que f(x1, . . . , xn) = 0 ; dans ce cas, x1, . . . , xn sont algébriquement indépen-
dants si, et seulement si, ils ne sont pas algébriquement dépendants.

Si K est discret et si S est un sous-ensemble fini de K, alors nous disons que
l’ensemble S est algébriquement dépendant, ou algébriquement indépendant si
ses éléments (ordonnés d’une manière ou d’une autre) le sont.

1. NdT. Ce résultat est une version constructive du théorème « lying over » pour les
extensions entières en mathématiques classiques.
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Nous pouvons ramener la notion de dépendance algébrique à celle d’éléments
algébriques de la manière suivante.

Théorème 2.1. Si k ⊆ K sont des corps discrets, alors x1, . . . , xn ∈ K sont
algébriquement dépendants sur k si, et seulement si, il existe un i tel que xi est
algébrique sur k(x1, . . . , xi−1).

Démonstration. Supposons que xi annule un polynôme non nul f(Xi) à coeffi-
cients dans k(x1, . . . , xi−1). Alors on a des polynômes non nuls g ∈ k[X1, . . . , Xi]
et h ∈ k[X1, . . . , Xi−1] tels que

f(Xi) = g(x1, . . . , xi−1, Xi)/h(x1, . . . , xi−1) et g(x1, . . . , xi) = 0.

Donc x1, . . . , xi, et aussi x1, . . . , xn, sont algébriquement dépendants sur k.
Inversement, supposons que x1, . . . , xn sont algébriquement dépendants

sur k. Alors il existe un polynôme g non nul dans k[X1, . . . , Xn] tel que
g(x1, . . . , xn) = 0. Alors g(x1, . . . , xn−1, Xn) est un polynôme en Xn à coef-
ficients dans k[x1, . . . , xn−1] annulé par xn. Si g(x1, . . . , xn−1, Xn) = 0, alors
tout coefficient non nul de g, où g est vu comme un polynôme en Xn à coeffi-
cients dans k[X1, . . . , Xn−1], donne une relation de dépendance algébrique pour
x1, . . . , xn−1, et nous terminons par récurrence sur n. Si g(x1, . . . , xn−1, Xn) 6= 0,
alors xn est algébrique sur k(x1, . . . , xn−1).

Nous obtenons comme corolaire le lemme d’échange pour la dépendance
algébrique.

Corolaire 2.2. Soient k ⊆ K des corps discrets et x, y ∈ K. Si x est algébrique
sur k(y), ou bien y est algébrique sur k(x), ou bien x est algébrique sur k.

Démonstration. D’après le théorème 2.1 nous savons que y, x sont algébrique-
ment dépendants sur k, donc x, y sont algébriquement dépendants sur k. La
conclusion résulte du théorème 2.1.

Le corolaire 2.2 est l’analogue du lemme d’échange pour la dépendance
linéaire des vecteurs : si x est une combinaison linéaire de y1, . . . , yn, alors
ou bien x est une combinaison linéaire de y1, . . . , yn−1, ou bien yn est une
combinaison linéaire de y1, . . . , yn−1 et x (voir l’exercice 2).

Théorème 2.3. Soient k ⊆ K des corps discrets. Soient S et T des sous-
ensembles finis de K tels que K est algébrique sur k(S). Ou bien T est algébri-
quement dépendant sur k, ou bien nous pouvons trouver une partition de S en
sous-ensembles finis S0 et S1 avec #S0 = #T et K algébrique sur k(T ∪ S1).

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur m = #(T\S). Si m = 0,
nous pouvons prendre S0 = T . Sinon considérons un x ∈ T\S. Notons S =
{s1, . . . , sk} avec les éléments de T ∩ S en premier. Une application répétée du
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corolaire 2.2 à x et k(s1, . . . , sj) pour j = k, k − 1, . . . nous donne le résultat
suivant : ou bien on voit que x est algébrique sur k, et alors T est algébriquement
dépendant, ou bien on trouve un élément si algébrique sur k(s1, . . . , si−1, x)
avec x algébrique sur k(s1, . . . , si). Si si ∈ T , T est algébriquement dépendant.
Si si /∈ T , on remplace si par x dans S et on termine par récurrence sur m.

Soient k ⊆ K des corps discrets, et soit B un sous-ensemble fini de K qui
est algébriquement indépendant sur k. L’extension k ⊆ k(B) est dite purement
transcendante, et si K est algébrique sur k(B), nous disons que B une base de
transcendance de K sur k. Une conséquence immédiate du théorème 2.3 est la
suivante.

Corolaire 2.4. Deux bases de transcendance d’un corps discret K sur un corps
discret k ont le même nombre d’éléments.

Si B est une base de transcendance de K sur k, alors le nombre d’éléments
de B est appelé le degré de transcendance de K sur k, et on le note trdegkK.
Le degré de transcendance d’une extension algébrique est 0, avec l’ensemble
vide pour base de transcendance.

Une conséquence purement constructive du théorème 2.3 est que nous
pouvons décider la dépendance algébrique lorsque nous avons une base de
transcendance.

Corolaire 2.5. Soit K un corps discret de degré de transcendance n sur un
sous-corps k. Tout sous-ensemble fini de K est algébriquement dépendant, ou
algébriquement indépendant, sur k.

Démonstration. Soient S une base de transcendance de K de cardinalité n
et T un sous-ensemble fini de K. D’après le théorème 2.3, ou bien T est
algébriquement dépendant, ou bien nous pouvons agrandir T en un ensemble T ′
de cardinalité n tel que K est algébrique sur k(T ′). Si T ′ était algébriquement
dépendant, nous pourrions construire un ensemble T ′′ de cardinalité n − 1
avec K algébrique sur k(T ′′) ; mais cela contredirait le théorème 2.3 parce que S
est algébriquement indépendant.

Lemme 2.6. Soit K un corps discret de degré de transcendance n sur un
sous-corps k. Si K est algébrique sur k(S) pour un sous-ensemble S ⊆ K, alors
S contient une base de transcendance de K sur k. Si S est un sous-ensemble
fini de K algébriquement indépendant sur k, alors S peut être étendu en une
base de transcendance.

Démonstration. Choisissons un sous-ensemble fini B de S tel que tout élément
de la base de transcendance, et donc K lui-même, est algébrique sur k(B).
D’après le corolaire 2.5, nous pouvons décider si B est algébriquement dépen-
dant ou pas. Si B est algébriquement indépendant, alors B est la base de
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transcendance cherchée. Si B est algébriquement dépendant, alors on a un
b ∈ B tel que K est algébrique sur k(B \ {b}), auquel cas nous terminons par
récurrence sur #B.

Supposons maintenant que S est un ensemble fini algébriquement indépen-
dant. D’après le théorème 2.3 nous pouvons agrandir S en un sous-ensemble
fini S′ de K de cardinalité n tel que K est algébrique sur k(S′). D’après la
première partie de ce lemme, S′ contient une base de transcendance ; donc S′
est une base de transcendance d’après le corolaire 2.4.

Théorème 2.7. Soient k ⊆ K ⊆ L des corps discrets. Si deux des trois
extensions k ⊆ L, K ⊆ L et k ⊆ K ont des bases de transcendance finies, alors
il en va de même pour la troisième, et l’on a

trdegk L = trdegK L+ trdegkK.

Démonstration. Si B0 est une base de transcendance de K sur k, et B1 une
base de transcendance de L sur K, on vérifie facilement que B0 ∪B1 est une
base de transcendance de L sur k. Si B0 est une base de transcendance de
K sur k, et B1 est une base de transcendance de L sur k, alors, d’après le
théorème 2.3, nous pouvons supposer que B0 ⊆ B1, et donc B1 \ B0 est une
base de transcendance de L sur K.

Finalement, supposons que B0 est une base de transcendance de L sur K
et que B1 est une base de transcendance de L sur k. Nous pouvons trouver un
sous-ensemble fini S de K tel que chaque élément de B1, et par suite L, est
algébrique sur k(S∪B0). D’après le théorème 2.3, nous pouvons supposer que S
est algébriquement indépendant sur k. Si x ∈ K, par une application répétée
du corolaire 2.2 nous voyons que x est algébrique sur k(S), parce que B0 est
algébriquement indépendant sur K.

Soient k un corps discret et X une indéterminée. Le théorème de Lüroth
dit que tout corps intermédiaire entre k et k(X) est de la forme k(z) pour
un z ∈ k(X). Nous ne pouvons pas espérer démontrer le théorème de Lüroth
même pour les sous-corps détachables de k(X). Mais le théorème de Lüroth
est valide pour un sous-corps détachable de type fini, et un argument trivial en
mathématiques classiques donne alors le théorème de Lüroth classique. Nous
démontrons d’abord que si t ∈ k(X) \ k, alors k(X) est de dimension finie
sur k(t).

Lemme 2.8. Soient k un corps discret, X une indéterminée, et t ∈ k(X) \ k.
Si t = u(X)/v(X), avec u et v des polynômes premiers entre eux dans k[X],
alors p(Y ) = tv(Y )− u(Y ) est un polynôme irréductible sur k(t) annulé par X.

Démonstration. Notez que p(Y ) 6= 0 parce que t /∈ k. Clairement p(X) = 0,
donc k(X) est algébrique sur k(t). Ainsi t est transcendant (i.e. algébriquement
indépendant) sur k.
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D’après le lemme de Gauss, il suffit de démontrer que p(Y ) est irréductible
dans k[t][Y ]. Supposons que p = gh avec g et h ∈ k[t][Y ]. Comme le t-degré
de p est 1, g ou h est de t-degré 0, disons g. Donc g ∈ k[Y ]. Comme g divise
p(Y ) = tv(Y ) − u(Y ), et comme u et v sont premiers entre eux, on a g ∈ k.
Donc p(Y ) est irréductible sur k(t).

Si K est un sous-corps de k(X) et si t ∈ K\k, le lemme 2.8 dit que k(X) est
de dimension finie sur k(t). Comme, en mathématiques classiques, cela implique
immédiatement que K est de dimension finie sur k(t), le théorème de Lüroth
classique est une conséquence directe du lemme 2.8 et du théorème suivant.

Théorème 2.9. Soient k un corps discret, X une indéterminée sur k, et
α1, . . . , αn ∈ k(X). Alors k(α1, . . . , αn) = k(z) pour un z ∈ k(X).

Démonstration. Soit K = k(α1, . . . , αn). Nous pouvons supposer que α1 /∈ k.
D’après le lemme 2.8, le corps k(X) est de dimension finie sur k(α1), donc k(X)
est de dimension finie sur K = k(α1)[α2, . . . , αn]. Ainsi X annule un polynôme
irréductible f ∈ K[Y ]. Comme X est transcendant sur k, un coefficient z de f
n’est pas dans k. Nous allons montrer que k(z) = K.

Écrivons z = u(X)/v(X) avec u et v des polynômes premiers entre eux
dans k[X], et posons p(Y ) = zv(Y ) − u(Y ). Le lemme 2.8 dit que p(Y ) est
irréductible sur k(z). Nous montrons maintenant que deg p = deg f , d’où il suit
que k(z) = K, car k(z) ⊆ K.

Pour un polynôme arbitraire q ∈ k(X)[Y ], notons q∗ un polynôme primitif
de k[X][Y ] tel que q/q∗ ∈ k(X) ; en particulier on a p∗ = u(X)v(Y )−v(X)u(Y ).
Soit m = degX f∗ le plus grand des X-degrés des coefficients de f∗. Comme f
est un polynôme unitaire, degX p∗ = degY p∗ = max(deg u, deg v) 6 m. Du fait
que f(X) = 0 et f est irréductible dans K[Y ], nous pouvons écrire p = fg avec
g ∈ K[Y ]. Alors p∗(Y ) = df∗(Y )g∗(Y ) pour un d ∈ k, donc degX p∗ = m et
degX g∗ = 0. Par suite g∗(Y ) ∈ k[Y ] ; mais g∗(Y ) divise p(Y ), qui est irréductible
sur k(z), donc g∗(Y ) ∈ k. Ainsi degY p∗ = degY f∗, donc deg p = deg f .

Nous terminons cette section avec la construction d’un exemple qui don-
nera un exemple brouwerien d’un corps séparablement factoriel mais pas fac-
toriel, et qui montrera la nécessité des hypothèses de séparabilité dans les
théorèmes VII.1.1 et VII.2.4.

Théorème 2.10. Soit F un corps discret de caractéristique 2, et soit K =
F (b, s, t), où b, s et t sont des indéterminées. Soient a = bs2 + t2 et k = F (a, b).
Alors k est algébriquement clos dans K.

Démonstration. Notez que K est de degré de transcendance 3 sur F , et que
t2 ∈ F (a, b, s) = k(s), donc K est algébrique sur k(s). Par suite a et b sont
algébriquement indépendants sur F , et s est transcendant sur k. D’après les
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théorèmes 1.6 et IV.4.7, l’anneau F [a, b] est intégralement clos dans k, et par
suite dans k(s).

Maintenant soit θ ∈ K un élément algébrique sur k, et soit f ∈ F [a, b,X]
un polynôme non nul tel que f(θ) = 0. Soient n le degré de f et r ∈ F [a, b] le
coefficient dominant de f . Le polynôme rn−1f (X/r) est unitaire à coefficients
dans F [a, b], donc rθ est entier sur F [a, b]. Par suite w = (rθ)2 ∈ k(s) est
aussi entier sur F [a, b], donc w ∈ F [a, b]. Écrivons rθ = p/q + (u/v)t avec
p, q, u, v ∈ F [a, b, s]. Alors w = p2/q2 + (u2/v2)(a+ bs2), car notre corps est de
caractéristique 2, ainsi

p2v2 + u2q2(a+ bs2) = wq2v2. (∗)

Si u = 0, alors rθ = p/q est entier sur F [a, b] et appartient à k(s), donc
rθ ∈ F [a, b], et par suite θ ∈ k comme voulu. Sinon, soit n le plus grand
exposant d’une puissance de s qui divise u2q2. Le coefficient de sn dans le côté
gauche de l’équation (∗) contient seulement des puissances paires de b et il est
non nul parce qu’il contient une puissance impaire de a. Par suite w (qui est
dans F [a, b]) et donc aussi wq2v2, contient seulement des puissances paires de b.
Mais le coefficient de sn+2 dans le côté gauche de (∗) contient une puissance
impaire de b. Donc u 6= 0 est impossible.

Exercices

1. Soient k ⊆ E des corps discrets, S un sous-ensemble fini de E, et K
un sous-corps de E algébrique sur k. Montrer que S est algébriquement
dépendant sur K si, et seulement si, il est algébriquement dépendant sur
k.

2. Une génératrice 1 sur un ensemble discret S est une fonction s depuis
les sous-ensembles finis de S vers les sous-ensembles de S telle que
(i) si A ⊆ B, alors sA ⊆ sB,
(ii) A ⊆ sA,
(iii) si B est un sous-ensemble fini de sA, alors sB ⊆ sA,
(iv) si x ∈ s(A ∪ {y}), alors x ∈ sA ou y ∈ s(A ∪ {x}).
Soient k ⊆ K des corps discrets, et pour un sous-ensemble fini A de K,
définissons sA = {x ∈ K : x est algébrique sur k(A) }. Soit V un espace
vectoriel discret sur le corps discret k, et pour un sous-ensemble A de V ,
définissons sA comme le sous-espace de V engendré par A. Montrer que
nous obtenons une génératrice dans chaque cas. Développer la théorie de
la section précédente dans ce contexte plus général.

1. NdT. Span operation.
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3. Donner un exemple brouwerien d’un corps discret K avec un sous-
corps détachable k tel que K = k(θ) alors que K n’a pas de base de
transcendance sur k.

4. Construire un exemple brouwerien d’un sous-corps détachable de Q(X)
qui n’est pas de la forme Q(z).

5. Soient F un corps discret de caractéristique 2, b et t des indéterminées,
et P une assertion. On définit

k = {x ∈ F (b) : x ∈ F (b2) ou P } et
K = {x ∈ k(t2 + bt) : x ∈ k(t4 + b2t2) ou P }.

Montrer que K est un sous-corps détachable de k(t), qui contient pro-
prement k, et que l’on a K = k(z) pour un z si, et seulement si, P ou
non P.

3 Corps de décomposition et clôtures
algébriques

Soit f un polynôme non constant sur un corps discret k ; nous voulons
construire un corps discret K qui contient k et tel que f a une racine dans K. Si
nous nous contentons d’un anneau discret K nous prenons pour K le quotient
k[X]/(f) : si α est l’image de X dans K on a K = k[α] et α est une racine de f .
Cependant, K est un corps seulement dans le cas où f est irréductible.

Théorème 3.1. Soit f un polynôme non constant sur un corps discret k. Soit
K = k[X]/(f), et notons α l’image de X dans K. Alors K = k[α] est un anneau
commutatif discret qui contient k, et f(α) = 0. En outre K est un corps discret
si, et seulement si, f est irréductible.

Démonstration. L’algorithme de division (théorème II.5.2) nous permet de
décider si un polynôme de k[X] est ou n’est pas divisible par f , donc K est
discret. Comme f est non constant, k s’envoie sur une copie isomorphe de lui-
même dans K, que nous pouvons identifier avec k. Alors clairement K = k[α]
et f(α) = 0.

Si K est un corps et si f = gh, alors gh = 0 dans K, donc g = 0 dans K
ou h = 0 dans K. Donc f |g ou f |h et par suite f est irréductible. Inversement,
si f est irréductible et si g est un élément arbitraire de K, alors, d’après le
corolaire II.5.7, on a s et t ∈ k[X] tels que sf + tg divise à la fois f et g. Comme
f est irréductible, nous pouvons supposer que sf + tg est égal à f ou à 1. Si
sf + tg = f alors f |g, donc g = 0 dans K ; si sf + tg = 1, alors t est l’inverse
de g dans K.
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Si f n’est pas irréductible, il est plus difficile de construire un corps extension
de k dans lequel f a une racine : la technique classique et de travailler avec
un facteur irréductible de f , mais il se peut que nous ne soyons pas capable
d’en trouver un (voir l’exemple IV.2.2). En fait, nous ne pouvons pas toujours
construire une telle extension (exercice 1). Cependant, si k est dénombrable, nous
pouvons construire un tel corps en construisant un idéal maximal détachable M
dans k[X] qui contient f , sans construire pour autant un générateur de M .

Lemme 3.2. Soit R un anneau commutatif dénombrable fortement discret.
Si I est un idéal propre de type fini de R, il est contenu dans un idéal maximal
détachable.

Démonstration. Soit r1, r2, . . . une énumération de R. Nous allons construire
une suite croissante d’idéaux de type fini Ij démarrant avec I1 = I. Si Ij a été
construit, nous construisons Ij+1 comme suit : si 1 ∈ Ij+Rrj nous posons Ij+1 =
Ij , sinon nous posons Ij+1 = Ij +Rrj . Soit M la réunion des idéaux Ij . Comme
rj ∈M si, et seulement si, rj ∈ Ij+1, l’idéal M est détachable. Si rj /∈M , alors
rj /∈ Ij+1 donc 1 ∈ Ij +Rrj ⊆M +Rrj , donc M est maximal.

Théorème 3.3. Soient k un corps discret dénombrable et f un polynôme non
constant de k[X]. Alors on peut construire un corps discret dénombrable E qui
contient k et un α ∈ E tel que f(α) = 0.

Démonstration. Les idéaux de type fini de k[X] sont principaux d’après l’algo-
rithme d’Euclide, donc détachables d’après l’algorithme de division. Ainsi le
lemme 3.2 s’applique et nous pouvons construire un idéal maximal détachableM
de k[X] qui contient f . La solution est donnée alors par E = k[X]/M et α est
l’image de X dans E.

Soit f un polynôme unitaire sur un corps k. Un corps K extension de k est
appelé un corps de décomposition pour f sur k si

f(X) = (X − α1) · · · (X − αn)

et K = k[α1, . . . , αn]. Notez que K est dénombrable si k est dénombrable.

Théorème 3.4. Soit f(X) un polynôme non nul sur un corps discret dénom-
brable k. Alors nous pouvons construire un corps de décomposition discret
pour f sur k.

Démonstration. Application répétée du théorème 3.3.

Les corps de décomposition sur des corps dénombrables peuvent être utilisés
quand on travaille avec un corps discret arbitraire k de la manière suivante.
Si f est un polynôme de k[X], on considère le sous-corps k0 de k engendré
par les coefficients de f . Comme k0 est dénombrable, f possède un corps de
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décomposition sur k0. Nous utilisons alors les zéros de f dans ce corps de
décomposition pour obtenir des informations sur f comme polynôme de k[X].

En mathématiques classiques, le corps de décomposition pour un polynôme
sur un corps k est unique en ce sens que deux corps de décomposition arbitraires
sont isomorphes sur k. Constructivement, il se peut que nous ne soyons pas
capables de construire un tel isomorphisme (voir l’exercice 2). Nous avons des
problèmes même si f est irréductible parce que, après avoir ajouté un zéro α
de f sur k, il se peut que nous ne soyons pas capables de trouver les facteurs
irréductibles de f dans k[α][X] (voir l’exercice 3).

Un corps Ω est algébriquement clos si tout polynôme unitaire de degré au
moins 1 dans Ω[X] a une racine dans Ω. Cela implique que tout polynôme
unitaire de Ω[X] se décompose en un produit de facteurs linéaires sur Ω. Si
un corps algébriquement clos Ω est algébrique sur un sous-corps k, alors Ω est
appelé une clôture algébrique de k. D’un point de vue constructif, il se peut
que nous ne soyons pas capables d’immerger un corps discret dans un corps
algébriquement clos, ou que nous construisions deux clôtures algébriques sans
être capables de construire un isomorphisme entre elles. Cependant, pour les
corps discrets dénombrables nous pouvons construire une clôture algébrique.

Théorème 3.5. Soit k un corps discret dénombrable. Alors il existe une clôture
algébrique discrète de k.

Démonstration. Soit f1, f2, . . . un énumération des polynômes non constants
de k[X]. Soit k1 un corps de décomposition discret pour f1 sur k. Si nous avons
construit k1 ⊆ k2 ⊆ · · · ⊆ kj nous prenons pour kj+1 un corps de décomposition
discret de fj+1 sur kj . Finalement nous définissons Ω = ∪ kj , i.e. la limite
directe des corps kj . Il nous faut montrer que Ω est algébriquement clos. Soit
un f ∈ Ω[X]. D’après le théorème 3.3, nous avons un corps discret E qui contient
Ω et une racine α de f . Alors α est algébrique sur k d’après le corolaire 1.5, donc
il y a un polynôme fj ∈ k[X] tel que fj(α) = 0. Comme fj est un produit de
facteurs linéaires sur kj+1, on en déduit que α est un élément de kj+1 ⊆ Ω.

Exercices

1. Déduire l’axiome du choix le plus simple du monde comme conséquence
de l’assertion que si k est un corps discret et f est un polynôme non
constant sur k, alors il existe un corps extension de k dans lequel f a
une racine. Idée : pour un ensemble à deux éléments S, soit kS l’anneau
engendré par S sur Q soumis aux relations s2 = −1 pour s ∈ S et∑
s∈S s = 0. Si T est un ensemble d’ensembles à deux éléments avec au

plus un élément, on définit k =
⋃
S∈T kS et l’on considère f(X) = X2 +1.

2. Soit a une suite binaire fugitive, et soit k =
⋃
nQ(ian). Énumérer

l’anneau k[X] de telle manière que si a2n = 1, alors le polynôme X − i
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précède X+i, tandis que si a2n+1 = 1, alors X + i précède X−i. Utiliser
cette énumération pour construire un corps de décomposition E pour
le polynôme X2 + 1 sur k via le lemme 3.2 et le théorème 3.3. Montrer
que E et Q(i) constituent un exemple brouwerien de deux corps de
décomposition pour X2 + 1 sur k qui ne sont pas isomorphes sur k.

3. Construire un exemple brouwerien d’un corps k, qui se situe entre Q
et Q[i

√
3], tel que le polynôme X3−2 n’a pas un corps de décomposition

unique sur k, alors même qu’il est irréductible sur k.
4. Corps de décomposition non isomorphes. Soient a une suite binaire

fugitive et e une suite dans {−1, 1}. Soit Pe l’idéal de l’anneau de
polynômes Q(i)[X] engendré par les éléments (iX − nen)an.
(i) Montrer que Pe est un idéal premier détachable.
(ii) Montrer que P = Pe ∩Q[X] est un idéal premier détachable de Q[X],

et qu’il ne dépend pas de e.
(iii) Soit k le corps de fractions de Q[X]/P , et soit Ke le corps de fractions

de Q(i)[X]/Pe. Notons xe l’image de X dans Ke. Montrer que Ke est
un corps de décomposition pour le polynôme Y 2 + 1 sur Q(xe) ' k.

(iv) Soient en = 1 et fn = (−1)n pour tout n. Soit ϕ : Ke → Kf un
isomorphisme. Montrer que si ϕ(ixe) 6= ixf , alors an = 0 pour chaque
n pair, et que si ϕ(ixe) 6= −ixf , alors an = 0 pour chaque n impair.

4 Séparabilité et diagonalisabilité
Si f = a0 + a1X + · · ·+ an−1X

n−1 + anX
n est un polynôme sur un anneau

commutatif k, la dérivée formelle de f est définie par

f ′ = a1 + 2a2X + · · ·+ (n− 1)an−1X
n−2 + nanX

n−1.

Un polynôme f ∈ k[X] est séparable sur k s’il est étranger à sa dérivée formelle,
c’est-à-dire si l’idéal de k[X] engendré par f et f ′ contient 1. Lorsque k est un
corps discret, l’algorithme d’Euclide nous permet de décider si un polynôme f
est ou n’est pas séparable.

Théorème 4.1. Soient k un anneau commutatif et f, g ∈ k[X]. Alors :
(i) (f + g)′ = f ′ + g′,
(ii) (fg)′ = f ′g + fg′,
(iii) fg est séparable si, et seulement si, f et g sont séparables et étrangers.

Démonstration. Le point (i) est clair. Pour démontrer le point (ii) on considère
f = aXm et g = bXn. On obtient

(fg)′ = (m+ n)abXm+n−1 = mabXm+n−1 + nabXm+n−1 = f ′g + fg′,
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et le résultat général découle du point (i). Pour le point (iii) on calcule (fg)′ =
f ′g+ fg′. Clairement l’idéal (fg, f ′g+ fg′) est contenu dans chacun des idéaux
(f, f ′), (g, g′) et (f, g). Inversement,

(fg, f ′g + fg′) ⊇ (f, f ′g + fg′)(g, f ′g + fg′) =
(f, f ′g)(g, fg′) ⊇ (f, f ′)(g, g′)(f, g)2.

Si un polynôme f à coefficients dans un corps discret est séparable, nous
pouvons trouver des polynômes s et t à coefficients dans le corps engendré
par les coefficients de f tels que sf + tf ′ = 1 ; en effet, l’algorithme d’Euclide
utilise uniquement ces coefficients. Ainsi la notion de séparabilité des polynômes
sur un corps est absolue en ce sens qu’elle ne dépend pas du corps particulier
dans lequel sont considérés habiter les coefficients du polynôme. Nous pouvons
caractériser la séparabilité d’un polynôme sur un corps en termes de l’absence
de racines multiples.

Théorème 4.2. Soit f un polynôme sur un corps discret, et soit k le corps
engendré par les coefficients de f . Si f est séparable, il n’a jamais de racine
multiple dans un corps discret qui contient k. Si f n’est pas séparable, il a une
racine multiple dans un corps discret qui contient k.

Démonstration. Nous pouvons supposer le degré de f strictement positif.
Si r est une racine de f dans un corps discret qui contient k et si f(X) =
(X − r)g(X), alors f ′(X) = g(X) + (X − r)g′(X), donc f ′(r) = g(r). Si f est
séparable, alors s(X)f(X) + t(X)f ′(X) = 1, donc t(r)f ′(r) = 1, et donc g(r)
(égal à f ′(r)) est non nul. Inversement, soit K un corps de décomposition pour f
sur k, et écrivons f(X) = a

∏
i(X − ri) avec a 6= 0. Si f n’est pas séparable,

alors f et f ′ ont un facteur commun non trivial, donc une racine commune rj .
Mais f ′(rj) = a

∏
i 6=j(rj − ri), donc rj = ri pour un i 6= j.

Soit k un sous-corps discret d’un anneau commutatif E. Un élément de E
est séparable sur k s’il annule un polynôme séparable de k[X] ; l’anneau E est
une extension séparable de k si tout élément de E est séparable sur k, et k est
séparablement clos dans E si tout élément de E séparable sur k est dans k.

Le corps de définition d’un ensemble fini de matrices sur un corps est par
définition le corps (dénombrable) engendré par leurs coefficients. Si des matrices
sont linéairement dépendantes sur un corps discret k, alors elles sont déjà
linéairement dépendantes sur leur corps de définition : en effet, si nous traitons
ces matrices comme si elles étaient des vecteurs lignes, alors les lemmes III.6.8
et III.6.9 montrent que si des lignes sont indépendantes sur leur corps de
définition, alors elles sont indépendantes sur k ; et des lignes sont ou bien liné-
airement dépendantes, ou bien linéairement indépendantes (corolaire II.6.5).
En particulier, les coefficients du polynôme minimal d’une matrice sont dans le
corps de définition de cette matrice, donc le polynôme minimal d’une matrice ne
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dépend pas du corps particulier dans lequel sont considérées habiter les entrées
de la matrice. De la même manière, si une matrice A peut être écrite comme
un polynôme en une matrice B, alors le polynôme peut être choisi avec ses
coefficients dans le corps de définition de A et B. La relation fondamentale
entre séparabilité et diagonalisabilité est la suivante.

Lemme 4.3. Une matrice sur un corps discret est séparable si, et seulement si,
elle est diagonalisable sur un certain corps discret.

Démonstration. Si une matrice A est diagonalisable sur un corps F , alors le poly-
nôme minimal de A est séparable d’après les théorèmes V.4.3 et 4.2. Inversement,
si A est séparable, soit F un corps de décomposition pour le polynôme minimal
de A sur le corps de définition de A. Alors A est diagonalisable sur F d’après
les théorèmes V.4.3 et 4.2.

Le lemme suivant nous permet de traduire les questions à propos d’éléments
algébriques sur un corps discret en questions à propos de matrices.

Lemme 4.4. Soient E un anneau commutatif qui contient un corps discret k, f
et g des polynômes de k[X], et α et β des éléments de E tels que f(α) = g(β) = 0.
Alors il existe des matrices carrées A et B de même taille à coefficients dans k
telles que AB = BA et f(A) = g(B) = 0, et un homomorphisme d’anneaux de
k[A,B] sur k[α, β] égal à l’identité sur k qui envoie A sur α et B sur β.

Démonstration. L’anneau k[X,Y ]/(f(X), g(Y )) = k[x, y] est de dimension finie
sur k et s’envoie naturellement sur k[α, β]. Soient Tx et Ty les transformations
linéaires sur k[x, y] données par les multiplications par x et y, et soient A et B les
matrices de Tx et Ty par rapport à une base de k[x, y]. Alors les isomorphismes
naturels k[A,B] ' k[Tx, Ty] ' k[x, y] et l’homomorphisme de k[x, y] sur k[α, β]
donnent les résultats souhaités.

Théorème 4.5. Soit E est un anneau commutatif qui contient un corps dis-
cret k. Les éléments de E séparables sur k forment un anneau.

Démonstration. Il suffit de démontrer que si α et β sont séparables sur k,
alors tout élément de k[α, β] est séparable sur k. Soient f et g des polynômes
séparables annulés par α et β respectivement, et prenons A et B comme dans le
lemme 4.4. Il suffit de démontrer que tout élément de k[A,B] est séparable. Étant
donnée une matrice C dans k[A,B], nous pouvons construire un corps F qui
contient le corps de définition de A, B et C, sur lequel les polynômes minimaux
de A et B sont des produits de facteurs linéaires. D’après les théorèmes V.4.3
et V.4.4 nous pouvons diagonaliser simultanément les matrices A et B, et donc
aussi la matrice C, sur le corps F . Donc la matrice C est séparable d’après les
théorèmes V.4.3 et 4.2.
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Nous pouvons caractériser le fait qu’une extension E d’un corps discret k
est séparable en termes de l’absence d’éléments nilpotents lorsque nous pouvons
remplacer le corps de base k par une extension convenable. Cette caractérisation
peut servir de définition de la séparabilité dans le cas d’une extension non
nécessairement algébrique 1. Nous allons établir cette caractérisation uniquement
pour le cas où k est dénombrable, en laissant la formulation du cas général en
exercice.

Théorème 4.6. Soit k un sous-corps discret d’un anneau commutatif E. Consi-
dérons les deux conditions suivantes.

(i) E est séparable sur k.
(ii) Pour tout corps discret K extension de k, l’anneau K ⊗k E est sans

éléments nilpotents.
Alors (i) implique (ii) ; inversement, si k est dénombrable et si E est algébrique
sur k, (ii) implique (i).

Démonstration. Supposons (i). L’anneau K ⊗k E est engendré sur K par des
éléments séparables sur k ; donc tout élément θ de K ⊗k E est séparable sur K
d’après le théorème 4.5. Si θn = 0, alors θ annule le polynôme Xn et un
polynôme f(X) séparable sur K. Le pgcd de f(X) et Xn divise Xn et il est
séparable, donc il est égal à X, et ainsi θ = 0.

Inversement, supposons (ii) et k dénombrable. Considérons un θ ∈ E qui
annule un polynôme non nul f sur k. Nous procédons par récurrence sur le
degré n de f . Si f est séparable nous avons terminé. Sinon, d’après les théo-
rèmes 3.4 et 4.2, nous pouvons construire un corps discret K extension de k tel
que f a une racine multiple dans K. Nous écrivons f(X) = (X − r)g(X) avec
g(r) = 0, donc f |g2. Alors g(θ) ∈ K ⊗k E et g(θ)2 = 0, donc g(θ) = 0. Cela
signifie que les éléments 1, θ, . . . , θn−1 de K ⊗k E sont linéairement dépendants
sur K, donc aussi sur k (exercice III.5.5). Ainsi nous pouvons trouver dans k[X]
un polynôme de degré plus petit que n annulé par θ.

Exercices

1. Soient k ⊆ E des anneaux commutatifs et f un polynôme séparable
de k[X]. Montrer que tout facteur carré de f dans E[X] est inversible
dans E.

2. Soient k un anneau commutatif, a ∈ k et f ∈ k[X]. Montrer que X − a
est étranger à f si, et seulement si, f(a) est inversible dans k.

3. Soient a1, . . . , an des éléments d’un anneau commutatif k. Montrer que
le polynôme (X − a1)(X − a2) · · · (X − an) est séparable si, et seulement
si, ai − aj est inversible dans k pour tous i 6= j.

1. Voir par exemple la notion d’extension séparable de corps dans Bourbaki.
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4. Soient a, b et c des éléments d’un anneau commutatif k. Montrer que
aX + b est séparable si, et seulement si, a et b sont étrangers. Montrer
que si b2 − 4ac est inversible, alors aX2 + bX + c est séparable.

5. Soit E un anneau commutatif discret algébrique sur un sous-corps k.
Montrer que E est séparable sur k si, et seulement si, pour tout sous-
ensemble fini S de k et tout sous-ensemble fini T de E, il y a un sous-
corps dénombrable k′ de k qui contient S et tel que, pour chaque corps
dénombrable K extension de k′, l’anneau K ⊗k′ k′[T ] est sans éléments
nilpotents.

5 Éléments primitifs
Soit E un anneau commutatif qui contient un corps discret k. Un élément θ

de E est un élément primitif de E sur k si E = k[θ]. Nous allons montrer que
si E est de type fini et séparable, alors on peut construire un élément primitif
si k est suffisamment grand, ou si E est un corps discret.

Nous regardons d’abord la situation où k est suffisamment grand. Le point
clé consiste à montrer que k[A,B] = k[C] lorsque A et B sont des matrices
séparables qui commutent.
Théorème 5.1. Soient A et B des matrices n× n qui commutent sur un corps
discret k de cardinalité plus grande que n(n− 1)/2. Si B est séparable, il existe
un élément c de k tel que A et B peuvent être écrites comme des polynômes
en A+ cB, à coefficients dans k.
Démonstration. Il suffit de traiter le cas où k est dénombrable, et on peut aussi
supposer que k est un corps de décomposition pour les polynômes minimaux de
A et B (théorème 3.4).

Nous regardons d’abord le cas où A est aussi séparable. D’après le lemme 4.3
et les théorèmes V.4.3 et V.4.4, nous pouvons supposer que A et B sont
diagonales avec les éléments diagonaux a1, . . . , an et b1, . . . , bn. On prend un c
distinct des (aj − ai)/(bi − bj) pour chaque paire (i, j) telle que bi 6= bj . Alors
ai + cbi 6= aj + cbj si ai 6= aj ou bi 6= bj . Le théorème d’interpolation II.5.5 nous
dit que A et B peuvent être écrites comme des polynômes en A+ cB 1.

Pour le cas général, nous pouvons supposer que B est de la forme diagonale
par blocs comme suit 

B1
B2

. . .
Bn


1. NdT. Si m est le nombre de paires (ai, bi) distinctes, il existe deux polynômes d’in-

terpolation g(X) et h(X) ∈ k[X] de degré au plus m − 1 qui satisfont g(ai + cbi) = ai et
h(ai + cbi) = bi pour tous les i : on a alors g(A+ cB) = A et h(A+ cB) = B.
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avec Bi = λiIni et les λi deux à deux distincts. Comme AB = BA, la matrice A a
la même structure de blocs que B, mais avec des blocs Ai arbitraires. Nous
pouvons mettre chaque bloc Ai en forme canonique de Jordan sans modifier B.
On prend un c ∈ k comme dans le cas particulier précédent, tel que B et la
diagonale de A peuvent être écrites comme des polynômes en la diagonale de
A+ cB. Notez que A+ cB est en forme canonique de Jordan, donc sa diagonale
peut être écrite comme un polynôme en A+ cB. Comme A+ cB est égal à A
en dehors de la diagonale, nous avons réussi.

Corolaire 5.2. Soit E un anneau commutatif qui contient un corps discret k
et soient α et β des éléments de E avec α algébrique et β séparable sur k. Si k
est suffisamment grand, il existe un θ ∈ E tel que k[α, β] = k[θ].

Démonstration. Soient f et g des polynômes sur k, avec g séparable, tels que
f(α) = g(β) = 0. Soient A et B des matrices comme dans le lemme 4.4. D’après
le théorème 5.1, si k est suffisamment grand, il existe un c ∈ k tel que A et B
peuvent être écrites comme des polynômes en A+ cB. On prend θ = α+ cβ.

Si le corps k est trop petit, alors le corolaire 5.2 peut se trouver en défaut
(exercice 2). Cependant, si E est un corps discret, le corolaire 5.2 est valable
pour n’importe quel k. Classiquement, on traite séparément les deux cas où k
est fini ou infini. Nous devons être un tout petit peu précautionneux car il
se peut que nous ne sachions pas déterminer si k est fini ou infini. Le lemme
suivant nous donne un élément primitif quand E est un corps fini.

Lemme 5.3. Soit k un corps discret et soit G un sous-groupe fini du groupe
multiplicatif des éléments non nuls de k. Alors G est cyclique.

Démonstration. Soient x et y des éléments de G d’ordres m et n respectivement.
Nous construisons un élément de G d’ordre q = ppcm(m,n). On écrit q = ab
avec (a, b) = 1, a|n et b|m. Nous montrons que xayb est d’ordre q. Clairement
(xayb)q = 1 ; supposons que (xayb)i = 1. Alors xai = y−bi, donc (xai)a = 1,
d’où m|a2i et donc b|i. De la même manière a|i, donc q|i.

Donc si g est un élément de G d’ordre maximal N , xN = 1 pour tout x ∈ G.
Comme le polynôme XN − 1 a au plus N racines (théorème II.5.5), il y a au
plus N éléments dans G, donc ils doivent tous être une puissance de g.

L’astuce pour le cas général est de passer à un sous-corps qui, ou bien est
fini, ou bien contient suffisamment d’éléments.

Théorème 5.4. Soient k un corps discret de type fini et N un entier strictement
positif. Ou bien k est fini, ou bien k contient plus que N éléments.

Démonstration. Ou bien 0, 1, 2, . . . , N sont des éléments distincts de k, ou bien k
est de caractéristique finie au plus N , donc nous pouvons supposer être dans le
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dernier cas. Soit k0 le sous-corps premier (fini) de k, et considérons un système
générateur a1, . . . , an de k, i.e. k = k0(a1, . . . , an). Soit S ⊆ k0[X1, . . . , Xn]
l’ensemble fini des polynômes dont le degré en chaque variable Xi est au plus N ,
et soit S l’image de S dans k lorsqu’on envoie Xi sur ai. On a #S 6 N ou
#S > N , donc nous pouvons supposer #S 6 N . Nous allons montrer que k est
fini.

Soit p ∈ k0[X1, . . . , Xn]. Nous allons construire un polynôme q ∈ S tel
que p(a1, . . . , an) = q(a1, . . . , an). Si at = 0, nous pouvons remplacer chaque
puissance strictement positive de Xt dans p par Xt. Si at 6= 0, alors, comme
la suite 1, at, . . . , aNt d’éléments de S a N + 1 termes, deux doivent être égaux,
donc l’ordre multiplicatif de at est au plus N . Par suite pour tout entier m > 0,
on a amt = ajt pour un unique j < N , donc nous pouvons remplacer chaque
occurrence de Xm

t dans p par Xj
t , ce qui nous donne un élément q de S. Comme

tout élément de k est un quotient de deux tels polynômes q, le corps k est
fini.

Corolaire 5.5. Soient k ⊆ E des corps discrets et α, β ∈ E. Supposons que α
est algébrique et β séparable sur k. Alors il existe un θ ∈ E tel que k[θ] = k[α, β].

Démonstration. Nous pouvons supposer que k est engendré par les coefficients
de deux polynômes annulés par α et β. D’après le théorème 5.4, ou bien k est
assez grand, donc k[α, β] = k[θ] d’après le corolaire 5.2, ou bien k est fini, donc
k[α, β] est fini et k[α, β] = k[θ] d’après le lemme 5.3.

Dans le corolaire 5.5 il suffit que β soit séparable sur k[α] : voir le théo-
rème 6.7.

Exercices

1. Montrer que les matrices 3× 3 diagonales sur un corps k à deux éléments
forment une extension finie séparable de k qui n’a pas d’élément primitif.

2. Soit E un anneau commutatif qui contient un corps discret k. Soient α
et β des éléments de E tels que α est séparable sur k et β annule un
polynôme séparable sur k[α]. Montrer que β est séparable sur k.

3. Construire un exemple brouwerien d’un corps qui n’est ni fini ni infini.

6 Séparabilité et caractéristique p

Un cas extrême de polynôme non séparable est un polynôme non constant f
tel que f ′ = 0. C’est possible même lorsque k est un corps discret, si k est de
caractéristique finie p.



160 Chapitre VI. Théorie des corps

Théorème 6.1. Soient p un nombre premier, R un anneau commutatif tel que
pR = 0, et q une puissance 1 de p. Alors la fonction qui envoie x ∈ R sur xq
est un homomorphisme d’anneaux, dont l’image Rq = {xq : x ∈ R } est un
sous-anneau de R. Si R est réduit, cet homomorphisme est injectif et donne un
isomorphisme de R sur Rq. Pour un f ∈ R[X], on a f ′ = 0 si, et seulement si,
f(X) = f0(Xp) pour un f0 ∈ R[X].

Démonstration. Si 0 < i < p, le coefficient binomial
(
p
i

)
est divisible par p,

donc (a+ b)p = ap + bp. Par récurrence, la fonction qui envoie x sur xq est un
homomorphisme d’anneaux ; l’image d’un homomorphisme d’anneaux est un
sous-anneau. L’homomorphisme est injectif si son noyau est nul.

Si n n’est pas divisible par p, il est étranger à p, donc inversible dans R.
Donc si f ′ = 0, le coefficient de Xn dans f , pour n non divisible par p, est 0 ;
donc f(X) = f0(Xp) pour un f0 ∈ R[X]. Inversement, la dérivée de f0(Xp) est
clairement 0.

Voici maintenant un critère de séparabilité pour un élément d’un corps
discret de caractéristique p.

Théorème 6.2. Soient k un corps discret de caractéristique p, q une puissance
de p, et α un élément d’un anneau commutatif qui contient k. Alors α est
séparable sur k si, et seulement si, α ∈ k[αq].

Démonstration. Si α ∈ k[αq], alors en écrivant α comme une combinaison
linéaire de puissances de αq on obtient un polynôme f ∈ k[X] tel que f ′ = 1
et f(α) = 0, donc α est séparable sur k. Inversement, supposons que α annule
un polynôme séparable f de k[X]. Il suffit de démontrer que l’image β de X
dans k[X]/(f(X)) peut être écrite comme un polynôme en βq. Soit Tβ la
transformation linéaire de k[β] induite par la multiplication par β, et soit B
une matrice pour Tβ . Il suffit de démontrer que B peut être écrite comme
un polynôme en Bq. Comme B est séparable, nous pouvons supposer que la
matrice B est diagonale. D’après le théorème 6.1, la fonction qui envoie x ∈ k
sur xq est injective, donc des éléments diagonaux de Bq sont égaux si, et seu-
lement si, les éléments diagonaux correspondants de B sont égaux. Le théorème
d’interpolation II.5.5 nous dit que la matrice B peut être écrite comme un
polynôme en Bq.

Le théorème suivant est utilisé dans les situations où nous aimerions factoriser
des polynômes en produits d’irréductibles mais où nous ne pouvons pas le faire.

Théorème 6.3. Soient k un anneau commutatif discret avec unités détachables,
et S un ensemble fini de polynômes unitaires de k[X]. Alors, ou bien k contient

1. NdT. Sauf précision contraire, lorsque nous parlons d’une puissance d’un nombre
premier, il s’agit toujours d’une puissance pm avec m > 0.
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un élément non nul non inversible, ou bien nous pouvons construire un ensemble
fini T de polynômes unitaires de k[X] tel que :

(i) tout élément de T est de la forme f(Xq) avec f séparable et q égal à 1
ou à une puissance d’un nombre premier nul dans k,

(ii) les éléments de T sont deux à deux étrangers,
(iii) tout polynôme de S est un produit de polynômes de T .

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la somme des carrés des
degrés des polynômes dans S. Nous allons transformer l’ensemble S en l’ensemble
voulu T ou alors trouver un élément non nul non inversible dans k. Étant donnés
deux éléments s1, s2 ∈ S, l’algorithme d’Euclide construit ou bien un élément
non nul non inversible de k, ou bien un polynôme unitaire h qui engendre l’idéal
(s1, s2). Si h 6= 1, nous pouvons remplacer s1 et s2 par h, s1/h et s2/h, ce qui
fait décroitre la somme des carrés des degrés. Nous pouvons donc supposer que
les polynômes de S sont deux à deux étrangers.

Si g est unitaire de degré n > 0 et si g′ = 0, alors n = 0 dans k, donc ou
bien k contient un élément non nul non inversible, ou bien un nombre premier p
est nul dans k. Dans le dernier cas nous pouvons écrire g = f(Xp). En répétant
cet argument nous voyons que pour tout s ∈ S nous pouvons supposer que
s = f(Xq) avec q égal à 1 ou à une puissance d’un nombre premier nul dans k,
et f ′ 6= 0. Nous pouvons supposer que l’algorithme d’Euclide construit un
polynôme unitaire h qui engendre l’idéal (f, f ′). Si h 6= 1 nous remplaçons s
par h(Xq) et s/h(Xq), ce qui fait décroitre la somme des carrés des degrés.

Corolaire 6.4. Soient k ⊆ E des corps discrets et α ∈ E entier sur k. Alors il
existe q, égal à 1 ou à une puissance de la caractéristique finie de k, tel que αq
est séparable sur k.

Démonstration. Soit g un polynôme non nul de k[X] tel que g(α) = 0. Alors,
d’après le théorème 6.3, nous pouvons écrire g comme un produit

∏
i fi(Xq)ni

où les fi sont des polynômes séparables premiers entre eux. Clairement, l’un
des fi(αq) est nul.

Lemme 6.5. Soient p un nombre premier et R un anneau commutatif tels que
pR = 0. Soient q une puissance de p et a ∈ R. Si Xq − a = f(X)g(X), avec f
et g des polynômes étrangers unitaires sur R, alors f ou g est égal à 1.

Démonstration. On a f ′g + fg′ = 0 et uf + vg = 1, d’où g′ = g(vg − uf ′)
puis g′ = 0. De même, on a f ′ = 0. Ainsi, il existe des polynômes f1 et g1 tels
que f(X) = f1(Xp) et g(X) = g1(Xp). Si q = p, alors clairement f1 ou g1 est
égal à 1. Sinon

Xq/p − a = f1(X)g1(X)
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et nous terminons par récurrence sur q, car si

s(X)f1(Xp) + t(X)g1(Xp) = 1,

alors en notant s1(Xp) et t1(Xp) les sommes des monômes dans s et t de degrés
divisibles par p, nous avons

s1(Xp)f1(Xp) + t1(Xp)g1(Xp) = 1,

donc
s1(X)f1(X) + t1(X)g1(X) = 1,

et f1 et g1 sont étrangers.

Théorème 6.6. Soient k un corps discret de caractéristique finie p, a ∈ k, et q
une puissance de p. Si Xq − a est réductible dans k[X], alors a ∈ kq.

Démonstration. D’après le lemme 6.5 le polynôme Xq−a n’a pas deux diviseurs
étrangers dans k[X]. Donc, d’après le théorème 6.3, nous pouvons écrire Xq − a
sous la forme h(X)m pour un certain polynôme unitaire h ∈ k[X] et un m > 1.
Notez que m est une puissance de p car m divise q. Comme h(0)m = −a, nous
pouvons poser b = −h(0)m/p, et a = bq.

Soient E un anneau impotent et k un sous-corps discret de E. La clôture
séparable de k dans E est le sous-corps de E formé par les éléments séparables
sur k (théorème 1.9). Le corps k est séparablement clos dans E si k est égal à
sa clôture séparable dans E. Le théorème suivant généralise le corolaire 5.5 et
montre que la clôture séparable est séparablement close.

Théorème 6.7. Soient k ⊆ E des corps discrets. Si α ∈ E est algébrique
(séparable) sur k et si β ∈ E est séparable sur k[α], alors k[α, β] = k[θ] pour un
θ (et β est séparable sur k).

Démonstration. En appliquant le corolaire 6.4, on prend q égal à 1 ou à une
puissance d’un nombre premier p nul dans k, avec βq séparable sur k. Alors
k[α, β] = k[α, βq] d’après le théorème 6.2, et k[α, βq] = k[θ] pour un θ ∈ E
d’après le corolaire 5.5. Si α est séparable sur k, alors k[θp] = k[αp, βp] =
k[α, βp] = k[α, β] = k[θ], donc θ est séparable sur k d’après le théorème 6.2.
Ainsi β est séparable sur k d’après le théorème 4.5.

Soient k ⊆ E des corps discrets et α ∈ E algébrique sur k. Alors, d’après le
corolaire 6.4, il existe un entier q, égal à 1 ou à une puissance de la caractéristique
finie de k, avec αq séparable sur k. Si αq ∈ k, alors α est purement inséparable
sur k. Une extension E de k est une extension purement inséparable si tout
élément de E est purement inséparable sur k. Le théorème suivant montre
que toute extension algébrique de type fini d’un corps discret est obtenue en
composant une extension finie séparable et une extension purement inséparable.



7. Corps parfaits 163

Théorème 6.8. Soit E un corps discret qui est un espace vectoriel de type
fini sur un sous-corps k. Alors il existe un sous-corps K de E qui contient k, tel
que K est de type fini et séparable sur k, et E est purement inséparable sur K.

Démonstration. On considère un système générateur α1, . . . , αn de E sur k.
Pour chaque αi, il existe un q(i) tel que αq(i)

i est séparable sur k. D’après
le théorème 4.5, le corps K = k[αq(1)

1 , . . . , α
q(n)
n ] est séparable sur k. Comme

chaque αi est purement inséparable sur K, on obtient que k[α1, . . . , αn] est
purement inséparable sur K.

Exercice

1. Soient k un corps discret et f ∈ k[X] un polynôme non constant. Montrer
que f n’est pas séparable si, et seulement si, il existe un polynôme
g ∈ k[X] non constant tel que ou bien g2 divise f , ou bien la caractéris-
tique de k est égale à p et g(Xp) divise f .

7 Corps parfaits
Si k est un corps discret de caractéristique p, alors kp = { ap : a ∈ k } est un

sous-corps de k isomorphe à k. Un corps discret k est parfait si tout polynôme
non nul de k[X] est un produit de polynômes séparables. Le théorème suivant
est une adaptation de la caractérisation en mathématiques classiques des corps
parfaits, sans toutefois réclamer que l’on connaisse la caractéristique du corps.

Théorème 7.1. Un corps discret k est parfait si, et seulement si, pour tout
nombre premier p, ou bien p 6= 0 ∈ k, ou bien kp = k.

Démonstration. Supposons que k est parfait. Soient a ∈ k et p un nombre
premier tel que p = 0 dans k. Alors Xp − a est un produit de polynômes
séparables, donc il est réductible. Et a ∈ kp d’après le théorème 6.6.

Pour la réciproque considérons un f ∈ k[X]. D’après le théorème 6.3 nous
pouvons supposer que f(X) = g(Xq) avec g séparable, et ou bien q = 1,
ou bien k est de caractéristique finie p et q = pe. Si q = 1, f est séparable.
Si q = pe, la fonction x 7→ xq est un isomorphisme de k[X] vers (k[X])q =
kq[Xq] = k[Xq]. Donc il existe un h ∈ k[X] tel que g(Xq) = h(X)q. Comme
nq ≡ n (mod p), l’isomorphisme conserve les dérivées formelles, donc g′(Xq) =
h′(X)q. Comme g est séparable, h l’est également, donc f est un produit de
polynômes séparables.

Si k est un corps discret de caractéristique 0, alors k est parfait, car p 6= 0
dans k pour tout nombre premier p. Si k est un corps fini de caractéristique p, la
fonction x 7→ xp est un isomorphisme, donc k est parfait ; mais k(X) n’est pas
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parfait parce que X /∈ k(Xp). Si k est un corps premier, il n’est pas nécessaire
de connaitre sa caractéristique pour démontrer qu’il est parfait.

Corolaire 7.2. Un corps premier discret est parfait.

Démonstration. Soit p un nombre premier. Si p = 0 dans k, alors k est le
corps à p éléments, donc k = kp.

Définition 7.3. Soit k un sous-corps d’un corps discret K. Alors K est une
clôture parfaite de k si

(i) K est parfait ;
(ii) pour tout α ∈ K, ou bien α ∈ k, ou bien k est de caractéristique finie p

et il existe q = pe tel que αq ∈ k.

En mathématiques classiques, la clôture parfaite est souvent construite à
l’intérieur de la clôture algébrique. Bien que nous ne sachions pas toujours
construire une clôture algébrique, nous pouvons cependant construire une
clôture parfaite en tant que limite directe.

Si k1 → k2 → k3 → · · · est une suite d’anneaux et d’homomorphismes
d’anneaux, la limite directe k∞ est définie comme suit. Les éléments de k∞ sont
les éléments de la réunion disjointe

⋃
ki ; deux éléments a ∈ ki et b ∈ kj sont

égaux s’il existe un m tel que a et b ont pour image un même élément dans km.
On voit facilement que k∞ est un anneau. Si les ki sont des corps discrets, k∞
est un corps discret et on peut identifier chaque ki à un sous-corps de k∞.

Si nous connaissons la caractéristique finie d’un corps, la construction pro-
posée dans l’exercice 1 nous donne une clôture parfaite. Si nous ne connaissons
pas la caractéristique du corps, nous devons raffiner cette construction.

Théorème 7.4. Tout corps discret possède une clôture parfaite.

Démonstration. Soit { pn : 1 6 n } l’énumération croissante des nombres pre-
miers. Pour tout n, soit kn = k, et définissons ϕn : kn → kn+1 par

ϕn(x) =
{
xp si p ∈ { pj : j 6 n } et p = 0 dans k,
x sinon.

Notons K la limite directe du système et xn l’image de x dans kn dans K. Nous
pouvons identifier l’image de k1 dans K avec k. Pour montrer que K est parfait,
considérons un α ∈ K et un nombre premier p égal à 0 dans K. Il existe un
n ∈ N et un x ∈ k tels que α = xn. Nous pouvons supposer n suffisamment
grand pour que pn > p. Alors ϕn(x) = xp, donc

α = xn = ϕn(x)n+1 = (xp)n+1 = xpn+1.

Ainsi K est parfait. Pour vérifier la condition (ii) de la définition 7.3, considérons
un α ∈ K et prenons un n ∈ N et un x ∈ k tels que α = xn. Si p1, . . . , pn sont
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tous non nuls dans k, alors α = xn = x1 ∈ k. Sinon il existe un entier j 6 n tel
que pj = 0 dans k. Alors ϕn−1 ◦ · · · ◦ ϕ1(x) = xq avec q = pn−jj . Donc

αq = xqn = (ϕn−1 ◦ · · · ◦ ϕ1(x1))n = x1 ∈ k.

La clôture parfaite est essentiellement unique.

Théorème 7.5. Si K et L sont des clôtures parfaites du corps discret k, il
existe un unique k-isomorphisme de K sur L.

Démonstration. Nous définissons une fonction f de K vers L comme suit. Étant
donné un α ∈ K, ou bien α ∈ k, auquel cas nous posons f(α) = α, ou bien
il existe un q = pe avec p égal à la caractéristique finie de k tel que αq ∈ k.
Dans ce cas il existe un β ∈ L tel que βq = αq. Comme la fonction x 7→ xq

est un automorphisme de L, l’élément β est unique et ne dépend pas du choix
de q. En posant f(α) = β, nous obtenons un homomorphisme de K vers L.
De la même manière, en échangeant les rôles de K et L, nous construisons un
homomorphisme de L vers K. Il est facile de voir que les deux fonctions sont
inverses l’une de l’autre. Ce sont donc des isomorphismes.

Théorème 7.6. Un corps discret k est parfait si, et seulement si, tout élément
algébrique sur k dans un corps discret qui est une extension de k est séparable
sur k.

Démonstration. Si k est parfait, tout polynôme de k[X] est un produit de
polynômes séparables, donc tout élément algébrique sur k dans un corps discret
qui est une extension de k est séparable. Inversement, soit p un nombre premier
nul dans k. Étant donné un a ∈ k, soit K ⊇ k un corps parfait et un b ∈ K avec
bp = a. Comme b est séparable sur k, le théorème 6.2 nous dit que b ∈ k[bp] = k.
D’après le théorème 7.1 nous concluons que k est parfait.

Théorème 7.7. Soit E un corps discret qui contient un corps parfait k. Si α ∈ E
est algébrique sur k, alors k[α] est parfait.

Démonstration. Soit p un nombre premier nul dans k. Alors k[α]p = kp[αp].
Comme k est parfait, α est séparable sur k, et kp[αp] = k[αp] = k[α] d’après le
théorème 6.2. Donc k[α] est parfait.

Exercices

1. Soit k un corps discret de caractéristique finie p. Montrer que la limite
directe de la suite k → k → k → · · · , où chaque fonction k → k envoie a
sur ap, est une clôture parfaite de k.

2. Construire un exemple brouwerien d’un corps discret k de caractéristique
finie p tel que ni kp = k, ni kp 6= k.
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8 Théorie de Galois
Soient k ⊆ K et k ⊆ E des anneaux commutatifs. Un homomorphisme

d’anneaux σ : K → E est un k-homomorphisme si σ est l’identité sur k.
Nous notons souvent l’image d’un élément x par l’homomorphisme σ sous
la forme xσ, et l’image de K par σ sous la forme Kσ. Nous étendons σ en
un k[X]-homomorphisme de K[X] dans E[X] en posant Xσ = X. La tech-
nique fondamentale pour étendre un k-homomorphisme de corps discrets est la
suivante.

Lemme 8.1. Soient k ⊆ K ⊆ E des corps discrets et σ : K → E un k-
homomorphisme. Soient f ∈ K[X] irréductible, α ∈ E une racine de f , et β ∈ E
une racine de fσ. Alors σ s’étend en un homomorphisme de K[α] vers E qui
envoie α sur β.

Démonstration. On définit une fonction de K[α] vers E en envoyant g(α) sur
gσ(β) pour tout g ∈ K[X]. Pour montrer que cette fonction est bien définie, il
suffit de voir que si g(α) = 0, alors gσ(β) = 0. Supposons donc que g(α) = 0.
Alors f divise g parce que f est irréductible et f(α) = 0 ; donc fσ divise gσ, et
donc gσ(β) = 0.

Si S est un ensemble borné en nombre et si σ : S → S est injectif, alors σ
est un isomorphisme (voir l’exercice I.2.11). On a un résultat analogue pour le
concept de corps.

Lemme 8.2. Soit k ⊆ K une extension algébrique de corps discrets. Alors tout
k-endomorphisme de K est un automorphisme.

Démonstration. Soit σ un k-endomorphisme deK. CommeK est un corps, σ est
injectif. Un α ∈ K arbitraire annule un polynôme f de k[X]. Soit S l’ensemble
des racines de f dans K. Si β ∈ S, alors f(βσ) = fσ(βσ) = f(β)σ = 0, de sorte
que βσ ∈ S. Ainsi σ induit une fonction (injective) de S vers S. Mais S est
borné par le degré de f , donc σ envoie S sur S, donc il existe un β ∈ S ⊆ K
tel que βσ = α. Comme α ∈ K était arbitraire, σ est surjectif.

Soient k ⊆ K des corps discrets. Si tout élément de K annule un polynôme
de k[X] qui est un produit de polynômes linéaires (polynômes de degré 6 1)
dans K[X], K est appelé une extension normale de k. On dit aussi que K est
normal sur k.

Théorème 8.3. Soient k ⊆ K des corps discrets avec K espace vectoriel de
type fini sur k. Alors K est normal sur k si, et seulement si, K est un corps de
décomposition d’un polynôme de k[X].

Démonstration. Supposons K normal et engendré par α1, . . . , αn sur k. Consi-
dérons des polynômes unitaires fi ∈ k[X] tels que fi(αi) = 0 et fi est un produit
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de polynômes linéaires dans K[X]. Alors K est un corps de décomposition pour
f1f2 · · · fn.

Inversement, si K est un corps de décomposition pour un f ∈ k[X],
on a f(X) =

∏n
i=1(X − αi) avec les αi ∈ K, et pour x ∈ K, on a un

p ∈ k[X1, . . . , Xn] tel que x = p(α1, . . . , αn). Soit S le groupe de permuta-
tions des indéterminées X1, . . . , Xn, et posons

q(X,X1, . . . , Xn) =
∏

σ∈S
(X − p(Xσ

1 , . . . , X
σ
n )).

Comme q est symétrique en X1, . . . , Xn, le théorème II.8.1 nous dit que les
coefficients de q(X,α1, . . . , αn) sont des polynômes en les coefficients de f ,
donc q(X,α1, . . . , αn) ∈ k[X]. Clairement le polynôme q(X,α1, . . . , αn) est un
produit de polynômes linéaires dans K[X] et q(x, α1, . . . , αn) = 0.

Soient k ⊆ K des corps discrets. L’ensemble des k-automorphismes de K
forme un groupe G(K/k) appelé le groupe de Galois de K sur k. Si K est normal
et séparable sur k, K est appelé une extension de Galois de k. Le groupe G(K/k)
est un sous-ensemble de l’ensemble de toutes les fonctions de K vers K, donc il
possède une inégalité naturelle définie par σ1 6= σ2 s’il existe un α ∈ K tel que
σ1(α) 6= σ2(α). Quand nous disons que G(K/k) est fini, nous voulons dire fini
par rapport à cette inégalité.

Théorème 8.4. Soient k ⊆ K des corps discrets. Si K est une extension
galoisienne de k de dimension finie, alors G(K/k) est fini et #G(K/k) = dimkK.

Démonstration. Comme K est séparable sur k, on a un θ tel que K = k[θ]. Le
polynôme minimal f de θ sur k est de degré n = dimkK et il est séparable.
Comme K est normal, nous pouvons écrire f(X) = (X − θ1) · · · (X − θn) avec
les θi ∈ K. Comme f est séparable, les θi sont distincts. Les lemmes 8.1 et 8.2
disent que, pour chaque i = 1, . . . , n, on a un σi ∈ G(K/k) tel que σi(θ) = θi.
Comme K = k[θ], cela détermine complètement σi. D’autre part, si σ ∈ G(K/k),
alors f(θσ) = fσ(θσ) = f(θ)σ = 0, donc θσ = θi pour un i, i.e. σ = σi. Ainsi
G(K/k) = {σ1, . . . , σn}, et les σi sont distincts car les θi sont distincts.

Nous construisons des k-automorphismes d’une extension normale de k qui
étendent des k-homomorphismes de sous-corps.

Lemme 8.5. Soient k ⊆ K ⊆ E des corps discrets avec E normal sur k et de
dimension finie sur K. Alors tout k-homomorphisme de K dans E peut être
étendu en un k-automorphisme de E.

Démonstration. Soit σ : K → E un k-homomorphisme. Comme E est de di-
mension finie sur K, il suffit, par récurrence, de voir que si α ∈ E, alors E est
de dimension finie sur K[α] et σ peut être étendu en un k-homomorphisme
de K[α] dans E.
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Comme E est de dimension finie sur K, le théorème 1.13 dit que K[α] est
de dimension finie sur K, donc E est de dimension finie sur K[α] d’après le
théorème II.6.6. Comme E est normal sur k, on a un polynôme g ∈ k[X] qui
annule α et qui est un produit de polynômes linéaires de E[X]. Comme E
est de dimension finie sur K, le théorème 1.13 dit qu’il existe un polynôme
irréductible f ∈ K[X] qui annule α. Clairement f divise g dans K[X], donc fσ
divise gσ = g. Comme g est un produit de polynômes linéaires de E[X], on
obtient que fσ annule un β ∈ E. D’après le lemme 8.1 nous pouvons étendre σ
en un k-homomorphisme de K[α] vers E qui envoie α sur β.

La normalité est reliée à l’invariance par automorphismes.

Théorème 8.6. Soient k ⊆ K ⊆ E des corps discrets. Si K est normal sur k,
tout k-endomorphisme de E envoie K sur K. Si E est de dimension finie et
normal sur k, et si tout k-automorphisme de E envoie K dans K, alors K est
normal sur k.

Démonstration. Soient K normal sur k et σ un k-endomorphisme de E. D’après
le lemme 8.2, il suffit de démontrer que Kσ ⊆ K. Soient α ∈ K et f ∈ k[X]
un produit de polynômes linéaires de K[X] satisfaisant f(α) = 0. Comme
f(ασ) = fσ(ασ) = f(α)σ = 0, et comme f est un produit de polynômes
linéaires de K[X], on a ασ ∈ K.

Supposons maintenant que E est de dimension finie et normal sur k, et que
tout k-automorphisme de E envoie K dans K. Si α ∈ K, alors α est racine
d’un polynôme f ∈ k[X] qui est un produit de polynômes linéaires de E[X].
Comme E est de dimension finie sur k, nous pouvons supposer que f est
irréductible. Il suffit de démontrer que toute racine β de f dans E est dans K.
D’après le lemme 8.1, on a un k-homomorphisme σ : k[α]→ E qui envoie α sur
β. D’après le lemme 8.5, on peut étendre σ en un k-automorphisme de E. Mais
tout k-automorphisme de E envoie K dans K. Donc l’élément β = ασ est dans
K.

Une propriété cruciale d’une extension de Galois de dimension finie k ⊆ K
est que tout élément de K \ k est modifié par l’action d’un élément de G(K/k).
En fait, il s’agit d’une propriété caractéristique.

Théorème 8.7. Soit K une extension de dimension finie d’un corps discret k.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) K est un extension de Galois de k.
(ii) Si α ∈ K\k, il existe un σ ∈ G(K/k) tel que σ(α) 6= α.
(iii) Si α ∈ K et si le polynôme minimal f de α sur k est de degré n, alors

il existe σ1, . . . , σn dans G(K/k) tels que f(X) = (X − σ1(α)) · · · (X −
σn(α)) et σ1(α), . . . , σn(α) sont distincts.
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Démonstration. Supposons (i). Soit f le polynôme minimal sur k d’un élément
α ∈ K\k. Comme K est séparable et normal sur k, et comme le degré de f est
plus grand que 1, il y a une racine β 6= α de f ∈ K. D’après le lemme 8.1, nous
pouvons construire un k-homomorphisme σ : k[α] → K tel que σ(α) = β, et
nous pouvons étendre σ en un automorphisme de K d’après le lemme 8.5.

Supposons (ii). Soient α et f comme dans (iii). Nous montrons par récur-
rence comment construire les éléments σ1, . . . , σn de G(K/k). Supposons que
nous avons construit σ1, . . . , σs, avec s < n, tels que le polynôme g(X) =
(X−σ1(α)) · · · (X−σs(α)) divise f et σ1(α), . . . , σs(α) sont distincts. Comme f
est irréductible sur k, et comme g est un diviseur strict de f , un coefficient de g est
dans K\k. D’après (ii), on a un τ ∈ G(K/k) tel que gτ 6= g. Comme τσi(α) est
une racine de gτ pour 1 6 i 6 s, on a un i tel que τσi(α) /∈ {σ1(α), . . . , σs(α)} :
on pose σs+1 = τσi.

Le fait que (iii) implique (i) est clair.

Si K est un corps discret et si S est un ensemble d’automorphismes de K,
alors l’ensemble {x ∈ K : xσ = x pour tout σ ∈ S } est un corps que l’on appelle
le corps fixe de S. Le théorème 8.7 implique que si K est une extension de
Galois de dimension finie de k, alors k est le corps fixe de G(K/k). L’exercice 8
montre que la condition 8.7(ii) est plus forte que la seule condition que k est le
corps fixe de G(K/k).

Soit k ⊆ E une extension de Galois de dimension finie. Le théorème fonda-
mental de la théorie de Galois concerne la correspondance entre d’une part les
sous-corps K de E qui contiennent k et sont de dimension finie sur k, et d’autre
part les sous-groupes finis de G(E/k). Le sous-groupe de G(E/k) associé à K
est G(E/K).

Théorème 8.8. Soit E une extension de Galois de dimension finie d’un corps
discret k. Soit K un sous-corps de E contenant k et de dimension finie sur k.
Alors

(i) E est une extension de Galois de dimension finie de K ;
(ii) G(E/K) est un sous-groupe fini de G(E/k) ;
(iii) le corps fixe de G(E/K) est K ;
(iv) si K est normal sur k, la restriction à K est un homomorphisme de

G(E/k) sur G(K/k) de noyau G(E/K), donc G(E/K) est un sous-groupe
normal de G(E/k) ;

(v) si G(E/K) est un sous-groupe normal de G(E/k), alors K est normal
sur k.

Démonstration. Comme E est galoisien sur k, il est galoisien sur K ; donc (i)
est valide. Le point (ii) est clair, et (iii) découle de la condition 8.7(ii).

Pour démontrer (iv), on prend K normal sur k et σ ∈ G(E/k). Le théo-
rème 8.6 dit queKσ = K, donc la restriction de σ àK est un élément de G(K/k).
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Par suite, cette restriction définit un homomorphisme de G(E/k) vers G(K/k).
Son noyau est clairement G(E/K). D’après le lemme 8.5, tout élément de
G(K/k) peut être étendu en un k-automorphisme de K. Donc l’homomorphisme
est surjectif.

Pour démontrer (v), on note que pour σ, τ ∈ G(E/k), on a σ ∈ G(E/K)
si, et seulement si, τστ−1 ∈ G(E/Kτ ) ; donc τG(E/K)τ−1 = G(E/Kτ ). Ainsi,
si G(E/K) est un sous-groupe normal de G(E/k), on a G(E/K) = G(E/Kτ ).
D’après la propriété 8.7(ii), cela implique que Kτ = K, donc K est normal.

Il nous reste à démontrer que tout sous-groupe fini de G(E/k) est de la
forme G(E/K) 1. En fait, nous allons montrer que si G est un groupe fini
d’automorphismes d’un corps discret E, et si K est le corps fixe de G, alors
dimK E = #G et E est une extension galoisienne de K de groupe de Galois G.

Soit E un corps discret et M un monoïde. Un homomorphisme de monoïdes
de M vers le monoïde multiplicatif de E est appelé un caractère de M dans E.
Tout automorphisme de E est un caractère du monoïde multiplicatif E dans E.
L’ensemble EM des fonctions de M vers E est un espace vectoriel sur E pour
l’addition et la multiplication scalaire naturelles. L’inégalité naturelle sur EM
est définie en posant f 6= g si on a un m ∈M tel que f(m) 6= g(m).

Des fonctions f1, . . . , fn ∈ EM sont linéairement indépendantes si, chaque
fois que a1, . . . , an sont des éléments non tous nuls de E, on a a1f1 + a2f2 +
· · ·+ anfn 6= 0. Le lemme suivant donne un critère simple pour l’indépendance
linéaire des caractères.

Lemme 8.9. Soient M un monoïde, E un corps discret et σ1, . . . , σn des
caractères de M dans E tels que σi 6= σj si i 6= j. Alors σ1, . . . , σn sont
linéairement indépendants.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Soient a1, . . . , an des
éléments non tous nuls de E. Si n = 1, alors

∑n
i=1 aiσi(1) = a1 6= 0, donc

nous pouvons renuméroter et supposer que a2 6= 0. Comme σ1 6= σ2, il y a un
x ∈M tel que σ1(x) 6= σ2(x). Soit m un élément arbitraire de M et soustrayons
l’expression

σ1(x) (a1σ1(m) + · · ·+ anσn(m)) (∗)
de l’expression

a1σ1(xm) + · · ·+ anσn(xm) = a1σ1(x)σ1(m) + · · ·+ anσn(x)σn(m). (∗∗)

Les termes avec a1 sont supprimés, il reste un terme a2(σ2(x)− σ1(x))σ2(m)
plus une combinaison linéaire des caractères σ3, . . . , σn. Par récurrence, on a
un m pour lequel cette expression est non nulle, parce que a2(σ2(x)−σ1(x)) 6= 0.
Comme cette expression est la différence de (∗) et de (∗∗), l’une des deux doit
être non nulle. Donc m ou xm montre que

∑
aiσi 6= 0.

1. NdT. Cela résultera du théorème 8.11.
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D’après le lemme 8.9, nous voyons que des automorphismes distincts d’un
corps discret E sont linéairement indépendants sur E. Nous allons raffiner
encore un peu ce résultat.

Lemme 8.10. Soient K un corps discret et σ1, . . . , σn des automorphismes
distincts deK. Il existe ω1, . . . , ωn ∈ K tels que la matrice Σn =

(
σi(ωj)

)
16i,j6n

est inversible.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Le cas n = 1 est ob-
tenu en prenant ω1 = 1. Par récurrence, on a ω1, . . . , ωn−1 ∈ K tels que la
matrice Σn−1 =

(
σi(ωj)

)
16i,j6n−1 est inversible. Donc il existe des éléments

a1, . . . , an−1 ∈ K tels que pour j = 1, . . . , n− 1 on a

a1σ1(ωj) + · · ·+ an−1σn−1(ωj) = σn(ωj)

D’après le lemme 8.9, on a un ωn 6= 0 ∈ K tel que

a1σ1(ωn) + · · ·+ an−1σn−1(ωn) 6= σn(ωn). (∗)

Soit Σn =
(
σi(ωj)

)
16i,j6n. Pour voir que Σn est inversible, considérons la i-ième

ligne de Σn, notée νi. En remplaçant νn par νn− (a1ν1 + · · ·+ an−1νn−1) nous
obtenons une matrice de même déterminant que Σn, dont la dernière ligne est
nulle sauf pour la dernière entrée qui est non nulle d’après (∗). Le déterminant
de la matrice modifiée est égal à dét Σn−1 multiplié par le coefficient non nul
en position sud-est. Donc dét Σn 6= 0.

Nous pouvons maintenant compléter la correspondance de Galois entre
sous-groupes de G(E/k) et corps intermédiaires entre k et E.

Théorème 8.11. Soient E un corps discret, G un ensemble de n automor-
phismes distincts de E et K le corps fixe de G. Alors il existe n éléments de E
qui sont linéairement indépendants sur K. Si G est un groupe, alors dimK E = n
et E est une extension galoisienne de K de groupe de Galois G.

Démonstration. Soit G = {σ1, . . . , σn}. D’après le lemme 8.10, on a des élé-
ments ω1, . . . , ωn ∈ E tels que la matrice Σn =

(
σi(ωj)

)
16i,j6n est inversible.

Soient a1, . . . , an des éléments de K vérifiant a1ω1 + · · · +anωn = 0. Alors
a1σi(ω1) + · · · +anσi(ωn) = 0 pour chaque i. Or la matrice Σn est inversible,
donc les aj sont nuls. Donc les ωj sont linéairement indépendants.

Supposons maintenant que G est un groupe. Nous allons montrer que les ωj
engendrent E comme K-espace vectoriel. Soit ω ∈ E. Comme Σn est inversible,
on a a1, . . . , an ∈ K tels que

a1σi(ω1) + · · ·+ anσi(ωn) = σi(ω) (∗)
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pour i = 1, . . . , n. Comme G est un groupe, σG = G pour chaque σ ∈ G, donc
en transformant (∗) par σ nous obtenons

σ(a1)σi(ω1) + · · ·+ σ(an)σi(ωn) = σi(ω)

pour i = 1, . . . , n. En soustrayant cela de (∗), nous obtenons

(a1 − σ(a1))σi(ω1) + · · ·+ (an − σ(an))σi(ωn) = 0.

Mais Σn est inversible, donc aj = σ(aj) pour tous σ et j, par suite a1, . . . , an
sont dans K. En prenant pour σi l’identité dans (∗), nous obtenons

a1ω1 + · · ·+ anωn = ω.

Ainsi ω1, . . . , ωn engendrent E sur K.
Le théorème 8.7 montre que E est une extension de Galois de K. Le fait

que G est son groupe de Galois découle du théorème 8.4.

Exercices

1. Soit K une extension algébrique d’un corps discret k. Montrer que K est
normal si, et seulement si, tout polynôme de k[X] qui a une racine dans
K est divisible par un polynôme de k[X] égal à un produit de polynômes
linéaires de K[X].

2. Définir ce qu’est un corps de décomposition pour un ensemble de poly-
nômes. Soient k ⊆ K des corps discrets. Montrer que l’extension K/k
est normale si, et seulement si, il existe un ensemble de polynômes de
k[X] dont le corps de décomposition sur k est K.

3. Formuler et démontrer les lemmes 8.9 et 8.10 pour un anneau commutatif
local K.

4. Soient k un corps discret etK = k(X). On définit deux k-automorphismes
σ et τ de K en posant σ(X) = 1/X et τ(X) = 1−X.
(i) Montrer que le groupe G engendré par σ et τ est le groupe symétrique

sur trois lettres.
(ii) Soit I = (X2−X + 1)3/X2(X − 1)2. Montrer que X est une solution

de l’équation polynomiale

f(Y ) = (Y 2 − Y + 1)3 − IY 2(Y − 1)2 = 0.

(iii) Montrer que k(I) est le corps fixe de G.
5. Soient x1, . . . , xn des éléments distincts d’un corps discret k et a1, . . . , an

des éléments de k non tous nuls. Utiliser le lemme 8.9 pour montrer qu’il
existe un m ∈ N tel que a1x

m
1 + · · ·+ anx

m
n 6= 0.
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6. Soient k ⊆ K des corps discrets. Supposons que K est un anneau factoriel
de dimension finie comme k-espace vectoriel. Montrer que G(K/k) est
fini et que #G(K/k) 6 dimkK.

7. Soit K un corps de décomposition de X3 − 2 sur Q. Montrer que si
ω est le quotient de deux racines distinctes de X3 − 2 dans K, alors
ω2 + ω + 1 = 0. En définissant un corps k intermédiaire entre Q et Q[ω],
construire un exemple brouwerien de corps discrets k ⊆ K tels que
dimkK = 3, mais G(K/k) n’est pas fini.

8. Utiliser l’exercice 7 pour construire un exemple brouwerien, utilisant le
principe de Markov, de corps discrets k ⊆ K tels que K est séparable
et de dimension finie sur k, et k est le corps fixe de G(K/k), mais la
condition 8.7(ii) n’est pas satisfaite.

9 Notes
Un équivalent classique du Nullstellensatz faible dit que si I est un idéal

propre de k[X1, . . . , Xn], il existe une extension K algébrique de k telle que les
polynômes de I ont un zéro commun dans Kn. Cela résulte de notre version en
étendant I en un idéal maximal M (par le lemme de Zorn) et en définissant
K = k[X1, . . . , Xn]/M . Avec une restriction (constructive) convenable sur k, on
peut prouver ce théorème de manière directe.

Pour une comparaison entre les approches constructives et récursives des
corps de décomposition et des clôtures algébriques, voir [Bridges-Richman 1987].
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1 Corps factoriels et corps séparablement
factoriels

Dans cette section nous étudions le problème de la décomposition en produit
de facteurs irréductibles d’un polynôme sur un corps discret. Nous avons déjà
vu un exemple brouwerien d’un corps discret sur lequel cette décomposition est
impossible (exemple IV.2.2). Un corps discret k sur lequel tout polynôme non
constant peut être écrit comme un produit de facteurs irréductibles est appelé
un corps factoriel. De manière équivalente, k est factoriel si tout polynôme
non constant sur k est irréductible ou possède un facteur non trivial. Comme
k[X] est un anneau principal avec unités détachables (pour n’importe quel
corps discret k), il revient au même de dire que k est factoriel au sens de la
définition IV.2.1.

Nous disons que k est séparablement factoriel si tout polynôme séparable
peut être écrit comme un produit de polynômes irréductibles. Clairement tout
corps factoriel est séparablement factoriel. Par certains aspects la notion de corps
séparablement factoriel est supérieure à la notion de corps factoriel : le théo-
rème 2.4 montre qu’une extension de dimension finie d’un corps séparablement
factoriel est un corps séparablement factoriel, alors que l’exercice 1.5 donne un

175
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exemple d’une extension de dimension finie d’un corps factoriel qui n’est pas un
corps factoriel.

On voit facilement que tout corps fini est factoriel : étant donné un polynôme,
on le divise par tous les polynômes de degré plus petit et l’on regarde si le reste
est nul ou pas. Les corps algébriquement clos discrets sont aussi factoriels, pour
une raison évidente. Le premier théorème non trivial au sujet des corps factoriels
est dû à Kronecker qui a montré que le corps Q des nombres rationnels est
factoriel. Cela résulte immédiatement de «Kronecker 1 » (théorème IV.4.8), qui
implique que l’anneau Z des nombres entiers est factoriel, et du corolaire IV.2.6,
qui implique que le corps de fractions d’un anneau intègre factoriel est factoriel.

Beaucoup de corps intéressants sont de la forme k(α1, . . . , αn) où k est
un corps fini ou Q. Comme les corps finis et Q sont factoriels, nous sommes
amenés à étudier les extensions simples k(α) d’un corps factoriel k ; les cas les
plus importants sont lorsque α est algébrique et lorsque α est transcendant. Nous
montrerons tout d’abord qu’une extension d’un corps dénombrable factoriel par
un élément séparable est un corps factoriel.

Théorème 1.1. 1 Soient k ⊆ E des corps discrets, et α, β ∈ E avec α algébrique
sur k et β séparable sur k[α]. Si k est factoriel, alors α annule un polynôme
irréductible sur k[β].

Démonstration. D’après le théorème VI.6.7, on a un θ ∈ E tel que k[α, β] = k[θ].
Si k est factoriel, alors k[β] et k[θ] sont tous deux de dimension finie sur k
d’après le théorème VI.1.13. Donc k[θ] est de dimension finie sur k[β] d’après le
théorème II.6.6. Enfin le théorème VI.1.13 nous dit que nous pouvons trouver
un polynôme irréductible sur k[β] annulé par α.

Corolaire 1.2. Soient E un corps discret et k un sous-corps dénombrable
factoriel. Soit β ∈ E séparable sur k. Alors k[β] est factoriel.

Démonstration. Soit g(X) un polynôme non constant à coefficients dans k[β],
et soit E′ ⊇ k[β] un corps discret dénombrable qui contient une racine α de g
(théorème VI.3.3). Alors α annule un polynôme irréductible sur k[β], qui doit
diviser g(X) dans k[β][X].

Le corolaire 1.2 montre qu’une extension de type fini séparable d’un corps
dénombrable factoriel est un corps factoriel. L’exercice 5 montre que la condi-
tion de séparabilité est nécessaire. Pour nous débarrasser de la condition de
dénombrabilité nous allons montrer qu’un corps discret est (séparablement)
factoriel si, et seulement si, tout polynôme (séparable) non constant, ou bien a
une racine dans le corps, ou bien est évalué non nul en tout élément du corps.

1. NdT. Dans le livre original en anglais, la numérotation des énoncés commence à
Theorem 1.2 ; elle est donc décalée d’un cran par rapport à la numérotation présente.
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Pour cela nous construisons, à partir d’un polynôme donné f , un polynôme q
tel que tout coefficient d’un diviseur unitaire de f est une racine de q.

Pour assurer que le polynôme q est un produit de polynômes séparables
lorsque f est séparable, nous démontrons ce qui suit.
Lemme 1.3. Soit K un corps, extension séparable d’un corps discret k. Si
q ∈ k[X] se décompose en un produit de facteurs linéaires dans K[X], alors q
est un produit de polynômes séparables.

Démonstration. Soit α ∈ K une racine de q. L’élément α annule un polynôme
séparable f ∈ k[X]. Soit h = pgcd(q, f). Alors h(α) = 0 et h est séparable
car il divise f . Par récurrence sur le degré, le polynôme q/h est un produit de
polynômes séparables. Donc q est un produit de polynômes séparables.

Nous utilisons un corps de décomposition pour construire q, mais nous pour-
rions nous en dispenser car les coefficients de q peuvent être écrits directement
en termes des coefficients de f.
Théorème 1.4. Soient k un corps discret et f ∈ k[X] un polynôme unitaire
(séparable). Alors il existe un polynôme q ∈ k[X] (qui est un produit de poly-
nômes séparables) tel que, pour toute extension E de k, les coefficients de tout
diviseur unitaire de f dans E[X] sont des racines de q.
Démonstration. Soient k0 le sous-corps dénombrable de k engendré par les
coefficients de f et Kf un corps de décomposition pour f sur k0. Nous écrivons

f(X) = (X − r1)(X − r2) · · · (X − rn)

dans Kf . Soit S ⊆ k[Y1, . . . , Yn] l’ensemble des polynômes symétriques élémen-
taires en les sous-ensembles finis des indéterminées {Y1, . . . , Yn}, et posons

q(X) =
∏

σ∈S

(
X − σ(r1, . . . , rn)

)
.

Comme les coefficients de f sont les polynômes symétriques élémentaires en
tous les ri, le théorème II.8.1 nous dit que q ∈ k0[X] et que q est indépendant
du corps de décomposition Kf .

Si f est séparable, q est un produit de polynômes séparables d’après le
lemme 1.3. Si g est un diviseur unitaire de f dans E[X], on construit un corps
de décomposition Kf pour f sur le sous-corps de E engendré par les coefficients
de g et f . Clairement Kf est un corps de décomposition pour f sur k0 et il
contient les coefficients de g. Tout coefficient de g est un polynôme symétrique
élémentaire en certaines des racines de f dansKf , donc c’est une racine de q.

Corolaire 1.5. Si k est séparablement clos dans K, et si un polynôme séparable
unitaire f ∈ k[X] a un diviseur unitaire g ∈ K[X], alors g ∈ k[X]. Si k est
algébriquement clos dans K et si le polynôme unitaire f ∈ k[X] a un diviseur
unitaire g ∈ K[X], alors g ∈ k[X].
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Démonstration. Tout coefficient de tout diviseur unitaire de f ∈ k[X] annule un
polynôme de k[X] (séparable si f est séparable). Comme k est algébriquement
(séparablement) clos dans K, ces coefficients sont dans k.

Le théorème 1.4 nous assure que les coefficients d’un diviseur unitaire d’un
polynôme unitaire séparable sont séparables. Nous pouvons laisser tomber
l’hypothèse de séparabilité si nous demandons que les deux facteurs soient
premiers entre eux.

Corolaire 1.6. Soient k ⊆ E des corps discrets, f ∈ k[X] et g, h ∈ E[X] des
polynômes unitaires tels que f = gh et pgcd(g, h) = 1. Alors les coefficients de
g et h sont séparables sur k.

Démonstration. D’après le théorème VI.6.3, nous pouvons écrire f comme
un produit de polynômes unitaires dans k[X] de la forme Fi(Xqi), où Fi est
séparable et qi est égal à 1 ou à une puissance de la caractéristique de k.
On a alors Fi(Xqi) = ai(X)bi(X) où ai(X) = pgcd(Fi(Xqi), g(X)) et bi(X) =
pgcd(Fi(Xqi), h(X)). En outre les Fi sont deux à deux étrangers, donc g est
le produit des ai et h est le produit des bi. Nous sommes ramenés au cas où
f = F (Xq) avec F séparable. Nous faisons une récurrence sur q. Si q = 1 nous
avons le résultat par le théorème 1.4. Si q > 1, nous avons 0 = f ′(X) = g′h+gh′
donc g divise g′h, donc g divise g′, donc g′ = 0 = h′. Par suite g = G(Xp) et
h = H(Xp), donc F (Xq/p) = G(X)H(X). Par récurrence, les coefficients de
G et H, qui sont les mêmes que les coefficients de g et h, sont séparables sur
k.

Nous allons montrer qu’un corps, extension de dimension finie d’un corps
séparablement factoriel, est séparablement factoriel. Tout d’abord nous réduisons
le problème de savoir si un corps est (séparablement) factoriel à celui de décider
si un polynôme (séparable) a une racine.

Théorème 1.7 (le test de racine). Un corps discret k est (séparablement)
factoriel si, et seulement si, pour tout f (séparable) dans k[X], ou bien f a une
racine dans k, ou bien f(a) 6= 0 pour tout a ∈ k.

Dans ce cas on dit que le corps k a un test de racine (pour les polynômes
séparables).

Démonstration. Si k est (séparablement) factoriel, nous pouvons construire tous
les diviseurs unitaires linéaires de f , donc la condition est clairement nécessaire.
Pour l’implication réciproque nous utilisons le théorème 1.4 qui nous permet
de construire un polynôme q ∈ k[X] (produit de polynômes séparables) tel
que les coefficients de tout diviseur unitaire de f ∈ k[X] sont racines de q.
Vu l’hypothèse, nous pouvons construire l’ensemble fini des racines de q dans
k. Nous obtenons ainsi un ensemble fini de polynômes qui contient tous les
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diviseurs unitaires de f dans k[X]. On peut alors tester les éléments de cet
ensemble pour savoir lesquels divisent f .

Le prototype d’un test de racines est le test de racine rationnelle qui dit que si
s/t (fraction réduite) est une racine dans Q du polynôme a0+a1X+· · ·+anXn ∈
Z[X], alors s doit diviser a0, et t doit diviser an. Ceci limite les racines possibles à
un nombre fini de cas, que nous pouvons tester. Le test de racine rationnelle
joint au théorème 1.7 fournit une démonstration alternative du théorème de
Kronecker selon lequel le corps des nombres rationnels est factoriel. En fait,nous
obtenons la version légèrement améliorée suivante du théorème «Kronecker 1 ».

Théorème 1.8. Si R est un anneau à factorisation unique avec un nombre fini
d’unités, alors il en va de même pour R[X]. Donc R est factoriel.

Démonstration. Soit K le corps de fractions de R. Pour montrer que tout
élément de R[X] se factorise en polynômes irréductibles dans R[X], il suffit
d’après le lemme de Gauss de montrer que K est factoriel. D’après le théo-
rème 1.7, il suffit de voir que K a un test de racine. L’argument esquissé ci-dessus
pour le cas des zéros rationnels s’applique ici parce que R est un anneau à
factorisation unique avec un nombre fini d’unités.

Si R est un anneau à factorisation unique avec un nombre fini d’unités,
alors le théorème 1.8 avec une récurrence sur n montre que R[X1, . . . , Xn] est
un anneau à factorisation unique. Donc si F est un corps fini, F (X1, . . . , Xn)
est factoriel d’après le corolaire IV.2.6. De même Q(X1, . . . , Xn) est factoriel
parce que l’anneau des entiers Z est un anneau à factorisation unique avec
deux unités. Cela ne traite cependant pas tous les cas intéressants. Le théorème
«Kronecker 2 » (théorème IV.4.9) montre que si k est un corps factoriel, alors
il en va de même pour k(X). Nous présentons maintenant une démonstration
élégante de ce théorème, basée sur le « test de racine », qui donne une information
supplémentaire pour les corps séparablement factoriels.

Théorème 1.9. Si k est un corps (séparablement) factoriel, il en va de même
pour k(X).

Démonstration. Soit f(X,Y ) ∈ k[X,Y ] (séparable comme polynôme en Y sur
k[X]) ; il suffit d’après le test de racines de décider s’il existe ou non un α ∈ k(X)
tel que f(X,α) = 0. On écrit

f(X,Y ) = a0(X) + a1(X)Y + · · ·+ an(X)Y n.

Nous remplaçons Y par Z/(an(X)) et nous multiplions par an(X)n−1, nous ob-
tenons un polynôme unitaire en Z. Donc nous pouvons supposer que an(X) = 1,
et nous cherchons les racines α ∈ k[X] parmi les diviseurs de a0(X).
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Dans le cas séparable, nous notons f ′(X,Y ) la dérivée de f(X,Y ) comme
polynôme en Y et nous calculons s(X,Y ) et t(X,Y ) ∈ k[X,Y ] tels que

s(X,Y )f(X,Y ) + t(X,Y )f ′(X,Y ) = g(X)

avec g(X) non nul. Si k est fini, k(X) est factoriel (théorème 1.8) et nous
avons terminé. Ainsi le théorème VI.5.4 nous dit que, ou bien nous avons
terminé, ou bien nous pouvons trouver des éléments distincts x1, . . . , xm ∈ k
avec m > deg a0(X) et avec g(xi) 6= 0 pour tout i dans le cas séparable. Dans
le cas séparable, chaque polynôme f(xi, Y ) est séparable. Donc (dans tous les
cas) nous pouvons construire les ensembles finis Ai = { y ∈ k : f(xi, y) = 0 }. Si
f(X,α(X)) = 0, alors α(xi) ∈ Ai et nous pouvons construire, par interpolation
unique, un ensemble fini de candidats pour α(X).

Exercices

1. Montrer qu’un corps discret k est factoriel si, et seulement si, tout poly-
nôme non constant sur k est irréductible ou admet un diviseur non
trivial.

2. Donner un exemple brouwerien d’une extension simple k(α) avec α ni
algébrique ni transcendant sur k.

3. Un corps premier est un corps discret k tel que tout sous-corps de k
est égal à k 1. Notons p1, p2, p3, p4, . . . la suite des nombres premiers
congrus à 1 modulo 4, et soit a une suite binaire fugitive. On définit
l’anneau R comme l’anneau Z muni de la relation d’égalité suivante :
d = e s’il existe un n tel que anpn | d− e. Montrer que R est un anneau
intègre discret, et que son corps de fractions k est un exemple brouwerien
de corps premier qui n’est pas factoriel.

4. Montrer que si F1 ⊆ F2 ⊆ F3 ⊆ · · · sont des corps factoriels, et Fi
est algébriquement clos dans Fi+1 pour tout i, alors F =

⋃
i Fi est

factoriel. En déduire que si k est factoriel, il en va de même pour le corps
k(X1, X2, . . .) avec un ensemble dénombrable d’indéterminées.

5. Soit u une suite binaire croissante au sens large. Soit F un corps discret
de caractéristique 2. Prenons Gi = k dans le théorème VI.2.10 si ui = 0,
et prenons Gi = K dans le même théorème si ui = 1. Utilisez l’exercice 4
pour montrer que G =

⋃
i Gi est factoriel. Notez que G contient k =

F (a, b) (défini dans le théorème VI.2.10). Soit θ un élément d’un corps
discret extension de G avec θ2 = a. En considérant le polynôme X2 − b,
montrez queG[θ] est un exemple brouwerien d’une extension de dimension
finie d’un corps factoriel qui n’est pas factoriel ; et donc d’un corps
séparablement factoriel qui n’est pas factoriel.

1. NdT. Par rapport à la définition donnée page 43, il est demandé en plus ici que k soit
discret.
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2 Extensions de corps (séparablement)
factoriels

Le corolaire 1.2 dit que si k est un corps factoriel dénombrable et si α est
séparable sur k, alors k[α] est factoriel. Dans cette section, nous supprimons
l’hypothèse de dénombrabilité dans ce théorème, nous démontrons que si k est
séparablement factoriel et si α est algébrique sur k, alors k[α] est séparablement
factoriel, et nous construisons un corps de décomposition (unique) pour un
polynôme séparable sur un corps séparablement factoriel.

Théorème 2.1. 1 Soient k ⊆ E des corps discrets, α ∈ E algébrique sur k, et
β ∈ E séparable sur k[α]. Si k est séparablement factoriel, alors β annule un
polynôme irréductible sur k[α].

Démonstration. D’après le corolaire VI.5.5, on a un élément primitif θ pour
k[α, β] sur k, qui est séparable sur k[α] d’après le théorème VI.4.5. Pour montrer
que β annule un polynôme irréductible, il suffit d’après le théorème VI.1.13
de montrer que k[α, β] est un espace vectoriel de dimension finie sur k[α]. On
applique le corolaire VI.6.4 : on prend q = pe avec e > 0 tel que l’élément λ = θq,
et donc αq, est séparable sur k (q est égal à 1 ou à une puissance convenable de
la caractéristique de finie de k). Alors k[λ] et k[αq] sont de dimension finie sur
k, car k est séparablement factoriel. Par suite, d’après le théorème II.6.6, k[λ]
est de dimension finie sur k[αq]. Soit 1, λ, λ2, . . . , λs une base de k[λ] surk[αq].
Comme θq = λ ∈ k[λ, α], et comme θ est séparable sur k[α], on a θ ∈ k[λ, α]
d’après le théorème VI.6.2, donc k[θ] = k[λ, α]. Ainsi 1, λ, λ2, . . . , λs engendrent
k[θ] sur k[α]. Supposons que

∑s
i=0 aiλ

i = 0 avec ai ∈ k[α]. Alors

0 =
(∑s

i=0
aiλ

i
)q =

∑s

i=0
(ai)qλiq

où (ai)q ∈ k[αq]. Comme λ est séparable sur k, le théorème VI.6.2 nous dit que
k[αq, λ] = k[αq, λq]. Ainsi 1, λq, λ2q, . . . , λsq est une base de k[αq, λ] sur k[αq].
Par suite (ai)q = 0, donc les ai sont nuls. Donc 1, λ, . . . , λs est une base de k[θ]
sur k[α], et k[θ] est de dimension finie sur k[α].

Lemme 2.2. Soit k un sous-corps discret d’un anneau E. Soit θ un élément de
E qui annule un polynôme unitaire de k[X] de degré n > 0. Si α ∈ k[θ], alors
θ ∈ k[α] ou α annule un polynôme de k[X] de degré < n.

Démonstration. Écrivons αi =
∑n−1
j=1 aijθ

j pour i = 0, . . . , n − 1. Par des
manipulations élémentaires de lignes nous mettons la matrice {aij} en forme
triangulaire supérieure. S’il y a un zéro sur la diagonale, 1, α, . . . , αn−1 sont

1. NdT. Dans le livre original en anglais, la numérotation des énoncés commence à
Theorem 2.0 ; elle est donc décalée d’un cran par rapport à la numérotation présente.
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linéairement dépendants sur k, donc α annule un polynôme de degré < n. Si
les éléments diagonaux sont tous non nuls, le déterminant de {aij} est non nul,
donc θ ∈ k[α].

Le théorème suivant, qui a un contenu classique, sera utilisé pour éliminer
l’hypothèse de dénombrabilité dans le corolaire (classiquement trivial) 1.2.
Théorème 2.3. Soient K ⊆ E des anneaux impotents et k un sous-corps
discret de K, séparablement clos dans K. Soit α ∈ E algébrique sur k. Alors
k[α] est séparablement clos dans K[α]. Si, en outre, α est séparable et k est
algébriquement clos dans K, alors k[α] est algébriquement clos dans K[α].
Démonstration. Soit β ∈ K[α] séparable sur k[α]. D’après le théorème VI.6.7,
on a un θ ∈ k[α, β] tel que k[θ] = k[α, β]. Pour montrer que β ∈ k[α] il suffit de
montrer que θ ∈ k[α]. D’après le corolaire VI.6.4, il existe un entier q tel que θq,
qui est dans K[αq], est séparable sur k, avec q égal à 1 ou à une puissance pe, k
étant de caractéristique finie p. Alors, d’après le théorème VI.4.5, le corps
k[αq] ⊆ k[θq] est séparable sur k. On a donc un polynôme séparable f ∈ k[X],
de degré n, annulé par αq. Nous procédons par récurrence sur n pour montrer
que θq ∈ k[αq] ; et alors θ ∈ k[α], d’après le théorème VI.6.2, parce que θ est
séparable sur k[α].

Si n = 1, alors αq ∈ k, donc θq ∈ K, et donc θq ∈ k parce que k est
séparablement clos dans K. Supposons maintenant n > 1. Comme θq ∈ K[αq],
d’après le corolaire VI.1.3, on sait que θq annule un polynôme de degré n sur K.
Mais θq annule un polynôme séparable sur k. En prenant le pgcd de ces deux
polynômes, et en utilisant le théorème VI.4.1(iii), nous obtenons un polynôme
séparable de degré au plus n dans k[X] annulé par θq. Comme αq ∈ k[θq], le
lemme 2.2 nous dit que, ou bien θq ∈ k[αq], et nous avons terminé, ou bien αq
annule un polynôme de degré < n et nous terminons par récurrence. Ainsi
θq ∈ k[αq].

Supposons maintenant que α est séparable sur k et que k est algébriquement
clos dans K. Soit θ un élément de K[α] algébrique sur k[α] ; il nous faut
montrer que θ ∈ k[α]. D’après le corolaire VI.5.5, nous pouvons supposer
que k[α, θ] = k[θ]. L’élément α annule un polynôme unitaire de degré n dans
k[X]. Nous procédons par récurrence sur n pour montrer que θ ∈ k[α]. Comme
θ ∈ K[α], le corolaire VI.1.3 nous dit que θ annule un polynôme unitaire deK[X]
de degré n. L’élément θ est aussi algébrique sur k. En appliquant le corolaire 1.5
au pgcd des polynômes que θ annule sur k et K, nous obtenons un polynôme de
degré au plus n dans k[X] annulé par θ. D’après le lemme 2.2, ou bien θ ∈ k[α],
et nous avons terminé, ou bien α annule un polynôme unitaire de degré < n.
Dans ce dernier cas l’hypothèse de récurrence montre que θ ∈ k[α].

Nous pouvons maintenant éliminer la restriction concernant la dénombra-
bilité dans le corolaire 1.2 et démontrer le résultat analogue pour les corps
séparablement factoriels.
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Théorème 2.4. Soit k un sous-corps séparablement factoriel d’un corps discret
E, et soit α ∈ E algébrique sur k. Alors K = k[α] est séparablement factoriel.
Si α est séparable et si k est factoriel, alors K est factoriel.

Démonstration. Soit f ∈ K[X] séparable. Soit k0 la clôture séparable dans
k du corps dénombrable engendré par les coefficients d’un polynôme non nul
de k[X] annulé par α et par les coefficients des puissances de α présentes
dans les coefficients de f . Comme k est séparablement factoriel, k0 est un
corps dénombrable. Comme nous pouvons décider si un polynôme séparable
sur k0 a une racine dans k, et donc dans k0, le théorème 1.7 dit que k0 est un
corps séparablement factoriel. Pour compléter la démonstration de la première
affirmation, il suffit d’après le théorème 1.7 de trouver les racines de f qui sont
dans k0[α], car le théorème 2.3 dit que k0[α] est séparablement clos dans k[α],
et les coefficients de f sont dans k0[α].

Comme k0[α] est dénombrable, nous pouvons construire, d’après le théo-
rème VI.3.4, un corps de décomposition L de f sur k0[α]. Soient r1, . . . , rs les
racines de f dans L. D’après le théorème 2.1, nous trouvons des polynômes gi
irréductibles dans k0[α][X] annulés par les ri. Si l’un des gi est linéaire, alors
ri ∈ k0[α], et nous avons trouvé une racine de f dans k0[α]. Si aucun gi n’est
linéaire, alors f n’a pas de racines dans k0[α].

La deuxième affirmation est démontrée exactement la même manière que la
première, à ceci près que nous prenons pour k0 la clôture algébrique au lieu de
la clôture séparable.

Dans la section 1, nous avons montré comment construire un corps de
décomposition pour un polynôme sur un corps dénombrable. Pour un polynôme
séparable sur un corps séparablement factoriel, nous pouvons nous débarrasser
de l’hypothèse de dénombrabilité.

Corolaire 2.5. Soit k un corps séparablement factoriel, et soit f ∈ k[X] un
polynôme séparable. Alors il existe un corps de décomposition séparablement
factoriel K pour f sur k.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur le degré n de f . Si n = 1,
on prend K = k. Supposons n > 1. Comme k est séparablement factoriel, f
possède un facteur irréductible p. Soit alors F = k[Y ]/(p(Y )) : F est un corps
et l’élément α = Y de F est une racine de f , donc f(X) = (X − α)q(X)
dans F [X]. D’après le théorème 2.4, le corps F est séparablement factoriel.
Donc par récurrence, q a un corps de décomposition séparablement factoriel
sur F . Ce corps de décomposition est le corps de décomposition voulu pour f
sur k.

Finalement nous montrons que deux corps de décomposition pour un poly-
nôme séparable sur un corps séparablement factoriel k sont toujours isomorphes
sur k.
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Théorème 2.6. Soient k1 et k2 des corps séparablement factoriels et ϕ : k1 → k2
un isomorphisme. Soient p1 un polynôme séparable de k1[X] et p2 l’image de p1
par ϕ. Soient K1 et K2 des corps de décomposition pour p1 sur k1 et p2 sur k2
respectivement. Alors ϕ peut être étendu en un isomorphisme K1 → K2.

Démonstration. Il est clair que le polynôme p2 est séparable sur k2. Si deg p1 = 0,
il n’y a rien à démontrer, donc supposons que α1 est une racine de p1 dans K1.
Comme k1 est séparablement factoriel, α1 est une racine d’un facteur irréductible
q1 de p1 dans k1[X]. Soit q2 l’image de q1 par ϕ. Alors q2 est un facteur
de p2, donc q2(α2) = 0 pour un α2 ∈ K2. L’isomorphisme ϕ s’étend en un
isomorphisme, que nous notons encore ϕ, de k1[α1] vers k2[α2] en imposant
ϕ(α1) = α2. Comme le corps k1[α1] est séparablement factoriel, nous pouvons
étendre cet isomorphisme, par récurrence sur le degré de p1, en un isomorphisme
K1 → K2.

Exercices

1. Soit k un corps dénombrable séparablement factoriel. Montrer qu’il existe
une extension séparable dénombrable K de k telle que tout polynôme
séparable sur K a une racine dans K. Le corps K est appelé une clôture
séparable de k.

2. Soit k un corps dénombrable séparablement factoriel. Montrer que si K
et L sont des clôtures séparables de k, alors K et L sont k-isomorphes.

3. Utiliser le théorème VI.2.10 pour construire un exemple classique qui
montre que l’hypothèse que α est séparable est nécessaire dans le théorème
2.3.

4. Soit k un corps séparablement factoriel contenu dans un anneau commu-
tatif discret R. Supposons que R est une extension algébrique séparable
de type fini de k. Montrer que R est de dimension finie sur k. (Cher-
cher les idempotents non nuls minimaux e ∈ R ; notons que ke est un
sous-corps de l’anneau Re et qu’il est isomorphe à k.)

3 Corps de Seidenberg : la condition P

Soit k un corps discret de caractéristique finie p. La condition P de Seidenberg
apparait lorsqu’on veut savoir si un élément donné de k a une racine p-ième
dans k, c’est-à-dire si le sous-corps kp des puissances p-ièmes d’éléments de k
est détachable dans k. La condition introduite par Seidenberg est la première
condition dans le théorème suivant.

Théorème 3.1. Soit k un corps discret de caractéristique finie p. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.
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(i) Étant donnés aij ∈ k (1 6 i 6 m et 1 6 j 6 n), ou bien il existe des
xj ∈ kp non tous nuls tels que

∑
aijxj = 0 pour tout i, ou bien, lorsque∑

aijxj = 0 pour tout i avec les xj ∈ kp, les xj sont tous nuls.
(ii) Si K est un corps extension de dimension finie de k, Kp est détachable

dans K.
(iii) Si K est une extension de dimension finie purement inséparable de k, Kp

est détachable dans K.
(iv) Tout corps K extension de type fini de k avec Kp ⊆ k est de dimension

finie.
(v) Tout sous-kp-espace vectoriel de type fini de k est de dimension finie.

Démonstration. Pour déduire (ii) de (i), soit ω1, . . . , ωn une base de K sur k et
notons ωpi =

∑n
j=1 bijωj . Alors un élément

∑
ajωj arbitraire de K est dans Kp

si, et seulement si, il existe des xi ∈ kp tels que∑n

j=1
ajωj =

∑n

i=1
xiω

p
i =

∑n

j=1

∑n

i=1
xibijωj ,

i.e. aj =
∑n
i=1 xibij pour tout j ou, puisque les ωpi sont indépendants sur kp,

que le système d’équations

x0aj −
∑n

i=1
xibij = 0

a une solution non triviale dans kp.
Le point (iii) résulte clairement de (ii). Pour montrer que (iv) découle de (iii),

on considère un corps K extension de type fini de k avec Kp ⊆ k. Soit ω l’un des
générateurs de K sur k. Puisque kp est détachable dans k, ou bien ωp ∈ kp et
donc ω ∈ k et nous terminons par récurrence sur le nombre de générateurs, ou
bien Xp−ω est un polynôme irréductible sur k (théorème VI.6.6) donc k(ω) est
une extension de k de dimension p. Dans ce cas, k(ω) satisfait clairement aussi
(iii). Mais K est une extension de type fini de k(ω), donc K est de dimension
finie sur k(ω), donc aussi sur k, par récurrence sur le nombre de générateurs.

Pour déduire (v) de (iv), on considère un sous-kp-espace V de type fini
de k. Alors V engendre un sous-corps F de k qui est de type fini sur kp.
Soit K = F−p ⊇ k. Alors K est de type fini, donc de dimension finie sur k ;
donc F = Kp est de dimension finie sur kp et par suite le sous-espace V de type
fini de F est de type fini sur kp.

Pour déduire (i) de (v), on considère une base pour le sous-kp-espace de k
engendré par les aij . Alors la question dans (i) est réduite à l’existence d’une
solution non triviale dans kp pour un système d’équations linéaires homogènes à
coefficients dans kp, ce qui est décidable d’après le théorème II.6.2.

Nous disons qu’un corps discret k satisfait la condition P de Seidenberg, ou
que k est un corps de Seidenberg, si, pour tout nombre premier p nul dans k,
les propriétés équivalentes du théorème 3.1 sont satisfaites.
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Le point (ii) du théorème 3.1 nous montre que la condition P est héritée par
les extensions de corps de dimension finie. Nous montrons maintenant qu’elle
est aussi héritée par les extensions purement transcendantes.

Théorème 3.2. Si k est un corps de Seidenberg, il en va de même pour k(X).

Démonstration. Nous allons montrer que le point (i) du théorème 3.1 est satisfait
par k(X). Soit ∑

j
aijxj = 0

un système d’équations sur k(X) pour lequel nous cherchons une solution
non triviale dans k(X)p = kp(Xp). Nous pouvons supposer que les aij appar-
tiennent à k[X], et nous cherchons une solution non triviale dans kp[Xp]. En
répartissant les exposants de X dans les classes résiduelles modulo p, nous obte-
nons un système d’équations équivalent dans lequel les aij appartiennent à k[Xp].

Les coefficients des aij engendrent un sous-kp-espace de k qui, d’après le
point (v) du théorème 3.1, est de dimension finie. Soit λ1, . . . , λm une base de
ce sous-espace. Nous écrivons aij =

∑
k aijkλk avec les aijk ∈ kp[Xp]. Alors

nous pouvons trouver une solution non triviale dans kp(Xp) du système original
si, et seulement si, nous pouvons trouver une solution non triviale dans kp[Xp]
pour le système ∑

j
aijkxj = 0,

mais maintenant les coefficients et la solution recherchée sont tous dans le même
corps kp(Xp), donc le résultat découle du théorème II.6.2.

L’exercice 1.5 montre qu’une extension de dimension finie d’un corps fac-
toriel n’est pas nécessairement un corps factoriel ; l’ingrédient manquant est
la condition P . Appelons un corps discret k pleinement factoriel si tout corps
extension de dimension finie de k est factoriel.

Théorème 3.3. Soit k un corps discret. Alors k est pleinement factoriel si, et
seulement si, k est séparablement factoriel et satisfait la condition P .

Démonstration. Supposons que k est pleinement factoriel. Comme k est une
extension de dimension finie de lui-même, k est (séparablement) factoriel. Pour
montrer que k satisfait la condition P , nous allons vérifier le point (ii) du théo-
rème 3.1. Soit K une extension de dimension finie de k. Alors K est factoriel,
donc pour chaque a ∈ K ou bien le polynôme Xp − a ∈ K[X] est irréductible,
auquel cas a /∈ Kp, ou bien il est réductible, auquel cas a ∈ Kp d’après le
théorème VI.6.6.

Inversement, supposons que k est séparablement factoriel et satisfait la
condition P . Soit K un corps extension de dimension finie de k. Alors K est
séparablement factoriel d’après le théorème 2.4, et il satisfait la condition P
d’après le théorème 3.1. Soit f un polynôme unitaire de K[X] ; nous allons
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montrer que f a ou n’a pas une racine dans K (donc K est factoriel d’après
le théorème 1.7). D’après le théorème VI.6.3, nous pouvons écrire f comme
un produit de polynômes unitaires de la forme g(Xq) où g est séparable et q
est égal à 1 ou à une puissance de la caractéristique de k, donc par récurrence
sur le degré nous pouvons supposer que f est de cette forme. Comme K est
séparablement factoriel, nous pouvons supposer que g est irréductible. Par suite,
si g(Xq) a une racine dansK, g est linéaire, donc g(Xq) = Xq−a. Nous pouvons
décider si Xq − a a une racine dans K d’après le point (ii) du théorème 3.1.

Nous obtenons comme corolaire que toute extension purement transcendante
d’un corps pleinement factoriel est pleinement factorielle.

Corolaire 3.4. Si k est un corps pleinement factoriel alors il en va de même
pour k(X).

Démonstration. Le théorème 3.3 montre que k est un corps de Seidenberg,
donc k(X) est un corps de Seidenberg d’après le théorème 3.2. Mais k(X) est
factoriel d’après le théorème 1.9, donc k(X) est pleinement factoriel d’après le
théorème 3.2.

Exercices

1. Montrer directement que le corps F de l’exercice 1.5 ne satisfait pas la
condition P .

2. Montrer que deux clôtures algébriques d’un corps dénombrable pleine-
ment factoriel k sont toujours isomorphes sur k.

3. Montrer qu’un corps dénombrable discret k est pleinement factoriel si,
et seulement si, tout corps extension algébrique de type fini de k est de
dimension finie.

4. Construire un exemple brouwerien d’un anneau commutatif discret ex-
tension de Q qui est de type fini et algébrique, mais pas de dimension
finie, sur Q.

5. Montrer que si k satisfait la condition P , alors il en va de même pour le
corps k(X1, X2, . . .) en une infinité dénombrable d’indéterminées.

4 Le théorème fondamental de l’algèbre
Les nombres complexes algébriques sur Q forment un corps discret Ca (théo-

rème VI.1.9), appelé le corps des nombres algébriques. Nous allons montrer
dans cette section que Ca est algébriquement clos (théorème 4.5). Nous uti-
liserons de nombreux résultats de la théorie de Galois et, sans en donner de
démonstration, l’existence des 2-sous-groupes de Sylow dans les groupes finis.
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Une démonstration du théorème fondamental de l’algèbre sous la forme que
tout polynôme unitaire non constant sur C a une racine dans C est indiquée
dans les exercices comme corolaire du théorème 4.5.

Lemme 4.1 (théorème des valeurs intermédiaires pour les polynômes à coeffi-
cients rationnels). Soit f ∈ Q[X]. Si a et b sont des nombres rationnels tels que
f(a) < 0 < f(b), il existe c ∈ R qui annule f .

Démonstration. Nous pouvons supposer que a < b. Nous définissons pas ré-
currence deux suites {an} et {bn} de nombres rationnels. On initialise a0 = a
et b0 = b. On définit ensuite an et bn pour n > 0, comme suit : tout d’abord on
calcule cn = (an−1 + bn−1)/2, puis on pose

(i) an = bn = cn si f(cn) = 0,
(ii) an = cn et bn = bn−1 si f(cn) < 0,
(iii) an = an−1 et bn = cn si f(cn) > 0.

Clairement an−1 6 an 6 bn 6 bn−1, et bn − an 6 (b− a)/2n pour tout n > 0.
Par conséquent la suite {cn} est une suite de Cauchy, qui représente un nombre
réel c. Pour montrer que f(c) = 0, nous devons montrer que f(cn) converge
vers 0.

En appliquant le théorème du reste à f(X) comme polynôme sur Q[Y ],
nous obtenons une égalité f(X) = (X − Y )g(X,Y ) + f(Y ) avec un polynôme
g ∈ Q[X,Y ]. On obtient facilement une borne M sur { |g(x, y)| : a 6 x, y 6 b },
donc |f(x)−f(y)| 6M |x−y| si a 6 x, y 6 b. Comme les suites cn−an et bn−cn
convergent vers 0, on déduit que f(cn) − f(an) et f(bn) − f(cn) convergent
vers 0. Comme f(an) 6 0 6 f(bn) pour tout n, il s’ensuit que f(cn) converge
vers 0.

Corolaire 4.2. Soit f ∈ Q[X] de degré impair. Alors f a une racine dans R.

Démonstration. Comme f est de degré impair, il existe des nombres rationnels a
et b qui satisfont les hypothèses du lemme 4.1.

Lemme 4.3. Si a+ bi ∈ Ca, alors il existe c+di ∈ Ca tel que (c+di)2 = a+ bi.

Démonstration. Tout d’abord le cas réel, i.e. b = 0. Comme Ca est discret,
a = 0 ou a > 0 ou a < 0. Si a > 0, le lemme 4.1 nous dit que le polynôme
X2 − a a une racine dans Ra, que nous notons

√
a. Si a < 0, i

√
−a est une

racine de X2 − a. Voyons le cas général. Nous prenons pour c et d des racines
convenables 1 des polynômes

X2 − a+
√
a2 + b2

2 et X2 − −a+
√
a2 + b2

2 .

Alors c+ di est une racine carrée de a+ bi.
1. NdT. Le réel cd doit avoir le même signe que b.
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La démonstration du théorème final nécessite deux résultats de la théorie
des groupes finis.

(i) Si G est un groupe fini et si 2n divise #G, G contient un sous-groupe
d’ordre 2n.

(ii) Tout groupe fini G contient un sous-groupe T tel que #T est une
puissance de 2 et l’indice de T dans G est impair.

Un sous-groupe T de G qui satisfait (ii) est appelé un 2-sous-groupe de Sylow
de G, ou plus simplement un 2-Sylow de G. Ces résultats classiques de la théorie
des groupes finis ne présentent aucun problème de constructivité.

Lemme 4.4. Soit f ∈ Q[X]. Alors f a une racine dans Ca.

Démonstration. Soit E un corps de décomposition de f sur Q. Il suffit d’immer-
ger E dans Ca. Comme E est de dimension finie sur Q, le groupe de Galois G
de E sur Q est fini. Soit T un 2-Sylow de G et K le corps fixe de T . D’après
le corolaire VI.5.5, il existe un α ∈ K tel que K = Q[α]. Alors α annule un
polynôme irréductible g de degré dimQK, qui est impair car il est égal à l’indice
de T dans G. D’après le corolaire 4.2, le polynôme g a une racine θ ∈ Ca.
D’après le lemme VI.8.1, il y a un homomorphisme injectif σ : K → Ca qui
envoie α sur θ.

Supposons que #T = 2n. D’après (i), nous pouvons trouver des sous-groupes
T0 ⊆ · · · ⊆ Tn = T tels que #Ti = 2i. Soit Ki le corps fixe de Ti. Nous allons
étendre progressivement σ, qui est défini sur Kn, pour en faire une immersion
de K0 = E dans Ca. Supposons que σ est défini sur Ki+1. La dimension de
Ki sur Ki+1 est 2, donc Ki = L[β] où β annule un polynôme irréductible h de
degré 2 sur Ki+1. D’après le lemme 4.3 et les formules pour une racine carrée,
hσ a une racine dans Ca, donc nous pouvons étendre σ à Ki en application du
lemme VI.8.1.

Théorème 4.5 (le théorème fondamental de l’algèbre, version discrète). Le
corps Ca est algébriquement clos.

Démonstration. Soit f ∈ Ca[X] un polynôme non constant ; nous devons mon-
trer que f a une racine dans Ca. Soit K le sous-corps de Ca engendré par les
coefficients de f . Le théorème VI.3.3 nous dit comment construire un corps
dénombrable discret qui contient K et une racine θ de f , et l’on considère un
polynôme g ∈ Q[X] annulé par θ. Si f ne divise pas g, on remplace f par le
pgcd de f et g dans Ca[X]. On peut donc supposer que f divise g. D’après le
théorème VI.3.4, on sait construire un corps de décomposition dénombrable E
pour g sur Q. Comme E est une extension séparable de type fini de Q, nous
pouvons construire un α ∈ E tel que E = Q(α). Soit h ∈ Q[X] le polynôme
minimal de α, et soit β une racine de h dans Ca. Alors g est un produit de
facteurs linéaires sur Q(β), car Q(β) ' E est normal. Comme f divise g, il a
une racine dans Ca.
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Une démonstration du théorème fondamental de l’algèbre, sous la forme que
tout polynôme unitaire non constant sur C a une racine dans C, est indiquée
dans les exercices qui suivent.

Exercices

1. Soit f un polynôme unitaire de Ca[X] de degré n > 0. Montrer que
pour chaque x ∈ Ca il existe une racine r de f dans Ca telle que
|r − x|n 6 |f(x)|.

2. Soit f un polynôme unitaire de C[X] de degré n > 0.
(i) Utiliser l’exercice 1 pour montrer que pour tout x ∈ C et tout ε > 0

il existe un r ∈ Q(i) tel que |f(r)| < ε et |r − x|n < |f(x)|+ ε.
(ii) Utiliser le point (i) pour construire une suite de Cauchy r1, r2, . . .

dans Q(i) telle que f(ri) converge vers 0. En déduire que f a une
racine dans C.

5 Notes
Kronecker (1882) a démontré que les corps de nombres algébriques sont

factoriels. Le résultat selon lequel les extensions finies séparables de corps
factoriels sont des corps factoriels se trouve dans [van der Waerden 1953],
mais la démonstration est incomplète (voir la discussion dans [Mines-Richman
1982]). Un exemple montrant que la condition de séparabilité est nécessaire
(exercice 1.5) apparait pour la première fois dans [Seidenberg 1974].

La condition P a été introduite dans [Seidenberg 1970]. Dans cet article,
il a été démontré que les extensions de corps (factoriels) satisfaisant la condi-
tion P , de dimension finie ou purement transcendantes, satisfont également la
condition P (et sont factoriels). Le théorème 3.1 se trouve dans [Richman 1981].

Brouwer et de Loor (1924) ont donné une démonstration constructive que
tout polynôme unitaire non constant sur C a une racine dans C. Bishop (1967) a
démontré le résultat en supposant seulement que le polynôme a un coefficient
non nul pour une puissance strictement positive de X.
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1 Le théorème de la base de Hilbert
Le théorème de la base de Hilbert établit que R[X] est noethérien lorsque R

est noethérien. Personne n’a donné de démonstration constructive de ce théorème
pour notre définition présente d’anneau noethérien, mais d’autres définitions ont
permis une telle démonstration. Les démonstrations classiques usuelles du théo-
rème sont constructives si l’on entend par anneau noethérien un anneau où tous
les idéaux sont de type fini. Mais seul l’anneau trivial est noethérien en ce sens
d’un point de vue constructif. La première démonstration d’un théorème de la
base de Hilbert constructivement intéressant a été donnée par Jon Tennenbaum ;

191
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nous présentons certaines de ses idées dans la section 4. Dans la section présente,
nous démontrons le théorème pour les anneaux cohérents noethériens. Du point
de vue classique, ce sont exactement les anneaux noethériens.

Pour un anneau R nous notons le R-module { f ∈ R[X] : deg f < n }
par R[X]n. Clairement, le R-module R[X]n est libre de rang n. Si I est un
idéal à gauche de R[X], alors I ∩ R[X]n = { f ∈ I : deg f < n }. Si M est un
sous-R-module de R[X]n, alors XmM est un sous-R-module de R[X]n+m.

Lemme 1.1. Soient R un anneau cohérent noethérien (à gauche) et I l’idéal à
gauche de R[X] engendré par f1, . . . , fs. Si fi ∈ R[X]n pour chaque i, il existe
un R-module de type finiM ⊆ R[X]n tel que XM ∩R[X]n ⊆M et I∩R[X]m =∑m−n

i=0 XiM pour tout m > n.

Démonstration. Le corolaire III.2.8 dit que R[X]m est un R-module cohérent
noethérien. On construit une chaine N1 ⊆ N2 ⊆ · · · de sous-modules de
type fini de I ∩ R[X]n comme suit. Soient N1 = Rf1 + · · · + Rfs et Nk+1 =
Nk +XNk ∩R[X]n. Comme R[X]n+1 est cohérent, les modules Nk sont de type
fini ; comme R[X]n est noethérien, il y a un k tel que Nk = Nk+1. On pose
M = Nk. Clairement XM ∩R[X]n ⊆M .

Comme M ⊆ I ∩R[X]n, on a
∑m−n
i=0 XiM ⊆ I ∩R[X]m pour tout m > n.

Montrons que I ∩ R[X]m ⊆
∑m−n
i=0 XiM : soit f ∈ I ∩ R[X]m. On écrit f =∑s

i=1 gifi, où les gi ∈ R[X]d, et l’on procède par récurrence sur d. Si d = 1,
alors f ∈ M et c’est terminé. Si d > 1, on définit hi ∈ R[X] par gi = gi(0) +
Xhi et l’on pose f∗ =

∑s
i=1 hifi ∈ I. Notez que hi ∈ R[X]d−1. Alors f =∑s

i=1 gi(0)fi + Xf∗, donc Xf∗ ∈ I ∩ R[X]m et par suite f∗ ∈ R[X]m−1.
Sim = n, alors par récurrence sur d on a f∗ ∈M doncXf∗ ∈ XM∩R[X]n ⊆M
où f ∈ N1 + M = M . Si m > n, alors par récurrence sur d on a f∗ ∈∑m−1−n
i=0 XiM , donc f ∈ N1 +X

∑m−1−n
i=0 XiM ⊆

∑m−n
i=0 XiM .

Théorème 1.2. Soient R un anneau cohérent noethérien, I un idéal à gauche
de type fini de R[X], et k un entier > 1. Alors I ∩R[X]k est un R-module de
type fini. En particulier, I ∩R est un idéal à gauche de type fini de R.

Démonstration. Soient n > k et M = I ∩ R[X]n comme dans le lemme 1.1.
Alors I ∩R[X]k = M ∩R[X]k est de type fini car R[X]n est cohérent et M est
de type fini.

Lemme 1.3. Si R est un anneau cohérent noethérien, R[X] est un anneau
cohérent. Si, en outre, R est fortement discret (à gauche), il en va de même
pour R[X].

Démonstration. On montre d’abord la deuxième affirmation. Soit I un idéal à
gauche de type fini de l’anneau R[X] et soit f ∈ R[X]. On prend un n tel
que R[X]n contient f et une famille finie de générateurs de I. D’après le
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lemme 1.1, on sait que le module M = I ∩R[X]n est de type fini. Si R est forte-
ment discret (à gauche),M est détachable dans R[X]n d’après le corolaire III.2.8,
donc on peut décider si f ∈ I ∩R[X]n. Ainsi I est détachable dans R[X].

Soit g1, . . . , gk un système générateur de M ∩R[X]n−1 ; on pose gk+i = Xgi
pour i = 1, . . . , k et on note g2k+1, . . . , g` des générateurs de M . Donc g1, . . . , g`
engendrent I comme idéal de R[X]. Soit e1, . . . , e` la base naturelle du R[X]-
module R[X]`, et soit ϕ l’application linéaire de R[X]` sur I qui envoie ei sur gi.
Nous allons construire une famille finie qui engendre kerϕ, ce qui montrera
que R[X] est cohérent.

Comme R[X]n est un R-module cohérent, le R-module R` ∩ kerϕ est de
type fini. Soit K le sous-R[X]-module de R[X]` engendré par ces éléments et
les éléments Xei − ek+i pour i = 1, . . . , k. Nous allons montrer que K = kerϕ.
Clairement K ⊆ kerϕ.

Supposons que
∑`
i=1 rigi = 0 et montrons que

∑`
i=1 riei ∈ K. On prend

un m tel que deg ri 6 m pour tout i. Nous procédons par récurrence sur m.
Si m = 0, chaque ri ∈ R, donc nous avons terminé car R` ∩ kerϕ ⊆ K.
Si m > 0, on écrit ri = si + aiX

m, où ai ∈ R et deg si < m. L’égalité∑
sigi +Xm

∑
aigi = 0 nous dit que

∑
aigi ∈M∩R[X]n−1, donc

∑`
i=1 aigi =∑k

i=1 bigi avec bi ∈ R. Ainsi
∑`
i=1 aiei −

∑k
i=1 biei ∈ K, donc il suffit de dé-

montrer que ∑`

i=1
siei +Xm

∑k

i=1
biei ∈ K.

Comme Xei − ek+i ∈ K pour i = 1, . . . , k, il suffit de démontrer que∑`

i=1
siei −Xm−1

∑k

i=1
biek+i ∈ K,

et ceci est vrai par récurrence sur m. Ainsi, I est de présentation finie.

Si R est un anneau et I est un idéal à gauche de R[X], on définit

L(I) = { an ∈ R : anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ I }

comme l’ensemble des coefficients formellement dominants des polynômes de I.
Notez qu’un polynôme peut avoir différents coefficients formellement dominants
(certains nuls) selon la manière dont il est écrit, et notez que L(I) est un idéal à
gauche de R.

Lemme 1.4. Soient R un anneau cohérent noethérien et I un idéal à gauche de
type fini de R[X]. Alors l’idéal à gauche L(I) de R est de type fini 1. Soit J ⊇ I
un idéal à gauche de R[X] tel que L(I) = L(J), et soit m > 0. Si I ∩R[X]m
engendre I, alors J ∩R[X]m engendre J .

1. NdT. Ce lemme contient en filigrane un algorithme de Buchberger généralisé pour un
anneau cohérent noethérien R (à la place d’un corps discret) et les anneaux de polynômes
sur R, au moins lorsque l’ordre monomial considéré est un ordre lexicographique sur les
variables.
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Démonstration. Soient n etM = I∩R[X]n comme dans le lemme 1.1, et notons
Ln(I) ⊆ L(I) l’ensemble des coefficients formellement dominants des polynômes
dans M . Comme XM ∩R[X]n ⊆M , le R-module Ln(I) est l’image de l’appli-
cation R-linéaire qui envoie un polynôme de M sur son coefficient en Xn−1.
Comme M est de type fini, il en va de même pour Ln(I). Nous complétons la
démonstration de la première affirmation en montrant que Ln(I) = L(I). Soit
h = hm−1X

m−1 + · · ·+ h1X + h0 ∈ I avec les hi ∈ R. Si m 6 n, hm−1 ∈ Ln(I).
Si m > n, h ∈

∑m−n
i=0 XiM , donc nous pouvons trouver un g ∈M ayant hm−1

pour coefficient formellement dominant, donc hm−1 ∈ Ln(I).
Maintenant soient J et m comme dans la deuxième affirmation. On peut

supposer que m = n, en changeant n et M si nécessaire 1. Soit h = hd−1X
d−1 +

· · · + h1X + h0 ∈ J ; nous allons montrer que h est dans l’idéal à gauche
engendré par J ∩ R[X]n. Si d 6 n, h ∈ J ∩ R[X]n. Si d > n, alors, comme
Ln(I) = L(I) = L(J), nous pouvons trouver un g = gn−1X

n−1 + · · ·+ g1X + g0
dans M tel que gn−1 = hd−1. Donc h − Xd−ng ∈ J ∩ R[X]d−1, donc, par
récurrence sur d, il est dans l’idéal à gauche engendré par J ∩R[X]n. Ainsi h
est dans l’idéal à gauche engendré par J ∩R[X]n.

Théorème 1.5 (théorème de la base de Hilbert). Si R est un anneau cohérent
noethérien (à gauche), alors il en va de même pour R[X]. Si en outre R est
fortement discret (à gauche), alors il en va de même pour R[X].

Démonstration. Le lemme 1.3 dit que R[X] est un anneau cohérent et qu’il est
fortement discret à gauche si R l’est. Il reste à montrer que R[X] est noethérien.
Soit I1 ⊆ I2 ⊆ · · · une chaine d’idéaux à gauche de type fini de R[X]. Nous
construisons deux suites d’entiers 1 = v(1) < v(2) < · · · et n(1), n(2), . . . de
la manière suivante. On pose v(1) = 1. Si v(m) a été construit, on prend
un n(m) tel que Iv(m) ∩R[X]n(m) engendre l’idéal à gauche Iv(m). Si v(m− 1)
et n(m− 1) ont été construits, on utilise le fait que R[X]n(m−1) est noethérien
et Ii ∩ R[X]n(m−1) de type fini pour chaque i (théorème 1.2) pour trouver
un v(m) > v(m− 1) tel que

Iv(m) ∩R[X]n(m−1) = Iv(m)+1 ∩R[X]n(m−1).

Les idéaux à gauche L(Iv(1)) ⊆ L(Iv(3)) ⊆ L(Iv(5)) ⊆ · · · sont de type fini
d’après le lemme 1.4, donc on peut trouver un m tel que L(Iv(m−1)) =
L(Iv(m+1)). On a alors L(Iv(m−1)) = L(Iv(m)). Mais Iv(m−1) ∩ R[X]n(m−1)
engendre Iv(m−1), donc le lemme 1.4 nous dit que Iv(m) ∩ R[X]n(m−1) en-
gendre Iv(m). De la même manière Iv(m)+1 ∩ R[X]n(m−1) engendre Iv(m)+1.
Donc Iv(m) = Iv(m)+1.

1. NdT. Il se peut que le R-module I ∩ R[X]m engendre I comme idéal de R[X] pour
un m plus petit que le n du lemme 1.1. On remplace alors l’entier n et le module M du
lemme 1.1 par l’entier m et le R-module I ∩ R[X]m donnés dans l’hypothèse. Il n’est pas
nécessaire ici que le nouveau module M soit de type fini.
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En particulier, Z[X1, . . . , Xn] est un anneau cohérent noethérien fortement
discret, de même que k[X1, . . . , Xn] pour un corps discret k.

Exercices

1. Soient G le groupe abélien Z⊕ Z et P le sous-monoïde de G formé par
les couples (m,n) tels que m > 0, ou m = 0 et n > 0. On considère
l’algèbre k(P ) du monoïde P sur un corps discret k. Comme P est
en notation additive, nous écrivons les éléments de k(P ) comme des
sommes formelles

∑
apY

p où p ∈ P et ap ∈ k. Soit S le sous-monoïde
multiplicatif de k(P ) des éléments

∑
apY

p tels que a(0,0) 6= 0, et notons R
l’anneau S−1k(P ).
(i) Montrer que R est un domaine de Bézout avec unités détachables, en

fait un anneau de valuation, et donc un anneau cohérent fortement
discret.

(ii) Soit I l’idéal de R[X] engendré par les éléments 1 +Y (0,1)X et Y (1,0).
Montrer que ni I ∩R, ni I ∩R[X]2 ne sont des R-modules de type
fini.

2. Montrer que tout idéal de Z[X] engendré par un nombre fini de poly-
nômes de degré au plus 1 est ou bien principal ou bien, de manière
unique, de la forme a(X + b, c) avec a et c positifs et 0 6 b < c. Donner
un théorème analogue pour les idéaux engendrés par un nombre fini de
polynômes de degré au plus 2.

2 Le théorème de normalisation de Noether et
le lemme d’Artin-Rees

On dit qu’un homomorphisme ϕ : R→ S d’anneaux commutatifs réfléchit
les idéaux de type fini si ϕ−1I est un idéal de type fini de R pour tout idéal
de type fini I de S. Le théorème 1.2 dit que si R est un anneau commutatif
cohérent noethérien, le morphisme R→ R[X] réfléchit les idéaux de type fini ;
donc par récurrence il en va de même pour le morphisme R→ R[X1, . . . , Xn].
En mathématiques classiques, ce n’est pas un résultat très excitant car tout
idéal de R est de type fini ; mais c’est un outil très efficace pour construire
des systèmes générateurs d’idéaux. Dans cette section nous donnons quelques
applications importantes de cette technique.

Tout d’abord nous notons que le théorème du reste admet la généralisation
suivante pour les polynômes en plusieurs variables.

Lemme 2.1. Soient R un anneau commutatif et ϕ : R[X1, . . . , Xn]→ R l’ho-
momorphisme d’évaluation des Xi en les ai. Alors kerϕ = (X1 − a1, X2 −
a2, . . . , Xn − an).
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Démonstration. On considère le morphisme

θ : R[X1, . . . , Xn]→ R[X1, . . . , Xn]

défini par θ(a) = a pour a ∈ R et θ(Xi) = Xi − ai pour chaque i. L’homo-
morphisme ϕθ envoie les Xi sur 0, donc son noyau est formé par les poly-
nômes avec terme constant nul, i.e. les éléments de l’idéal (X1, . . . , Xn). Mais θ
est un automorphisme, avec θ−1Xi = Xi + ai. Donc kerϕ = θ(kerϕθ) =
(X1 − a1, . . . , Xn − an).

Nous utilisons le théorème 1.2 pour calculer des relations dans les anneaux
de polynômes modulo les idéaux de type fini ; i.e. étant donnés des polynômes
p1, . . . , pn et un idéal de type fini I, nous construisons un système générateur
fini pour les polynômes f tels que f(p1, . . . , pn) ∈ I.

Théorème 2.2. Soient R un anneau commutatif cohérent noethérien et
ϕ : R[X1, . . . , Xm]→ R[Y1, . . . , Yn] un homomorphisme d’anneaux égal à l’iden-
tité sur R. Alors ϕ réfléchit les idéaux de type fini.

Démonstration. Soit I un idéal de type fini de R[Y1, . . . , Yn]. On doit montrer
que ϕ−1I est de type fini. On étend ϕ en un homomorphisme

ϕ∗ : R[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]→ R[Y1, . . . , Yn].

en posant ϕ∗(Yi) = Yi. Comme ϕ∗ est l’identité sur R[Y1, . . . , Yn], kerϕ∗ =
(X1 − ϕ(X1), . . . , Xm − ϕ(Xm)) est un idéal de type fini (lemme 2.1), et
donc J = (ϕ∗)−1I est un idéal de type fini. Enfin ϕ−1I, qui est égal à
J ∩R[X1, . . . , Xm], est un idéal de type fini de R[X1, . . . , Xm] d’après le théo-
rème 1.2.

Soit k un corps discret. Un anneau commutatif R qui contient k est dit de
présentation finie sur k si R est isomorphe à k[X1, . . . , Xn]/I pour un idéal de
type fini I. Si R et S sont deux anneaux commutatifs qui contiennent le corps
discret k, un morphisme de k-algèbres est un homomorphisme d’anneaux de R
vers S égal à l’identité sur k. Un anneau de présentation finie sur k est aussi
appelé une k-algèbre de présentation finie 1.

Corolaire 2.3. Si R est une k-algèbre de présentation finie, tout morphisme
de k-algèbres k[X1, . . . , Xn]→ R a un noyau de type fini.

Démonstration. Soient R = k[Y1, . . . , Ym]/I et ϕ : k[X1, . . . , Xn] → R un
morphisme de k-algèbres. Relevons le morphisme ϕ en un morphisme
ψ : k[X1, . . . , Xn] → k[Y1, . . . , Ym]. Le morphisme ψ réfléchit les idéaux de
type fini d’après le théorème 2.2. Donc ψ−1I, qui est le noyau de ϕ, est de type
fini.

1. NdT. Les définitions ci-dessus sont aussi bien valables avec un anneau commutatif
arbitraire k.
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Tout anneau commutatif de présentation finie sur un corps discret k peut
être vu comme une extension entière d’un anneau de polynômes sur k.

Théorème 2.4 (théorème de normalisation de Noether). Soient k un corps
discret et R = k[x1, . . . , xn] une k-algèbre de présentation finie. Alors il existe
des éléments z1, . . . , zn ∈ R et un entier m 6 n tels que R = k[z1, . . . , zn] est
entier sur k[z1, . . . , zm] et z1, . . . , zm sont algébriquement indépendants sur k.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Si x1, . . . , xn sont algé-
briquement indépendants, ce qui est décidable d’après le corolaire 2.3, alors
nous avons terminé. Nous supposons donc qu’il y a une relation non triviale∑

j∈L
ajx

j1
1 · · ·xjn

n = 0,

où j est le n-uplet j1, . . . , jn, les aj 6= 0 sont dans k, et L est fini non vide.
Soit d un entier strictement plus grand que les ji pour les j ∈ L. Posons
yi = xi − xd

n−i

n pour i < n, et remplaçons xi par yi + xd
n−i

n dans l’égalité
ci-dessus. En développant, nous obtenons∑

ajx
j∗

n + f(y1, . . . , yn−1, xn) = 0,

où j∗ = j1d
n−1 + j2d

n−2 + · · · + jn, et où le degré en xn de chaque terme
de f est strictement inférieur à j∗ pour un j. Comme les j∗ sont distincts,
ceci est une équation de dépendance intégrale de xn sur k[y1, . . . , yn−1].
Donc R = k[y1, . . . , yn−1, xn] est entier sur k[y1, . . . , yn−1], qui est une k-algè-
bre de présentation finie d’après le corolaire 2.3. Par récurrence, on obtient
k[y1, . . . , yn−1] = k[z1, . . . , zn−1] entier sur k[z1, . . . , zm] avec z1, . . . , zm algébri-
quement indépendants sur k. On termine en posant zn = xn.

Un corps discret K qui contient k est appelé une extension de présentation
finie de k s’il est le corps de fractions d’une k-algèbre de présentation finie.
Le théorème de normalisation de Noether nous donne le moyen de construire
une base de transcendance particulièrement agréable pour une extension de
présentation finie de k.

Corolaire 2.5. Soient k ⊆ K des corps discrets avec K une extension de
présentation finie de k. Il existe une base de transcendance finie B de K sur k
telle que K est de dimension finie sur k(B).

Démonstration. Par hypothèse, K est le corps de fractions d’une k-algèbre
de présentation finie R. D’après le théorème de normalisation de Noether,
nous pouvons écrire R sous la forme k[X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Ys]/P = k[X,Y ]/P
où k[X] ∩ P = 0 et R est entier sur k[X]. Alors on a

K = k(X)[Y ]/(k(X)P ) = k(X)[y1, . . . , ys],
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qui est une algèbre de présentation finie, et algébrique, sur le corps k(X). Il
suffit de montrer que K est de dimension finie sur k(X), c’est-à-dire de montrer
ce corolaire quand le degré de transcendance r est nul.

Dans ce cas on a K = k[Y1, . . . , Ys]/P = k[y1, . . . , ys]. Le sous-corps k[ys]
est un espace vectoriel de dimension finie sur k d’après le corolaire 2.3.
Mais K = k[Y1, . . . , Ys−1, ys]/P ′, où P ′ est l’image de P dans k[Y1, . . . , Ys−1, ys].
Par récurrence sur s, K est de présentation finie sur le corps k[ys], et donc est
de dimension finie sur k[ys]. Nous avons terminé : K est de dimension finie
sur k.

Nous obtenons aussi le résultat suivant pour les corps pleinement factoriels.

Théorème 2.6. Soit K un corps extension de présentation finie d’un corps
discret k. Si k est pleinement factoriel, il en va de même pour K.

Démonstration. Soit B une base de transcendance de K sur k comme dans le
corolaire 2.5. Le corps k(B) est pleinement factoriel d’après le corolaire VII.3.4.
Comme K est de dimension finie sur k(B), il est pleinement factoriel.

Comme autre application du théorème 2.2, nous démontrons le lemme
d’Artin-Rees.

Théorème 2.7 (Artin-Rees). Soit I un idéal de type fini d’un anneau commu-
tatif cohérent noethérien R. Soit N un sous-module de type fini d’un R-module
de présentation finie M . Alors il existe un entier k tel que pour tout n > k on a

In−k(IkM ∩N) = InM ∩N.

Démonstration. En passant à l’anneau R ⊕M , où m1m2 = 0 pour m1,m2 ∈
M , nous pouvons supposer que M est un idéal de type fini de R. Avec I =
(a1, . . . , am), nous définissons le R-morphisme ϕ : R[X1, . . . , Xm] → R[Y ] en
posant ϕ(Xi) = aiY . Le noyau de ϕ est de type fini d’après le théorème 2.2,
donc l’image R[IY ] de ϕ est un R[X1, . . . , Xm]-module de présentation finie,
donc un anneau cohérent noethérien. Maintenant N [Y ] est un R[Y ]-idéal de
type fini, donc

R[IY ] ∩N [Y ] = ϕϕ−1(N [Y ])

est un R[IY ]-idéal de type fini d’après le théorème 2.2. Donc M [IY ]∩N [Y ] est
un R[IY ]-idéal de type fini, parce que M [IY ] est un R[IY ]-idéal de type fini et
que R[IY ] est cohérent. Mais

M [IY ] ∩N [Y ] =
∑∞

i=0
(IiM ∩N)Y i.

On prend alors pour k un entier tel que M [IY ] ∩N [Y ] soit engendré, comme
R[IY ]-idéal, par

∑k
i=0(IiM ∩N)Y i.
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L’anneau R[IY ] dans la démonstration précédente est connu sous le nom
d’anneau de Rees.

Théorème 2.8 (théorème d’intersection de Krull). Soient M un module de
présentation finie sur un anneau commutatif cohérent noethérien R et I un
idéal de type fini de R. Notons A =

⋂
n I

nM . Alors a ∈ Ia pour tout a ∈ A, et
donc IA = A.

Démonstration. Soit N = Ra. D’après le lemme d’Artin-Rees, il existe un entier
k tel que pour tout n > k on a InM ∩N = In−k(IkM ∩N). Mais N ⊆ InM ,
donc en prenant n = k + 1 on obtient N = IN .

Corolaire 2.9. Soit M un module de présentation finie sur un anneau commu-
tatif cohérent noethérien R et I un idéal de type fini contenu dans le radical de
Jacobson de R. Alors

⋂
n I

nM = 0.

Démonstration. Si a ∈
⋂
n I

nM , alors a ∈ Ia d’après le théorème 2.8. Donc
a = λa pour un λ ∈ I, (1− λ)a = 0, et a = 0.

Exercices

1. Soient k un corps discret et R = k[X1, X2]/(X1X2). Donner z1, z2 ∈ R
comme dans le théorème de normalisation de Noether.

2. Théorème d’intersection de Krull à la Herstein. Soient R un anneau
commutatif, I un idéal de type fini de R, et r ∈ I. Soient M un R-
module noethérien de présentation finie et K et N des sous-modules de
type fini de M tels que K ∩N = IN .
(i) Montrer que la suite Ln(r) = {x ∈ M : rnx ∈ K } est une chaine

croissante de sous-modules de type fini.
(ii) Montrer que si Ln(r) = Ln+1(r), alors (rnM +K) ∩N = IN .
(iii) Montrer que K est contenu dans un sous-module de type fini K ′

de M tel que K ′ ∩N = IN et InM ⊆ K ′ pour un n.
(iv) Utiliser (iii) pour démontrer le théorème d’intersection de Krull.

3 Le Nullstellensatz
Soient k un corps discret et K un corps, extension algébrique de k. Pour

α = (α1, . . . , αn) ∈ Kn, le k-morphisme naturel de k[X] = k[X1, . . . , Xn] sur le
corps k[α1, . . . , αn] a pour noyau

M = { f ∈ k[X] : f(α1, . . . , αn) = 0 },

de sorte que M est un idéal maximal détachable. Dans cette section nous allons
démontrer, avec des hypothèses convenables sur k, que tout idéal propre de
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type fini de k[X] est contenu dans un tel idéal maximal M , et que M est de
type fini si K est de dimension finie.

Théorème 3.1. Soient k ⊆ K ⊆ E des corps discrets avec E extension de
présentation finie de K et K extension de présentation finie de k. Alors E est
une extension de présentation finie de k.

Démonstration. Soient X = (X1, . . . , Xm) et Y = (Y1, . . . , Yn) des indé-
terminées et x ∈ Km et y ∈ En des éléments tels que les morphismes
k[X] → k(x) = K et K[Y ] → K(y) = E ont des noyaux de type fini. Alors
chacun des morphismes

k[X,Y ]→ k[x, Y ]→ k(x)[Y ]→ k(x)[y]

réfléchit les idéaux de type fini ; le premier est surjectif et son noyau est engendré
par le noyau de k[X]→ k[x], le deuxième réfléchit les idéaux de type fini d’après
le théorème 2.2 parce que la localisation k[x]→ k(x) le fait, et le troisième est
surjectif avec un noyau de type fini. Donc le morphisme composé réfléchit les
idéaux de type fini ; en particulier, son noyau est de type fini.

Nous avons vu qu’une extension de corps de présentation finie est une ex-
tension purement transcendante suivie d’une extension algébrique de dimension
finie (corolaire 2.5). La réciproque se déduit du théorème 3.1.

Corolaire 3.2. Soient k ⊆ K des corps discrets. S’il existe une base de trans-
cendance finie B de K sur k telle que K soit de dimension finie sur k(B), K
est une extension de présentation finie de k.

Démonstration. Supposons qu’une telle base de transcendance B existe. Clai-
rement k(B) est de présentation finie sur k. Donc, d’après le théorème 3.1, il
suffit de traiter le cas où K est de dimension finie sur k. Si K = k nous avons
terminé ; sinon soit x ∈ K \ k et soit f ∈ k[X] un polynôme irréductible annulé
par x. Alors k(x) ' k[X]/(f) est une extension de présentation finie de k, et K
est une extension de présentation finie de k(x) par récurrence sur la dimension.
Donc K est une extension de présentation finie de k d’après le théorème 3.1.

Du théorème 3.1 et du corolaire 2.3 on déduit que si K est de dimension
finie sur k, et α ∈ Kn, alors { f ∈ k[X] : f(α) = 0 } est un idéal de type fini.

Soit I un idéal de type fini propre de l’anneau de polynômes k[X1, . . . , Xn].
Si nous voulons construire un idéal maximal de type fini qui contient I, nous
devons supposer k factoriel, même si n = 1. Cependant, nous pouvons obtenir
le résultat plus faible suivant sans avoir à factoriser les polynômes.

Lemme 3.3. Soient k un corps discret et I un idéal de type fini propre de
k[X1, . . . , Xn] = k[X]. Alors il existe un idéal propre de type fini J ⊇ I tel que
k[X]/J est entier sur k.
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Démonstration. Soit k[x1, . . . , xn] = k[x] = k[X]/I. D’après le théorème de
normalisation de Noether, il existe y1, . . . , yr ∈ k[x], algébriquement indépen-
dants sur k, tels que k[x] est entier sur k[y1, . . . , yr]. Si r = 0, il n’y a rien à
faire. Si r > 1, nous allons montrer que y1 n’est pas une unité de k[x]. Nous
pourrons alors remplacer I par I + (Y1), où Y1 est un élément de k[X] égal à y1
modulo I, et nous terminerons par récurrence sur r.

Supposons que zy1 = 1 pour un z ∈ k[x]. Comme k[x] est entier sur
k[y1, . . . , yr], il existe des ai ∈ k[y1, . . . , yr] tels que

zm + am−1z
m−1 + · · ·+ a0 = 0

et donc
1 + am−1y1 + · · ·+ a0y

m
1 = 0,

mais cette égalité contredit l’indépendance algébrique de y1, . . . , yr sur k.

On dit qu’un corps discret k admet des corps de décomposition si pour tout
polynôme f ∈ k[X] il existe un corps de décomposition discret pour f sur k.
Les corps pleinement factoriels et les corps dénombrables admettent des corps
de décomposition.
Lemme 3.4. Soit k un corps discret qui admet des corps de décomposition et
soit I un idéal de type fini propre de k[X1, . . . , Xn] = k[X]. Alors il existe un
corps K extension algébrique de k tel que les polynômes dans I ont un zéro
commun dans Kn.

Démonstration. D’après le lemme 3.3, nous pouvons supposer que la k-algèbre
k[x] = k[X]/I est entière sur k. Pour chaque xi on a un polynôme unitaire
fi ∈ k[Y ] annulé par xi. Soient K un corps de décomposition de f =

∏
i fi et J

l’idéal engendré par I dans K[X]. Comme I ∩k = 0, l’idéal J est propre d’après
le théorème III.3.3. On écrit f1(Y ) =

∏
i(Y − αi) ∈ K[Y ]. Comme f1(X1) ∈ I,

on a l’inclusion

J = J +
∏
i(X1 − αi) ⊇

∏
i(J + (X1 − αi)),

de sorte que J + (X1 − β1) 6= K[X] pour un zéro β1 de f1. Remplaçons J
par J + (X1 − β1), et répétons cette procédure pour f2, . . . , fm. Nous construi-
sons ainsi un idéal propre J +N où N = (X1 − β1, . . . , Xn − βn). Il est clair
que N est un idéal maximal détachable, que N ⊇ J et que β = (β1, . . . , βn) est
un zéro commun pour les polynômes de J , donc β est aussi un zéro commun
pour les polynômes de I.

Théorème 3.5 (Nullstellensatz 1). Soient k un corps discret qui admet des
corps de décomposition, I un idéal de type fini de k[X] = k[X1, . . . , Xn] et

1. NdT. Une version constructive un peu plus générale du Nullstellensatz, dans laquelle k
est seulement supposé être un corps discret, se trouve dans l’ouvrage Algèbre commutative.
Méthodes constructives (référence [5] de la postface), théorèmes VII-1.8 et VII-1.9.
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f ∈ k[X]. Ou bien f ∈
√
I, ou bien il existe un corps K, extension algébrique

de k, et un élément α ∈ Kn tels que f(α) 6= 0 mais g(α) = 0 pour tout g ∈ I.
Démonstration. On considère l’idéal I ′ de k[X,Y ] engendré par I et 1−Y f . Si I ′
est propre, alors, d’après le lemme 3.4, il existe un corps, extension algébrique
K de k, et des éléments α ∈ Kn et β ∈ K tels que g(α) = 0 pour tout g ∈ I et
1− βf(α) = 0. Si I ′ = k[X,Y ], alors on a des polynômes hi ∈ k[X,Y ] et gi ∈ I
tels que

1 = h0 · (1− Y f) +
∑

i>0
hi · gi. (∗)

On fait la substitution Y = 1/f 1 et l’on choisit un r strictement plus grand
que les degrés de Y dans les hi. Alors fr ∈ I, donc f ∈

√
I.

Exercices

1. Dans la démonstration du lemme 3.3, utiliser l’exercice VI.1.1 pour voir
directement que J = I + (Y1, . . . , Yr) est l’idéal propre souhaité (les Yi
sont des éléments égaux aux yi modulo I).

2. Montrer que si k est un corps discret qui admet des corps de décompo-
sition et si I est un idéal de k[X1, . . . , Xn], alors

√
I est l’intersection

des idéaux maximaux détachables qui contiennent I.
3. Soient k ⊆ K des corps discrets avec K algébriquement clos. Une k-

variété dans Kn est un ensemble de la forme {x ∈ Kn : fi(x) = 0 pour
i = 1, .., n }, où f1, . . . , fn sont dans k[X] = k[X1, . . . , Xn]. L’idéal d’une
k-variété V est l’ensemble { f ∈ k[X] : f(v) = 0 pour tout v ∈ V }.
Une k-variété V est irréductible si, lorsque V est la réunion de deux
k-variétés A et B, on a V = A ou V = B.
(i) Montrer que l’idéal de la k-variété définie par f1, . . . , fn est le radical

de l’idéal engendré par f1, . . . , fn, et que ce radical est détachable.
(ii) Montrer qu’une k-variété est irréductible si, et seulement si, son idéal

est premier.

4 L’approche de Tennenbaum pour le
théorème de la base de Hilbert

Soient R un anneau et M un R-module discret. Une fonction génératrice
noethérienne 2 pour M est une fonction ϕ de Mn vers Rn−1, pour n = 2, 3, . . .,

1. NdT. Il s’agit d’un raccourci du langage. On a ici 1 = 0 dans k[X,Y ]/I′ ' (k[X]/I)[1/f ],
ce qui implique fr = 0 dans k[X]/I pour un r assez grand, i.e. f ∈

√
I. L’égalité (∗) permet

d’ajouter une précision au résultat de l’énoncé : on peut prendre pour r un entier strictement
plus grand que les degrés de Y dans les hi.

2. NdT. Noetherian basis function. Cette terminologie anglaise, que l’on retrouve dans le
« théorème de la base de Hilbert » dit qu’un système générateur d’un module est une base de
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telle que si x1, x2, . . . est une suite infinie d’éléments de M , alors il existe des
entiers n arbitrairement grands tels que xn =

∑n−1
i=1 rixi, où (r1, . . . , rn−1) =

ϕ(x1, . . . , xn).
La fonction ρ(x1, . . . , xn) = xn −

∑n−1
i=1 rixi sera souvent appelée la fonc-

tion génératrice, sans expliciter ϕ, qui est implicite quand nous écrivons
xn =

∑n−1
i=1 rixi comme conséquence de ρ(x1, . . . , xn) = 0. Le terme fonction

génératrice provient du fait que les éléments ρ(x1), ρ(x1, x2), . . . , ρ(x1, . . . , xn)
engendrent le même sous-module que x1, . . . , xn, donc ρ réalise un changement
de système générateur.

Nous disons qu’une fonction génératrice ρ est consistante lorsque l’on a
ρ(x1, . . . , xn) = 0 chaque fois que ρ(xi(1), . . . , xi(m), xn) = 0 pour une suite
1 6 i(1) < i(2) < · · · < i(m) < n. Clairement tout module discret qui admet
une fonction génératrice noethérienne en admet une qui est consistante.

Théorème 4.1. Tout module discret qui admet une fonction génératrice noethé-
rienne est noethérien.

Démonstration. Soit ρ une fonction génératrice noethérienne consistante
pourM , et soit I1 ⊆ I2 ⊆ · · · une chaine de sous-modules de type fini deM . On
construit une suite x1, x2, . . . d’éléments de M et une suite α(1) < α(2) < · · ·
d’entiers strictement positifs tels que Ij est engendré par xα(j), . . . , xα(j+1)−1.
Ensuite on construit une suite β(1), β(2), . . . d’entiers strictement positifs telle
que

(i) α(j) 6 β(j) < α(j + 1) ;
(ii) si ρ(x1, . . . , xα(j)−1, xβ(j)) = 0, alors ρ(x1, . . . , xα(j)−1, xi) = 0 pour

α(j) 6 i < α(j + 1).
Il existe un entier n tel que ρ(xβ(1), . . . , xβ(n)) = 0, donc

ρ(x1, . . . , xα(n)−1, xβ(n)) = 0

car ρ est consistante. Par suite ρ(x1, . . . , xα(n)−1, xi) = 0 si α(n) 6 i < α(n+1),
donc In = In−1.

Théorème 4.2. L’anneau Z des entiers, comme module sur lui-même, admet
une fonction génératrice noethérienne.

Démonstration. Soit d le pgcd > 0 de x1, x2, . . . , xn−1. Si d = 0, on pose
ρ(x1, . . . , xn) = xn ; sinon on prend ρ(x1, . . . , xn) égal au reste (> 0) de la
division de xn par d.

Théorème 4.3. Soit B un R-module discret et soit A un sous-module déta-
chable de B. Si A et B/A admettent des fonctions génératrices noethériennes,
il en va de même pour B. En outre on peut prendre pour fonction génératrice
pour B une fonction qui étend celle donnée pour A.
ce module, ce qui entre en conflit avec la notion de base d’un module libre.
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Démonstration. Soit π l’application linéaire naturelle de B vers B/A, et soient
b1, . . . , bn des éléments de B. On considère l’ensemble J = {j1, . . . , jm} des
indices j tels que ρB/A(πb1, . . . , πbj) = 0. Pour j ∈ J , on considère

(rj1, . . . , r
j
j−1) = ϕB/A(πb1, . . . , πbj),

et on pose
aj = bj −

∑j−1

i=1
rji bi ∈ A.

On définit ρB(b1, . . . , bn) = bn sauf si n = jm ∈ J auquel cas nous avons

bn = an +
∑n−1

i=1
rni bi

de sorte que, en posant (s1, s2, . . . , sm−1) = ϕA(aj1 , . . . , ajm), nous avons

bn = ρA(aj1 , . . . , ajm
) +

∑m−1

i=1
siaji

+
∑n−1

i=1
rni bi.

En remplaçant chaque aj par l’expression bj −
∑j−1
i=1 r

j
i bi, nous calculons des

éléments ti ∈ R tels que

bn = ρA(aj1 , . . . , ajm) +
∑n−1

i=1
tibi.

On définit ϕB(b1, . . . , bn) = (t1, . . . , tn−1), donc

ρB(b1, . . . , bn) = ρA(aj1 , . . . , ajm).

Nous pouvons supposer que ϕB/A(x1, . . . , xn−1, 0) = (0, . . . , 0), donc si tous
les bi sont dans A, alors J = {1, . . . , n} et aj = bj pour tout j ∈ J . Ainsi ρB
étend ρA. Étant donnée une suite infinie b1, b2, . . . ∈ B, nous obtenons une suite
infinie aj1 , aj2 , . . . ∈ A et ρA(aj1 , . . . , ajm

) = 0 pour une infinité de valeurs m.

Pour un R-module M , notons M [X] l’ensemble des polynômes en X à
coefficients dansM . L’ensembleM [X] est un R[X]-module de manière naturelle.
Pour M = R, le théorème suivant est le théorème de la base de Hilbert pour les
anneaux qui admettent une fonction génératrice noethérienne.

Théorème 4.4. Si le R-moduleM admet une fonction génératrice noethérienne,
il en va de même pour le R[X]-module M [X].

Démonstration. Dans ce qui suit, nous attribuons le degré 0 au polynôme nul.
Soit M [X]N l’ensemble des polynômes de M [X] de degré < N . Soit ρ une
fonction génératrice noethérienne consistante pour M et soit ρN la fonction
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génératrice pour le R-module M [X]N définie par récurrence sur N en regar-
dant M [X]N comme une «extension de M [X]N−1 par M » (précisément, on
prend dans le théorème 4.3 B = M [X]N et A = M [X]N−1, et le quotient B/A
est isomorphe à M).

Pour f1, . . . , fn ∈M [X] on définit g1, . . . , gn comme suit. On pose g1 = f1.
Supposons avoir défini gi pour i < n. Soit alors Nn = max{ 1 + deg gi : 1 6
i < n }. On définit gn par la procédure itérative suivante. Si deg fn < Nn, on
pose gn = fn. Si deg fn > Nn, soit cj le coefficient dominant de gj et c le
coefficient dominant de fn. Si ρ(c1, . . . , cn−1, c) 6= 0, on pose gn = fn. Sinon
soient e(i) = deg fn − deg gi et (r1, . . . , rn−1) = ϕ(c1, . . . , cn−1, c), et rem-
plaçons fn par fn −

∑n−1
i=1 rix

e(i)gi. Ceci diminue le degré de fn, et nous
recommençons en haut du paragraphe. Notons que cette construction garantit
que ρ(c1, . . . , cn) 6= 0 si deg gn > Nn.

Résumons ce que nous venons de faire : étant donnés f1, . . . , fn ∈ M [X],
on construit g1, . . . , gn, Nn comme ci-dessus. Posons alors ρ(f1, . . . , fn) =
ρNn

(g1, . . . , gn).
Si f1, f2, . . . est une suite infinie dans M [X], on construit la suite g1, g2, . . .

comme ci-dessus et on pose N(k) = max{ 1 + deg gi : 1 6 i 6 k }. Pour tout k
il existe un n > k tel que ou bien N(k) < N(n), ou bien ρ(f1, . . . , fn) = 0 ; en
effet, en notant πN(k) la projection de M [X] sur M [X]N(k), il existe un n > k
tel que

ρN(k)(πN(k)g1, . . . , πN(k)gn) = 0.

Donc, ou bien N(k) < N(n), ou bien N(k) = N(n) et ρ(f1, . . . , fn) =
ρN(n)(g1, . . . , gn) = 0.

Nous pouvons construire une suite α(1) < α(2) < · · · d’entiers strictement
positifs telle que pour chaque k

(i) ou bien N(α(k)) < N(α(k + 1)), ou bien ρ(f1, . . . , fα(k+1)) = 0 ;
(ii) N(α(k)) = N(α(k) + 1) = · · · = N(α(k + 1)− 1).

Si cj est le coefficient dominant de gj , il y a des entiers n arbitrairement
grands tels que ρ(cα(1), . . . , cα(n)) = 0. Mais cela arrive seulement si N(α(n)) =
N(α(n)− 1), et donc ρ(f1, . . . , fn) = 0.

Exercices

1. Montrer que tout module fini admet une fonction génératrice noethé-
rienne.

2. Montrer que tout module discret qui admet une fonction génératrice
noethérienne en admet une consistante.

3. Supprimer arbitrairement grand dans la définition d’une fonction géné-
ratrice noethérienne. Montrer que si M admet une fonction génératrice
noethérienne dans ce nouveau sens, alors il en admet une dans le sens
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ancien. Pourquoi demander des n arbitrairement grands ? C’est utilisé
dans les démonstrations des théorèmes 4.3 et 4.4 ; est-ce qu’on peut éviter
facilement cette condition ?

4. Soit M un R-module noethérien fortement discret. Est-ce que M admet
nécessairement une fonction génératrice noethérienne ? (probablement
pas).

5. Disons qu’un R-module M est un module de Tennenbaum s’il existe
un R′-module discret M ′ qui admet une fonction génératrice noethé-
rienne, un homomorphisme d’anneaux ϕ : R′ → R, et un épimorphisme
ψ : M ′ →M de groupes abéliens tels que ψ(rx) = ϕ(r)ψ(x) pour tous r ∈
R′ et x ∈M ′. Montrer que tout module de Tennenbaum est noethérien.
Montrer que le théorème de la base de Hilbert est satisfait par les anneaux
de Tennenbaum.

6. Soit a une suite binaire, et soit I l’idéal de Z engendré par les élé-
ments ann!. Montrer que Z/I est un exemple brouwerien d’anneau de
Tennenbaum qui n’est pas cohérent. Est-ce que tout anneau noethérien
est un anneau de Tennenbaum?

5 Idéaux primaires
Un idéal premier dans un anneau commutatif est l’analogue d’un nombre

premier – plus précisément de l’ensemble des multiples d’un nombre premier.
Un idéal primaire est l’analogue d’une puissance d’un nombre premier, et le
théorème qui dit que tout nombre est un produit de puissances de nombres
premiers admet une version adéquate dans certains anneaux plus généraux,
comme les anneaux de polynômes en plusieurs variables sur un corps discret :
le théorème de décomposition de Lasker-Noether affirme que tout idéal de type
fini est intersection finie d’idéaux de type fini primaires. Dans les sections 7
et 8, nous étudions ces anneaux de Lasker-Noether. Dans la section présente,
nous donnons quelques propriétés de base des idéaux primaires dans un anneau
commutatif.

Soit R un anneau commutatif. Un idéal Q de R est primaire si xy ∈ Q
implique x ∈ Q ou yn ∈ Q pour un n. Ainsi un idéal détachable Q est primaire
si, et seulement si, R/Q est un anneau discret dans lequel tout diviseur de zéro
est nilpotent.

Proposition 5.1. Soit Q un idéal primaire d’un anneau commutatif ; alors
√
Q

est un idéal premier.

Démonstration. Si xy ∈
√
Q, alors (xy)n ∈ Q, donc xn ∈ Q ou ynm ∈ Q pour

un m. Donc x ∈
√
Q ou y ∈

√
Q.
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Si Q est un idéal primaire d’un anneau commutatif R et si
√
Q = P , nous

disons que Q appartient à P , ou que P appartient à Q.

Théorème 5.2. Soient P et Q des idéaux d’un anneau commutatif. Alors Q
est un idéal primaire appartenant à P si, et seulement si, les trois propriétés
suivantes sont satisfaites.

(i) Q ⊆ P .
(ii) Si r ∈ P , rm ∈ Q pour un m.
(iii) Si rs ∈ Q, r ∈ Q ou s ∈ P .

Démonstration. Clairement, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes à Q ⊆
P ⊆

√
Q. Supposons (iii). Si rs ∈ Q, r ∈ Q ou s ∈ P ; comme P ⊆

√
Q, cela

implique que r ∈ Q ou sn ∈ Q pour un n ; donc Q est primaire. Montrons que√
Q ⊆ P . Soit q ∈

√
Q. Alors qn ∈ Q ⊆ P pour un n. D’après (iii), nous avons

qn−1 ∈ Q ou q ∈ P ; donc par récurrence sur n on obtient q ∈ P . Donc
√
Q = P .

Inversement, supposons que Q est primaire et
√
Q = P . Si rs ∈ Q, r ∈ Q ou

sn ∈ Q pour un n ; mais sn ∈ Q implique s ∈
√
Q = P . Donc la condition (iii)

est satisfaite.

Corolaire 5.3. Soient Q1 et Q2 des idéaux primaires appartenant à P . Alors
Q1 ∩Q2 est un idéal primaire appartenant à P .

Théorème 5.4. Soit P un idéal maximal détachable d’un anneau commuta-
tif R. Soit Q un idéal tel que Q ⊆ P ⊆

√
Q. Alors Q est un idéal primaire

appartenant à P .

Démonstration. On vérifie la condition (iii) du théorème 5.2. Supposons que
rs ∈ Q. Si s ∈ P nous avons terminé, donc nous pouvons supposer que s /∈ P .
Comme P est maximal, il existe x ∈ R et p ∈ P tels que p+ xs = 1. On prend
un n tel que pn ∈ Q. Alors (p+ xs)n = pn + ys = 1 pour un y dans R. Donc
r = rpn + yrs ∈ Q.

Corolaire 5.5. Soient P un idéal maximal détachable d’un anneau commu-
tatif R et Q un idéal tel que Pn ⊆ Q ⊆ P pour un n. Alors Q est un idéal
primaire appartenant à P .

La proposition suivante étend la propriété caractéristique d’un idéal primaire
des éléments aux idéaux de type fini.

Lemme 5.6. Soient Q un idéal primaire d’un anneau commutatif R et P =
√
Q.

Soient I et J des idéaux de type fini tels que IJ ⊆ Q. Alors I ⊆ Q ou J ⊆ P .

Démonstration. Soit I = (a1, . . . , am) et J = (b1, . . . , bn). Comme aibj ∈ Q,
on a ai ∈ Q ou bj ∈ P . Si bj ∈ P pour tous les j, J ⊆ P ; sinon ai ∈ Q pour
tout i, donc I ⊆ Q.
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Théorème 5.7. Soient Q un idéal primaire d’un anneau commutatif R et
P =

√
Q. Soit I un idéal de type fini de R. Si Q : I est de type fini, ou bien

I ⊆ Q, ou bien Q : I est un idéal primaire appartenant à P .

Démonstration. Comme I(Q : I) ⊆ Q, le lemme 5.6 nous dit que I ⊆ Q ou
Q : I ⊆ P . Dans le second cas nous montrons que Q : I est un idéal primaire
appartenant à P . Nous utilisons la caractérisation du théorème 5.2. Nous avons
déjà la condition (i) en hypothèse, tandis que (ii) est satisfaite parce que
Q ⊆ Q : I. Pour vérifier (iii) on suppose que rs ∈ Q : I. Alors rsI ⊆ Q, donc
rI ⊆ Q ou s ∈ P ; i.e. r ∈ Q : I ou s ∈ P .

Proposition 5.8. Soient ϕ : R→ R′ un homomorphisme d’anneaux commu-
tatifs et P et Q des idéaux de R′.

— Si Q est détachable, il en va de même pour ϕ−1(Q).
— Si Q est un idéal primaire appartenant à P , ϕ−1(Q) est un idéal primaire

appartenant à ϕ−1(P ).

Démonstration. On suppose que Q est détachable et que x ∈ R. Alors x ∈
ϕ−1(Q) si, et seulement si, ϕ(x) ∈ Q ; donc ϕ−1(Q) est détachable.

Supposons que Q est un idéal primaire appartenant à P . Nous utilisons
la caractérisation du théorème 5.2. Clairement ϕ−1(Q) ⊆ ϕ−1(P ). Si r ∈
ϕ−1(P ), i.e. ϕ(r) ∈ P , on a un n tel que ϕ(r)n ∈ Q, i.e. rn ∈ ϕ−1(Q). Enfin,
si rs ∈ ϕ−1(Q), i.e. ϕ(rs) ∈ Q, on a ϕ(r) ∈ Q ou ϕ(s) ∈ P . Donc r ∈ ϕ−1(Q)
ou s ∈ ϕ−1(P ).

Exercices

1. Soient k un corps discret et R = k[X,Y ]. Montrer que R est un anneau
cohérent noethérien fortement discret. Soit P = (X,Y ) et Q = (X,Y 2).
Montrer que les inclusions P 2 ⊆ Q ⊆ P sont propres. Montrer que Q est
un idéal primaire appartenant à P . Conclure qu’un idéal primaire n’est
pas nécessairement une puissance d’un idéal premier.

2. Soient k un corps discret et R = k[X,Y, Z]/(XY −Z2). Soient x, y, z ∈ R
les images de X,Y, Z dans R. Montrer que P = (x, z) est un idéal pre-
mier détachable de R, mais que P 2 n’est pas primaire. Comparer avec le
corolaire 5.5.

3. Soient Q1 et Q2 des idéaux primaires appartenant à un idéal maximal
détachable P . Montrer que Q1 +Q2 et Q1Q2 sont des idéaux primaires
appartenant à P . Montrer que dans l’anneau Q[X,Y, Z1, Z2] les idéaux

Q1 = ((X,Y )3, Z1X + Z2Y ) et Q2 = ((X,Y )3, Z1Y + Z2X)

sont des idéaux primaires appartenant à (X,Y ), mais que Q1 +Q2 n’est
pas primaire parce qu’il contient Z1(X2 − Y 2) (Seidenberg).
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4. Soient ϕ un épimorphisme d’un anneau R sur un anneau R′ et Q un
idéal qui contient le noyau de ϕ. Montrer que Q est un idéal primaire
appartenant à P si, et seulement si, ϕ(Q) est un idéal primaire apparte-
nant à ϕ(P ).

6 Localisation
Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif R. Pour

un R-module M on définit le sous-module de S-torsion de M comme

τS(M) = {x ∈M : sx = 0 pour un s dans S }.

On vérifie facilement que τS(M) est bien un sous-module de M . Si M = τS(M),
on dit que M est un module de S-torsion 1.

Le théorème suivant implique que le morphisme R → S−1R réfléchit les
idéaux de type fini si, et seulement si, τS(R/I) est de type fini pour tout idéal
de type fini I de R 2.

Théorème 6.1. Soient S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commuta-
tif R, I un idéal de R et x ∈ R. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) x/1 ∈ S−1I dans S−1R.
(ii) sx ∈ I pour un s ∈ S.
(iii) x mod I est un élément de τS(R/I).

Démonstration. Clairement les points (ii) et (iii) sont équivalents. Si la condition
(i) est satisfaite, on a x/1 = y/s1 pour un y ∈ I et un s1 ∈ S. Par suite il existe
un s2 ∈ S tel que s2(s1x−y) = 0, donc nous pouvons prendre s = s2s1 dans (ii).
Inversement, si la condition (ii) est satisfaite, alors x/1 = (sx)/s ∈ S−1I.

Nous disons qu’un moduleM est S-borné s’il existe un s ∈ S tel que sM = 0.
On voit facilement que tout module de S-torsion de type fini est S-borné. Pour
les sous-modules de S-torsion de modules de présentation finie sur un anneau
cohérent, la réciproque est vraie.

Théorème 6.2. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif
cohérent R. SiM est un R-module de présentation finie et si τS(M) est S-borné,
τS(M) est de type fini.

1. NdT. On a facilement τS(τS(M)) = τS(M) : le sous-module de S-torsion de M est
donc bien un module de S-torsion.

2. NdT. Notons ϕS : R → S−1R et πI : R → R/I les morphismes canoniques. Le théo-
rème démontre que ϕ−1

S (ϕS(I)) = π−1
I (τS(R/I)). Un idéal arbitraire de S−1R s’écrit S−1I

pour un idéal de R. Son image réciproque par ϕS est donc de type fini si, et seulement si,
π−1
I (τS(R/I)) est de type fini si, et seulement si, τS(R/I) de type fini.
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Démonstration. Soit s ∈ S tel que sτS(M) = 0. Alors τS(M) est le noyau de
l’endomorphisme de M induit par la multiplication par s, donc τS(M) est de
type fini d’après le théorème III.2.2 et le corolaire III.2.6.

Lemme 6.3. Soient S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commu-
tatif R,M un R-module, etM ′ un sous-R-module deM . Si τS(M ′) et τS(M/M ′)
sont S-bornés, il en va de même pour τS(M).

Démonstration. On prend s et t ∈ S tels que sτS(M ′) = 0 et tτS(M/M ′) = 0.
Un x ∈ τS(M) représente un élément de τS(M/M ′), donc tx ∈M ′ et par suite
tx ∈ τS(M ′). Ainsi stx = 0, et nous avons démontré que stτS(M) = 0.

Théorème 6.4. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif
cohérent R. Si τS(R/I) est S-borné pour tout idéal de type fini I de R (en
particulier si R→ S−1R réfléchit les idéaux de type fini 1), alors

(i) τS(M) est de type fini pour tout R-module de présentation finie M ;
(ii) si R est fortement discret, il en va de même pour S−1R.

Démonstration. Pour démontrer le point (i), nous considérons un système
générateur x1, . . . , xn de M et nous notons M ′ le sous-module de M engendré
par x1, . . . , xn−1. Par récurrence sur n, τS(M ′) est S-borné. L’idéal I = { r ∈
R : rxn ∈M ′ } est de type fini parce que R est cohérent etM est de présentation
finie. Par hypothèse τS(R/I) est S-borné, donc τS(M/M ′) ' τS(R/I) est S-
borné. Donc τS(M) est S-borné d’après le lemme 6.3. Il est de type fini d’après
le théorème 6.2.

Pour démontrer le point (ii), nous considérons un idéal J de type fini de
S−1R. Donc J = S−1I pour un idéal de type fini I de R. On prend un t ∈ S
tel que tτS(R/I) = 0. Si x ∈ R et tx ∈ I, alors x/s = (tx)/(ts) ∈ J pour tout
s ∈ S. Inversement, si x/s ∈ J , x/1 ∈ J , donc s1x ∈ I pour un s1 ∈ S d’après
le théorème 6.1, et par suite tx ∈ I. Donc nous pouvons décider si x/s ∈ J en
testant tx ∈ I.

Théorème 6.5. Soit P un idéal premier propre de type fini détachable d’un
anneau commutatif cohérent R, et soit M un R-module de présentation finie
tel que PnM = 0 pour un entier n > 0. Alors τR\P (M) est de type fini.

Démonstration. Soit S = R \ P . Comme M est un module sur R/Pn, nous
sommes ramenés au cas où Pn = 0 et nous procédons par récurrence sur n.
Si n = 1, P = 0, donc R est un anneau intègre discret et S est l’ensemble
des éléments non nuls de R. Soit I un idéal de type fini de R. Si I = 0, on a
τS(R/I) = 0 ; et s’il y a un s 6= 0 dans I, on a sτS(R/I) = 0. Nous pouvons

1. NdT. D’après la remarque avant le théorème 6.1 expliquée dans la note 2, cela signifie
que τS(R/I) est de type fini pour tout idéal de type fini I. Et si τS(R/I) est de type fini, il
est S-borné car c’est un module de S-torsion.
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décider laquelle de ces alternatives est satisfaite parce que R est discret et I est
de type fini. On voit ainsi que τS(R/I) est S-borné pour tout idéal de type fini
I. On en déduit que τS(M) est de type fini d’après le théorème 6.4.

Si n > 1, les modules PM et M/PM sont de présentation finie et ils sont
annulés par Pn−1. Alors τS(PM) et τS(M/PM) sont de type fini par récur-
rence sur n, et sont donc S-bornés. Par suite, τS(M) est S-borné d’après le
lemme 6.3, et il est de type fini d’après le théorème 6.2.

Théorème 6.6. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif
noethérien R. Alors l’anneau S−1R est noethérien.

Démonstration. Soit J1 ⊆ J2 ⊆ · · · une chaine d’idéaux de type fini de S−1R.
Alors nous pouvons construire une chaine I1 ⊆ I2 ⊆ · · · d’idéaux de type fini
de R telle que Jj = S−1Ij pour tout j. Il existe un n tel que In = In+1, donc
Jn = Jn+1.

Corolaire 6.7. Soit R un anneau cohérent noethérien fortement discret. Soit P
un idéal premier de type fini de R tel que Pn = 0 pour un n. Alors RP est un
anneau cohérent noethérien fortement discret.

Démonstration. Le théorème 6.6 montre que RP est noethérien. La cohérence ré-
sulte de l’exercice III.3.4. Comme Pn = 0, le théorème 6.5 nous dit que τR\P (M)
est de type fini pour tout R-module de présentation finie M , donc RP est forte-
ment discret d’après le théorème 6.4.

Voir l’exercice 8.5 pour une version plus forte du corolaire 6.7.
Nous étudions maintenant le comportement des idéaux primaires par locali-

sation.

Lemme 6.8. Soient S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commu-
tatif R et Q un idéal primaire de R tel que Q ∩ S = ∅. Alors x/1 ∈ S−1Q si,
et seulement si, x ∈ Q. Si Q appartient à l’idéal premier P , S−1Q est un idéal
primaire appartenant à l’idéal premier S−1P .

Démonstration. Il est évident que x/1 ∈ S−1Q si x ∈ Q. Inversement, si
x/1 ∈ S−1Q, alors sx ∈ Q pour un s ∈ S d’après le théorème 6.1. Donc x ∈ Q
ou sn ∈ Q pour un n, mais ce dernier cas est impossible car Q ∩ S est vide.

Clairement S−1Q ⊆ S−1P et tout élément de S−1P a une puissance
dans S−1Q. Supposons que (x/s1)(y/s2) ∈ S−1Q. Alors sxy ∈ Q pour
un s ∈ S, donc ou bien x ∈ P , et alors x/s1 ∈ S−1P , ou bien sy ∈ Q, et
alors y/s2 ∈ S−1Q.

Théorème 6.9. Soient S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commuta-
tif R, Q1, . . . , Qn des idéaux primaires détachables de R tels que Qi ∩ S
est vide pour i = 1, . . . ,m, Qi ∩ S est non vide pour i = m + 1, . . . , n,
et I = Q1 ∩ · · · ∩Qn. On a S−1I =

⋂m
i=1 S

−1Qi.
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Démonstration. Si Qi ∩ S est non vide, S−1Qi = S−1R. Clairement, S−1I ⊆⋂n
i=1 S

−1Qi =
⋂m
i=1 S

−1Qi. Inversement, supposons que x/s ∈
⋂m
i=1 S

−1Qi.
D’après le lemme 6.8, nous avons x ∈ I, donc x/s ∈ S−1I.

Le lemme 6.8 et le théorème 6.9 impliquent que siR est un anneau commutatif
fortement discret tel que tout idéal de type fini est une intersection finie d’idéaux
primaires de type fini, et si P est un idéal premier de type fini de R, alors RP
est un anneau commutatif fortement discret (mais voyez l’exercice 8).

Soit P un idéal premier détachable d’un anneau commutatif R, et soit
un n > 0. Si Pn est un idéal primaire, Pn appartient à P . Même si Pn n’est
pas nécessairement primaire lorsque P n’est pas maximal (voir le corolaire 5.5
et l’exercice 5.2), il y a toujours un idéal voisin qui est primaire. La puissance
symbolique P (n) de P est l’idéal

P (n) = {x ∈ R : sx ∈ Pn pour un s dans S = R \ P }.

Observez que P (n+1) ⊆ P (n) ⊆ P (1) = P , que P (n)/Pn = τS(R/Pn), et
que P (n) est l’image réciproque de S−1Pn dans R.

Théorème 6.10. Soit P un idéal premier détachable d’un anneau commuta-
tif R, et soit n > 0. Alors P (n) est un idéal primaire appartenant à P . Si Pn
est primaire, P (n) = Pn.

Démonstration. Si xy ∈ P (n), sxy ∈ Pn pour un s ∈ R \ P . Si x ∈ R \ P ,
sx ∈ R \ P , donc y ∈ P (n). Si Pn est primaire et si x ∈ P (n), alors sx ∈ Pn
pour un s ∈ R \ P , donc x ∈ Pn ou sm ∈ Pn pour un m. Donc x ∈ Pn.

Soit P un idéal premier d’un anneau commutatif R. Alors P est un idéal
premier minimal au-dessus d’un idéal I si P ⊇ I et si pour tout idéal premier P ′
tel que P ⊇ P ′ ⊇ I on a P = P ′. Un idéal premier minimal de R est un idéal
premier minimal au-dessus de 0.

Théorème 6.11. Soit P un idéal premier propre de type fini d’un anneau
commutatif R. Si P (n) = P (n+1) pour un n, P est un idéal premier minimal
au-dessus de 0.

Démonstration. Soit Q un idéal premier de R tel que P ⊇ Q. L’égalité P (n) =
P (n+1) implique que (PP )n = (PP )n+1 = PP (PP )n. Le RP -module (PP )n est
de type fini et PP est un idéal quasi-régulier de RP 1, donc d’après le lemme
de Nakayama, (lemme III.1.4), nous avons (PP )n = 0P ⊆ QP . Donc Pn ⊆ Q
d’après le lemme 6.8 2, et par suite P ⊆ Q d’après le théorème II.2.4.

1. NdT. L’idéal premier P est propre, donc RP est non trivial et PP est quasi-régulier :
si x/s ∈ PP , avec x ∈ P et s /∈ P , alors 1 + x/s = (s+ x)/s avec x+ s /∈ P , donc 1 + x/s est
inversible dans RP .

2. NdT. Dans le lemme on prend S = R \ P . Comme Q est premier, il est primaire. La
première affirmation du lemme dit que si l’image dans RP d’un x de R est dans QP , alors
x ∈ Q. On applique cela pour les x ∈ Pn.
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Avec des hypothèses supplémentaires de cohérence et de décidabilité, la
puissance symbolique P (n) est un idéal de type fini.

Théorème 6.12. Soit P un idéal premier propre de type fini d’un anneau
commutatif cohérent fortement discret R, et soit n > 0. Alors P (n) est un idéal
primaire de type fini appartenant à P .

Démonstration. D’après le théorème 6.10, il suffit de démontrer que P (n) est de
type fini. Mais P (n)/Pn = τR\P (R/Pn) est de type fini d’après le théorème 6.5,
donc P (n) est de type fini.

Exercices

1. On considère les anneaux Z ⊆ Z[X]/(2X − 4). Montrer que l’idéal P
engendré par 2 est premier dans chacun d’eux. Montrer que 2 ∈ P (2)

dans l’un et 2 /∈ P (2) dans l’autre. Construire un exemple brouwerien
d’un anneau R fortement discret et d’un idéal premier de type fini P
tels que P (2) n’est pas détachable.

2. Soit S un sous-monoïde multiplicatif de type fini d’un anneau commutatif
cohérent noethérien R. Montrer que si M est un R-module de présenta-
tion finie, τS(M) est de type fini. (Suggestion : considérer le produit s
des générateurs de S et étudier Mn = {x ∈M : snx = 0 }.)

3. Soit S un sous-monoïde multiplicatif de type fini d’un anneau commu-
tatif cohérent noethérien R fortement discret. Montrer que S−1R est un
anneau cohérent noethérien fortement discret.

4. Soit R l’anneau des polynômes sur Z en les indéterminées s, x1, x2, . . .
modulo l’idéal engendré par les éléments sxi, et soit S le sous-monoïde
multiplicatif de R engendré par s. Montrer que τS(R) est S-borné mais
n’est pas de type fini. Pourquoi le théorème 6.2 ne s’applique-t-il pas ?

5. Soient a une suite binaire et S le sous-monoïde multiplicatif de Z en-
gendré par { 1 + an : n = 1, 2, . . . }. Montrer que S−1Z est un exemple
brouwerien d’un anneau non fortement discret. Pourquoi le théorème 6.4
ne s’applique-t-il pas ?

6. Pour un nombre premier p, notons Ap l’anneau des couples (x, y) avec
x ∈ Z et y ∈ Zp (l’anneau des entiers modulo p), en définissant la
multiplication par

(x1, y1)(x2, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y1 + y1y2).

Soit pn le n-ième nombre premier impair, et soit a une suite binaire.
Si ai = 0 pour tout i 6 n, on pose Rn = Z ; sinon on prend pour Rn
l’anneau Api

avec i le premier indice inférieur ou égal à n tel que ai 6= 0.
Soit R la réunion (la limite directe) des anneaux Rn. Montrer que R
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est un anneau cohérent noethérien fortement discret. Soit P l’idéal
de R engendré par 2. Montrer que τR\P (R) est un exemple brouwerien
d’un R-module qui n’est pas de type fini. Pourquoi le théorème 6.5 ne
s’applique-t-il pas ?

7. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau commutatif R, et soit ϕ
le morphisme naturel de R vers S−1R. Montrer que τS(R/I) est de type
fini pour tout idéal de type fini I de R si, et seulement si, ϕ−1(J) est de
type fini pour tout idéal de type fini J de S−1R.

8. En utilisant les anneaux Z ⊆ Z[X]/(2X), construire un exemple brouwe-
rien d’un anneau R avec un idéal premier P engendré par 2 tel que R
est fortement discret alors que RP n’est pas discret.

9. Soit K un corps discret et R = K[S,X, Y, Z]/(SXY − Z2). En utilisant
les deux idéaux premiers I = (x, z) et J = (x, y, z) de R, construire un
exemple brouwerien d’un idéal premier P de R tel que xy ∈ P (2), mais
pour lequel on n’a pas x ∈ P ou y ∈ P (2). Pourquoi le théorème 6.10 ne
s’applique-t-il pas ?

7 Décompositions primaires
Un idéal I d’un anneau commutatif admet une décomposition primaire

s’il existe des idéaux primaires de type fini Q1, . . . , Qn, appartenant à des
idéaux premiers de type fini, tels que I =

⋂
iQi. On dit aussi dans ce cas

que l’idéal I est décomposable 1. En mathématiques classiques, tout idéal d’un
anneau noethérien admet une décomposition primaire (voir l’exercice 4).

Une décomposition primaire est réduite 2 si d’une part aucun idéal primaire
de la décomposition ne contient l’intersection des autres idéaux primaires, et
d’autre part deux idéaux primaires de la décomposition appartenant au même
idéal premier sont égaux. Dans un anneau cohérent fortement discret, nous
pouvons remplacer les idéaux primaires appartenant à un même idéal premier
par leur intersection (corolaire 5.3), et nous pouvons supprimer les idéaux
primaires qui contiennent l’intersection des autres idéaux primaires, de sorte
que tout idéal décomposable admet une décomposition primaire réduite.

Soit I un idéal d’un anneau commutatif R et soit P un idéal premier
propre de type fini de R. Nous disons que P est un idéal premier associé à I
si P =

√
I : a pour un a ∈ R.

Théorème 7.1. Soit R un anneau commutatif cohérent fortement discret.
Soit I =

⋂
iQi une décomposition primaire réduite d’un idéal propre I de R.

Alors l’ensemble des idéaux premiers associés à I est formé par les idéaux
√
Qi.

1. NdT. L’idéal I = R est décomposable : prendre n = 0 et la famille vide d’idéaux
premiers de type fini.

2. NdT. Irredundant.
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Démonstration. Pour voir que
√
Qi est un idéal premier associé à I, on prend

un a ∈
⋂
j 6=iQj tel que a /∈ Qi. Alors I : a =

⋂
j(Qj : a), et Qj : a = R si j 6= i,

donc I : a = Qi : a. Enfin le théorème 5.7 nous dit que Qi : a est un idéal
primaire appartenant à

√
Qi.

Inversement, pour tout a, le théorème 5.7 nous dit que l’idéal
√
I : a =⋂

i

√
Qi : a est égal à l’intersection des idéaux

√
Qi tels que a /∈ Qi ; donc

si
√
I : a est un idéal premier,

√
I : a =

√
Qi pour un i d’après le théorème II.2.4.

Théorème 7.2. Soient R un anneau commutatif cohérent fortement discret et
I un idéal décomposable de R. Alors tout idéal premier minimal au-dessus de I
est un idéal premier associé à I.

Démonstration. Soient P1, . . . , Pn les idéaux premiers associés à I, et soit P
un idéal premier minimal au-dessus de I. Alors P ⊇

√
I =

⋂
i Pi, donc P ⊇ Pi

pour un i (théorème II.2.4). Par minimalité P = Pi.

Dans la situation du théorème 7.2, les idéaux premiers associés à I qui ne
sont pas minimaux au-dessus de I sont appelés des idéaux premiers immergés.
Les idéaux primaires appartenant à un idéal premier immergé ne sont pas néces-
sairement uniques (voir l’exercice 1), mais les idéaux primaires appartenant aux
idéaux premiers minimaux sont uniques.

Théorème 7.3. Soient R un anneau commutatif cohérent fortement discret
et I =

⋂
iQi une décomposition primaire réduite d’un idéal I avec les idéaux

premiers associés Pi. Pour chaque i on définit Q′i = {x ∈ R : sx ∈ I pour un
s ∈ R \Pi }. Alors Q′i est un idéal détachable contenu dans Qi, et Q′i = Qi si Pi
est un idéal premier minimal au-dessus de I.

Démonstration. On vérifie facilement que Q′i est un idéal de R. Comme R est
cohérent, l’idéal I : x est de type fini, donc nous pouvons décider si I : x ⊆ Pi.
Ainsi l’idéal Q′i est détachable. Si x ∈ Q′i, sx ∈ I ⊆ Qi pour un s /∈ Pi,
donc x ∈ Qi. Donc Q′i ⊆ Qi. Si Pi est un idéal premier minimal au-dessus
de I, Pi ne contient pas

⋂
j 6=i Pj (les idéaux Pj sont distincts parce que la

décomposition primaire est réduite), donc en utilisant la cohérence nous pouvons
trouver un a ∈

⋂
j 6=i Pj \ Pi. Alors am ∈

⋂
j 6=iQj \ Pi pour un m, et amQi ⊆ I.

Donc Qi ⊆ Q′i.

Corolaire 7.4. Soient R un anneau commutatif cohérent fortement discret, I
un idéal de R décomposable et P un idéal premier minimal au-dessus de I. Alors
l’idéal primaire qui appartient à P dans une décomposition primaire réduite
de I est l’ensemble {x ∈ R : sx ∈ I pour un s ∈ R \ P }. Donc les idéaux
primaires appartenant à des idéaux premiers minimaux sont les mêmes pour
toutes les décompositions primaires réduites.
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Lemme 7.5. Soit I un idéal d’un anneau commutatif R.

(i) Si l’idéal I est décomposable, il en va de même pour
√
I.

(ii) L’idéal
√
I est décomposable si, et seulement si, il est égal à l’intersection

d’un nombre fini d’idéaux premiers de type fini.
(iii) Si R est un anneau cohérent fortement discret et si

√
I est décomposable,

les idéaux premiers minimaux au-dessus de I sont exactement les idéaux
premiers associés à

√
I, et

√
I est leur intersection.

Démonstration. Si I, ou
√
I, est égal à

⋂
iQi,

√
I =

⋂
i

√
Qi. Ce fait, en

notant que les idéaux premiers sont primaires et s’appartiennent à eux-mêmes,
démontre les propriétés (i) et (ii). Pour démontrer (iii), on considère un idéal

√
I

décomposable. D’après (ii), nous pouvons écrire
√
I comme une intersection

d’un nombre fini d’idéaux premiers de type fini, et nous obtenons une décom-
position primaire réduite de

√
I à partir de ces idéaux premiers. D’après le

théorème 7.2, ce sont des idéaux premiers associés à
√
I, car ils sont tous

évidemment minimaux. Comme les idéaux premiers minimaux au-dessus de
√
I

sont les mêmes que les idéaux premiers minimaux au-dessus de I, la propriété (iii)
est établie.

Soient R un anneau commutatif cohérent fortement discret, et I et P des
idéaux propres de type fini de R avec P idéal premier minimal au-dessus de
I. Considérons l’idéal Q = {x ∈ R : sx ∈ I pour un s ∈ R \ P }. On vérifie
facilement queQ est un idéal détachable qui contient I, et queQ/I = τR\P (R/I).
Si Q est de type fini, alors Q = I : s pour un s /∈ P , donc l’idéal I : Q n’est
pas contenu dans P . Si I est décomposable, le théorème 7.3 nous dit que Q est
l’idéal primaire de I appartenant à P . Même sans supposer I décomposable, il
est également vrai dans certains cas que l’idéal Q est un idéal primaire de type
fini.

Lemme 7.6. Soient I et P des idéaux de type fini d’un anneau commutatif
cohérent fortement discret R. Si P est premier et Pn ⊆ I ⊆ P pour un n,
alors P est l’unique idéal premier minimal au-dessus de I, et l’idéal

Q = {x ∈ R : sx ∈ I pour un s ∈ R \ P }

est un idéal primaire de type fini appartenant à P .

Démonstration. Comme Pn ⊆ I, l’idéal P est contenu dans tout idéal pre-
mier qui contient I. Il reste à voir que Q est un idéal primaire de type fini
appartenant à P . Comme I est de type fini, nous pouvons supposer que I = 0.
Dans ce cas, Q = P (n), et c’est un idéal primaire de type fini appartenant à P
d’après le théorème 6.12.
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Théorème 7.7. Soient R un anneau commutatif cohérent fortement discret, I
un idéal de type fini tel que

√
I est décomposable, et P un idéal premier minimal

au-dessus de I. Alors l’idéal

Q∗ = {x ∈ R : sx ∈ I pour un s ∈ R \ P }

est un idéal primaire de type fini appartenant à P .
Démonstration. Soit K le produit des idéaux premiers minimaux au-dessus
de I différents de P . Il existe un n tel que (PK)n ⊆ I. Soit J = I : Kn.
Alors Pn ⊆ J ⊆ P . D’après le lemme 7.6, l’idéal

Q = {x ∈ R : sx ∈ J pour un s ∈ R \ P }
est un idéal primaire de type fini appartenant à P . Comme I est contenu dans J ,
l’idéal Q∗ est contenu dans Q ; nous allons montrer qu’ils sont égaux. Si r ∈ Q,
srKn ⊆ I pour un s ∈ R \ P . Si t ∈ Kn \ P , str ∈ I donc r ∈ Q∗.

L’idéal Q∗ du théorème 7.7 est appelé l’idéal primaire isolé au-dessus de I
appartenant à P .

Exercices

1. Soit R = Z[X]. Montrer que (2) est un idéal premier de R, et que
(4, X) et (4, X − 2) sont des idéaux primaires de R appartenant à l’idéal
premier (2, X). Conclure que (4, X) ∩ (2) et (4, X − 2) ∩ (2) sont des
décompositions primaires réduites de (2X, 4). Ainsi les idéaux primaires
appartenant à des idéaux premiers immergés ne sont pas nécessairement
uniques.

2. Soit k l’anneau des entiers modulo 2. Considérons les anneaux k ⊆
k[X]/(X2). Construire un exemple brouwerien d’un anneau R cohérent
noethérien fortement discret, tel que tout idéal de type fini de R est
primaire, R contient un idéal premier détachable propre, alors que R
n’a pas d’idéaux de type fini propres ; donc 0 est un idéal primaire sans
décomposition primaire.

3. Soient R un anneau cohérent noethérien, I un idéal de type fini de R, et
a, b ∈ R avec ab ∈ I. Montrer qu’il existe un n tel que I = (I + (a)) ∩
(I + (bn)). Idée : considérer la chaine des idéaux I : (bn).

4. Nous disons qu’un idéal I est irréductible si lorsque I est écrit comme
l’intersection de deux idéaux, alors l’un de ces idéaux est égal à I. Utiliser
l’exercice 3 pour montrer que si R est un anneau cohérent noethérien, et
si I est un idéal de type fini irréductible, alors I est primaire. Donner
une démonstration en mathématiques classiques que tout idéal dans un
anneau noethérien est une intersection d’idéaux primaires en utilisant les
principes que tout idéal est primaire ou ne l’est pas, et que tout ensemble
d’idéaux dans un anneau noethérien contient un élément maximal.
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8 Anneaux de Lasker-Noether
Un anneau de Lasker-Noether est un anneau commutatif cohérent noethérien

fortement discret tel que le radical de tout idéal de type fini est l’intersection d’un
nombre fini d’idéaux premiers de type fini. En particulier le radical d’un idéal de
type fini est de type fini, et il admet une décomposition primaire (lemme 7.5(ii)).
En mathématiques classiques, tout anneau commutatif noethérien est un anneau
de Lasker-Noether (voir l’exercice 7.4). Les corps discrets sont des anneaux de
Lasker-Noether, de même que l’anneau des entiers. Le nom Lasker-Noether fait
référence à la décomposition de Lasker-Noether du théorème 8.5.

Si k est un corps discret, k[X] est un anneau cohérent noethérien forte-
ment discret d’après le théorème de la base de Hilbert (théorème 1.5). Tout
idéal de type fini de k[X] est principal, donc si le radical de l’idéal principal
(f) est l’intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers de type fini, tout
diviseur premier de f correspond à un générateur de l’un de ces idéaux premiers
(principaux). Donc si k[X] est un anneau de Lasker-Noether, k est un corps
factoriel.

Le lemme 7.5(iii) garantit que dans un anneau de Lasker-Noether nous
pouvons calculer les idéaux premiers minimaux au-dessus d’un idéal de type fini
donné, qui sont eux-mêmes de type fini. La classe des anneaux de Lasker-Noether
est stable par localisation en un idéal premier de type fini (théorème 8.1), et
par passage au quotient modulo un idéal de type fini (théorème 8.2).

Théorème 8.1. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau de Lasker-
Noether R tel que I ∩S est vide ou non vide pour tout idéal de type fini I de R.
Alors S−1R est un anneau de Lasker-Noether 1.

Démonstration. L’anneau S−1R est noethérien d’après le théorème 6.6 et co-
hérent d’après l’exercice III.3.4. Soit J un idéal de type fini de S−1R. Nous
devons montrer que

√
J est l’intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers de

type fini de S−1R. On écrit J = S−1I pour un idéal de type fini I de R. Alors√
J = S−1

√
I = S−1(P1 ∩ · · · ∩ Pn) avec les Pi des idéaux premiers de type fini

de R. Nous pouvons supposer que Pi a une intersection vide avec S pour i 6 m,
et non vide pour i > m. Le théorème 6.9 dit que nous avons

√
J =

⋂m
i=1 S

−1Pi.
Et S−1Pi est un idéal premier (de type fini) d’après le lemme 6.8.

Théorème 8.2. Soient R un anneau de Lasker-Noether et I un idéal de type
fini de R. Alors R/I est un anneau de Lasker-Noether.

Démonstration. Trivial.
1. NdT. Si S = R \P pour un idéal premier P , la condition « I ∩S est vide ou non vide »

signifie « I est ou n’est pas contenu dans P ». Comme I est de type fini, le test est effectif si,
et seulement si, P est détachable. Une conséquence du théorème 8.1 est donc que pour tout
idéal premier détachable, et en particulier pour tout idéal premier de type fini, le localisé RP
est un anneau de Lasker-Noether, comme indiqué juste avant l’énoncé du théorème.
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Une série de composition pour un module de type fini cohérent fortement
discret M est une chaine finie maximale dans le treillis des sous-modules de
type fini de M . On vérifie facilement qu’un espace vectoriel de dimension finie
sur un corps a une série de composition.

Comme le treillis des sous-modules de type fini de M est modulaire, le
théorème de Jordan-Hölder-Dedekind (I.5.2) s’applique, donc un module avec
une série de composition est noethérien et il satisfait la condition de chaine
descendante sur les sous-modules de type fini.

Théorème 8.3. Soient R un anneau de Lasker-Noether et P un idéal premier
minimal de R tel que tout élément de R\P est inversible. Alors le R-module R a
une série de composition.

Démonstration. L’idéal P est de type fini et l’anneau F = R/P est un corps
discret 1. Comme P est l’unique idéal premier minimal au-dessus de 0 2, il existe
un n tel que Pn = 0. Les modules P i/P i+1 sont des espaces vectoriels sur F ,
et sont de dimension finie parce que R est cohérent fortement discret. Donc R
admet une série de composition formée d’idéaux de type fini détachables.

Lemme 8.4. Soit R un anneau commutatif, I un idéal de R, et P1, . . . , Pn,
Q1, . . . , Qn des idéaux détachables de R tels que I ⊆

⋂
iQi et Qi est un

idéal primaire appartenant à l’idéal premier Pi pour chaque i. Soit f ∈ (I :⋂
iQi) \ (

⋃
i Pi). Alors

(i) I : f =
⋂
iQi.

(ii) I : f = I : f2.
(iii) I = (I : f) ∩ (I, f).

Démonstration. Si x ∈
⋂
iQi, alors xf ∈ I, donc

⋂
iQi ⊆ I : f . Inversement,

si xf ∈ I, alors xf ∈ Qi, donc x ∈ Qi car f /∈ Pi. Donc I : f ⊆
⋂
iQi.

Comme f2 ∈ (I :
⋂
iQi) \ (

⋃
i Pi), la propriété (i) dit que I : f =

⋂
iQi =

I : f2.
De manière évidente I ⊆ (I : f)∩ (I, f). Si x ∈ (I : f)∩ (I, f), alors il existe

un a ∈ I et un r ∈ R tels que x = a + rf ∈ I : f . Donc af + rf2 ∈ I, et par
suite rf2 ∈ I. D’après (ii), cela implique rf ∈ I, donc x = a+ rf ∈ I.

Théorème 8.5 (théorème de décomposition primaire). Soit R un anneau de
Lasker-Noether. Alors tout idéal de type fini de R est décomposable.

1. NdT. D’après le lemme 7.5(iii), P est un idéal premier associé à 0, donc de type fini,
donc détachable. L’anneau F = R/P est donc un anneau non trivial discret avec tout élément
non nul inversible.

2. NdT. La décomposition primaire de 0 dans R donne celle de 0 dans R/P , qui est
triviale. Donc

√
0 = P .
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Démonstration. Soit I un idéal de type fini propre de R. Nous construisons tout
d’abord deux idéaux de type fini J et K tels que J admet une décomposition
primaire, I = J ∩K, et K contient proprement I.

D’après le théorème 7.7, les idéaux primaires isolés Q1, . . . , Qk de I appar-
tenant aux idéaux premiers minimaux P1, . . . , Pk au-dessus de I sont de type
fini. On pose J = Q1 ∩ · · · ∩ Qk. Comme I : Qi n’est pas contenu dans Pi,
l’idéal I : J n’est contenu dans aucun Pi, donc il existe un f ∈ (I : J) \ (

⋃
i Pi)

d’après le théorème II.2.3. On prend K = (I, f), et l’on a I = J ∩K d’après le
lemme 8.4.

Nous construisons maintenant une chaine ascendante d’idéaux de type finiHn

de R de la manière suivante. D’abord H1 = I. Ensuite Hn+1 = R si Hn = R ;
sinon nous prenons un Hn+1 tel que Hn = J ∩Hn+1, où J est décomposable
et Hn+1 contient proprement Hn. Notez que si Hn est décomposable, alors
il en va de même pour Hn−1, et donc il en va de même pour I. Comme R
est noethérien, il existe un n tel que Hn = Hn+1 ; mais cela arrive seulement
si Hn = R, auquel cas Hn, et par suite I, est décomposable.

Théorème 8.6. Soit P un idéal premier détachable propre d’un anneau de
Lasker-Noether R, et soit ϕ : R→ RP le morphisme naturel. Alors RP est un
anneau de Lasker-Noether, et ϕ réfléchit les idéaux de type fini.

Démonstration. L’anneau RP est de Lasker-Noether d’après le théorème 8.1.
Soit I un idéal de type fini de RP ; on a un idéal de type fini J ⊆ R tel que
I = JP . D’après le théorème 8.5, l’idéal J admet une décomposition primaire
J = Q1∩· · ·∩Qn. Si Q1, . . . , Qs sont les idéaux primaires de cette décomposition
contenus dans P , alors, d’après le lemme 6.8 et le théorème 6.9 où l’on prend
S = R \ P , on a ϕ−1(I) = ϕ−1(JP ) = Q1 ∩ · · · ∩Qs, qui est de type fini.

Exercices

1. Soit R un anneau de Lasker-Noether qui est un anneau principal. Montrer
que R est un anneau à factorisation unique.

2. Soit G l’exemple brouwerien dans l’exercice VII.1.5 d’un corps qui est
factoriel mais pas pleinement factoriel. Montrer que G[X,Y ] est un
anneau intègre à factorisation unique et un anneau cohérent noethérien
fortement discret. Montrer que tout idéal principal de G[X,Y ] admet
une décomposition primaire. Montrer que G[X,Y ] n’est pas un anneau
de Lasker-Noether.

3. Soit k un corps discret. Montrer que k est factoriel si, et seulement
si, k[X] est un anneau de Lasker-Noether.

4. Soit I un idéal de type fini d’un anneau de Lasker-Noether. Montrer
que
√
I est de type fini et que I contient une puissance de

√
I.
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5. Soient R un anneau cohérent noethérien fortement discret et P un idéal
premier de type fini de R tel que Pn = 0. Montrer que RP est un anneau
de Lasker-Noether avec une série de composition.

6. Soit I un idéal de type fini d’un anneau de Lasker-Noether R, et soit
P ⊇ I un idéal premier détachable propre de R. Montrer que P est
un idéal premier minimal de I si, et seulement si, il existe un n tel
que (PP )n ⊆ IP dans RP .

7. Soit R un anneau de Lasker-Noether et I un idéal de R formé de diviseurs
de zéro. Montrer que rI = 0 pour un élément non nul r de I. (Suggestion :
utiliser le théorème II.2.3. On devrait pouvoir affaiblir l’hypothèse à être
cohérent noethérien, voire seulement noethérien.)

9 Anneaux complètement de Lasker-Noether
La propriété de Lasker-Noether ne passe pas toujours d’un anneau à l’anneau

des polynômes : tout corps discret k est un anneau de Lasker-Noether, mais k[X]
est un anneau de Lasker-Noether seulement si k est factoriel.

Soit R un anneau tel que R[X1, . . . , Xm] est un anneau de Lasker-Noether
pour tout m. Soit P un idéal premier de type fini propre de R, et K le corps de
fractions de R/P . Soit E un corps, extension algébrique de dimension finie de K.
Nous pouvons écrire E = K[α1, . . . , αn] avec αi entier sur R/P pour chaque i.
Alors E est isomorphe au corps de fractions de R[X1, . . . , Xn]/I, où l’idéal
premier I est engendré d’une part par P , et d’autre part, pour chaque i, par le
relèvement dans R[X1, . . . , Xi] du polynôme minimal de αi sur K[α1, . . . , αi−1].
Donc tout corps qui est une extension algébrique de dimension finie de K est
factoriel, et K est pleinement factoriel. Cela suggère la définition suivante.

On dit qu’un anneau R est pleinement Lasker-Noether si c’est un anneau
de Lasker-Noether et si pour chaque idéal premier de type fini P de R, le corps
de fractions de R/P est pleinement factoriel. Notez que l’anneau des entiers Z
est pleinement Lasker-Noether, de même que tout corps pleinement factoriel.

Théorème 9.1. Soit I un idéal de type fini d’un anneau pleinement Lasker-
Noether R. Alors R/I est un anneau pleinement Lasker-Noether.

Démonstration. D’après le théorème 8.2, l’anneau R/I est un anneau de Lasker-
Noether. Soit P un idéal premier de type fini de R/I. L’image réciproque P ′ de
P dans R est un idéal premier de type fini de R, donc le corps de fractions de
(R/I)/P ' R/P ′ est pleinement factoriel.

Théorème 9.2. Si P est un idéal premier détachable d’un anneau pleinement
Lasker-Noether R, le localisé RP est un anneau pleinement Lasker-Noether.
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Démonstration. D’après le théorème 8.1, l’anneau RP est un anneau de Lasker-
Noether. Soit Q un idéal premier de type fini de RP . L’image réciproque Q′
de Q dans R est un idéal premier de type fini d’après le théorème 8.6, donc le
corps de fractions de RP /Q, qui est isomorphe au corps de fractions de R/Q′,
est pleinement factoriel.

Si R[X1, . . . , Xn] est un anneau de Lasker-Noether pour chaque n, R est un
anneau pleinement Lasker-Noether. Nous allons démontrer la réciproque.

Lemme 9.3. Soit S un sous-ensemble multiplicatif d’un anneau commutatif
cohérent noethérien R. Si le morphisme R→ S−1R réfléchit les idéaux de type
fini, il en va de même pour R[X]→ S−1R[X].

Démonstration. Comme R→ S−1R réfléchit les idéaux de type fini, le noyau
de R → S−1R est de type fini, donc nous pouvons supposer que R ⊆ S−1R.
L’anneau S−1R est cohérent et noethérien. Soit I un idéal de type fini de
S−1R[X], et soit R[X]m = { f ∈ R[X] : deg f < m }. D’après le lemme 1.1,
il existe un m tel que M = I ∩ S−1R[X]m est un S−1R-module de type fini,
et I ∩ S−1R[X]n =

∑n−m
i=0 MXi pour chaque n > m. Soit M ′ le R-module

engendré par un système générateur fini du S−1R-module M . Alors le module
τS(R[X]m/M ′) = (R[X]m∩I)/M ′ est de type fini d’après le théorème 6.4, donc
le R-module R[X]m ∩ I = M ∩R[X] est de type fini.

Soit J l’idéal de R[X] engendré par M ∩R[X]. C’est un idéal de type fini
de R[X] contenu dans I ∩R[X]. Soit A l’idéal (de type fini) de S−1R formé par
les coefficients de Xm−1 des éléments de M . Comme R → S−1R réfléchit les
idéaux de type fini, A∩R est de type fini, donc il existe f1, . . . , fk ∈M dont les
coefficients de Xm−1 engendrent A ∩R. On prend un s ∈ S tel que sfi ∈ R[X]
pour chaque i. Comme R[X] est cohérent et noethérien, il existe un p tel que
J : sp = J : sp+1. Nous allons montrer que l’idéal I ∩ R[X] = J : sp, et donc
que cet idéal est de type fini.

Supposons que sph ∈ J pour un h ∈ R[X]. Alors sph ∈ I, donc h ∈ I, et
h ∈ I ∩R[X]. Inversement, supposons que h ∈ I ∩R[X]. Alors h ∈ R[X]n pour
un n, et nous procédons par récurrence sur n. Si n 6 m, alors h ∈ J ⊆ J : sp.
Si n > m, alors h =

∑
i rifiX

n−m + g, où g ∈ S−1R[X]n−1 et ri ∈ R. Donc
sh =

∑
i risfiX

n−m+sg, et sg ∈ I ∩R[X]n−1. Par récurrence sur n nous avons
sg ∈ J : sp. Ainsi h ∈ J : sp+1 = J : sp.

Lemme 9.4. Soit R un anneau pleinement Lasker-Noether et I un idéal propre
de type fini de R[X]. Soient M un idéal premier minimal au-dessus de I ∩R, K
le corps de fractions de R/M , et J l’idéal engendré par I dans K[X]. Si J
est propre, l’image réciproque P de

√
J dans R[X] est une intersection finie

d’idéaux premiers de type fini, et I : P 6= I.

Démonstration. Comme K est un corps factoriel,
√
J est l’intersection d’un

nombre fini d’idéaux premiers principaux de K[X]. D’après le lemme 9.3, nous
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voyons que l’intersection de chacun de ces idéaux premiers avec (R/M)[X] est
de type fini, et donc P est l’intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers de
type fini.

Pour démontrer que I : P 6= I, on considère d’abord le cas spécial où
M ⊆

√
R ∩ I et K = R/M . Comme

√
J est un idéal principal de K[X], il existe

un g ∈ R[X] dont l’image engendre
√
J . Comme M ⊆

√
R ∩ I, il existe un

n > 1 tel queMn ⊆ I etMn−1 \I est non vide. On prend un t ∈Mn−1 \I et on
note que tM ⊆ I. Comme g ∈

√
I +M [X], il existe un m ∈ N tel que tgm /∈ I

et tgm+1 ∈ I. Alors tgm ∈ (I : P ) \ I. Notez que nous n’avons pas besoin du
lemme 9.3 dans ce cas puisque P est une intersection d’idéaux premiers de la
forme (p) +M [X] qui sont clairement de type fini.

Pour traiter le cas général on pose S = R \M . Alors S−1R est un anneau
de Lasker-Noether, S−1M est le radical de S−1I ∩S−1R, et S−1R/S−1M = K.
L’image réciproque de

√
J dans S−1R[X] est S−1P . Le cas spécial nous donne

S−1I : S−1P 6= S−1I, donc I : P 6= I.

Lemme 9.5. Si R est un anneau pleinement Lasker-Noether, alors R[X] est un
anneau cohérent noethérien fortement discret tel que pour tout idéal premier de
type fini P de R[X], le corps de fractions de R[X]/P est pleinement factoriel.

Démonstration. D’après le théorème de la base de Hilbert, (théorème 1.5), nous
savons que R[X] est un anneau cohérent noethérien fortement discret. L’idéal
P ′ = P ∩R est un idéal premier de type fini de R d’après le théorème 1.2, donc
le corps de fractions de R/P ′ est pleinement factoriel. Le corps de fractions
de R[X]/P ' (R/P ′)[X]/(P/P ′[X]) est une extension de présentation finie
d’un corps pleinement factoriel, donc il est pleinement factoriel d’après le
théorème 2.6.

Théorème 9.6. Si R est un anneau pleinement Lasker-Noether, il en va de
même pour R[X].

Démonstration. D’après le lemme 9.5, il suffit de démontrer que si I est un idéal
propre de type fini de R[X], alors il existe un nombre fini d’idéaux premiers de
type fini qui contiennent I tels qu’une puissance de l’intersection de ces idéaux
premiers est contenue dans I. Comme un certain produit d’idéaux premiers
minimaux au-dessus de R ∩ I est contenu dans R ∩ I, il existe un idéal premier
minimal M au-dessus de R ∩ I tel que I +M [X] 6= R[X]. Si K est le corps de
fractions de R/M , l’idéal J engendré par l’image de I dans K[X] est propre.
D’après le lemme 9.4, l’image réciproque P de

√
J dans R[X] est une intersection

finie d’idéaux premiers de type fini, et I : P 6= I. Soit L l’intersection de ces
idéaux P lorsque M parcourt les idéaux premiers minimaux de R tels que
J est propre. Remplaçons I par I2 = I : L ⊇ I : P 6= I et recommençons.
Ceci nous fournit une chaine ascendante d’idéaux I = I1 ⊆ I2 ⊆ · · · et des
intersections finies d’idéaux premiers de type fini L = L1, L2, . . . telles que
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In+1 = In : Ln, et In 6= In+1 sauf si In = R[X]. Il existe un n tel que In = In+1
donc R[X] = In ⊆ I : L1L2 · · ·Ln−1 et par suite L1L2 · · ·Ln−1 ⊆ I.

Exercices

1. Montrer qu’un corps discret est pleinement factoriel si, et seulement si,
c’est un anneau pleinement Lasker-Noether.

2. Montrer que l’anneau des entiers est pleinement Lasker-Noether. Conclure
que le corps des nombres rationnels est pleinement factoriel.

3. En considérant les anneaux Q ⊆ Q[X], construire un exemple brouwerien
d’un anneau pleinement Lasker-Noether qui n’a pas d’idéal maximal de
type fini.

4. Un anneau noethérien désagréable (Nagata). Soient k un corps discret
et X1, X2, . . . un ensemble dénombrable d’indéterminées. Soit m1,m2, . . .
une suite d’entiers strictement positifs avec 0 < mi −mi−1 < mi+1 −mi

pour tout i. Soit Pi l’idéal (premier) de K = k[X1, X2, . . .] engendré
par {Xj : mi 6 j < mi+1 }, soit S l’ensemble des polynômes sur K qui
n’appartiennent à aucun Pi, et soit R = S−1K. Montrer les propriétés
suivantes.
(i) K, et donc aussi R, est cohérent.
(ii) Si I est un idéal de type fini propre non nul de R, l’ensemble
{ i : I ⊆ S−1Pi } est fini non vide.

(iii) La localisation Ri de K en Pi est un anneau noethérien.
(iv) R est un anneau (pleinement) de Lasker-Noether si k est (pleinement)

factoriel.
(v) R contient des chaines arbitrairement longues d’idéaux premiers de

type fini.
5. Soit S un sous-ensemble multiplicatif de type fini d’un anneau pleinement

Lasker-Noether R. Montrer que S−1R est pleinement Lasker-Noether.
6. Soit K un corps pleinement factoriel. Soient R = K[X,Y, Z] et I =

(X2 − Y Z, Y 2 − XZ). Déterminer les idéaux premiers minimaux au-
dessus de I.

10 Le théorème de l’idéal principal
La hauteur d’un idéal premier de type fini détachable d’un anneau noethé-

rien R est définie comme sa hauteur dans l’ensemble des idéaux premiers de
type fini détachables de R, ordonné par inclusion (voir les définitions de la
hauteur et de la profondeur page 23).



10. Le théorème de l’idéal principal 225

Théorème 10.1 (théorème de l’idéal principal). Soient a un élément non
inversible d’un anneau de Lasker-Noether R et P un idéal premier de type fini
propre minimal au-dessus de (a). Alors P est de hauteur au plus 1.
Démonstration. Soit Q un idéal premier de type fini de R tel que P ⊇ Q. Nous
allons montrer que Q est égal à P ou qu’il est minimal au-dessus de 0. D’après
le lemme 6.8, nous pouvons localiser en P et donc supposer que tout élément
de R \ P est inversible. Si a ∈ Q, on a Q = P en raison de la minimalité de P ;
nous pouvons donc supposer que a /∈ Q. Nous montrons alors que Q est minimal
au-dessus de 0. Considérons la suite décroissante des puissances symboliques
Q(1) ⊇ Q(2) ⊇ · · · de Q. Les idéaux Q(i) + (a) forment une suite décroissante
d’idéaux qui contiennent (a). Comme l’idéal P/(a) est un idéal premier minimal
de R/(a), l’anneau R/(a) est un anneau de Lasker-Noether avec une série de
composition d’après le théorème 8.3. D’après le théorème 6.12, les idéaux Q(i)

sont de type fini, donc il y a un n tel que Q(n) + (a) = Q(n+1) + (a). Donc,
si q ∈ Q(n), il existe un r ∈ Q(n+1) et un x ∈ R tels que q = r + xa. Or a /∈ Q,
alors que xa = q − r ∈ Q(n), donc x ∈ Q(n). Donc Q(n) = Q(n+1) + Q(n)a.
D’après le lemme de Nakayama, on a Q(n) = Q(n+1), donc Q est un idéal
premier minimal au-dessus de 0 d’après le théorème 6.11.

Lemme 10.2. Soit R un anneau de Lasker-Noether. Soit P0 ⊃ · · · ⊃ Pn−1 ⊃ Pn
une suite strictement décroissante d’idéaux premiers de type fini propres et soit
x ∈ P0. Alors il existe des idéaux premiers de type fini P ∗1 , . . . , P ∗n−1 tels que la
suite P0 ⊃ P ∗1 ⊃ · · · ⊃ P ∗n−1 ⊃ Pn est strictement décroissante et x ∈ P ∗n−1.
Démonstration. Il suffit de traiter le cas où n = 2, x /∈ P1, et P2 = 0. Soit P ∗1
un idéal premier minimal au-dessus de (x) qui est contenu dans P0. Il est clair
que P ∗1 est non nul. L’idéal premier P0 a une hauteur au moins égale à 2,
tandis que l’idéal premier P ∗1 est un idéal premier minimal au-dessus de l’idéal
principal (x). Le théorème de l’idéal principal (10.1) nous dit que P ∗1 a une
hauteur au plus 1. Donc P0 contient proprement P ∗1 .

Corolaire 10.3. Soit R un anneau de Lasker-Noether. Soient P0 ⊃ · · · ⊃
Pn−1 ⊃ Pn une suite strictement décroissante d’idéaux premiers de type
fini propres et Q1, . . . , Qm des idéaux premiers de type fini propres qui ne
contiennent pas P0. Alors il existe des idéaux premiers de type fini P ∗1 , . . . , P ∗n−1
avec la suite P0 ⊃ P ∗1 ⊃ · · · ⊃ P ∗n−1 ⊃ Pn strictement décroissante, et tels
qu’aucun Qi ne contient P ∗n−1.
Démonstration. D’après le théorème II.2.3, l’idéal P0 n’est pas contenu dans la
réunion Q1 ∪ · · · ∪Qm. On prend un x ∈ P0 \ (Q1 ∪ · · · ∪Qm) et on applique le
lemme 10.2.

Théorème 10.4 (théorème de l’idéal principal généralisé). Soient R un anneau
de Lasker-Noether et I = (a1, . . . , an). Alors tout idéal premier minimal au-
dessus de I est de hauteur au plus n.
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Démonstration. Soit P un idéal premier minimal au-dessus de I. Nous procédons
par récurrence sur n. Si n = 0, alors I = 0 et P est un idéal premier minimal
de R, donc P est de hauteur 0.

Soit J = (a1, . . . , an−1). Si P est un idéal premier minimal au-dessus de J ,
alors P et de hauteur au plus n− 1 par hypothèse de récurrence. Il suffit donc
de traiter le cas où P n’est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux
au-dessus de J .

Il nous faut montrer qu’il ne peut pas exister une suite strictement dé-
croissante P = P0 ⊃ P1 ⊃ · · · ⊃ Pn ⊃ Pn+1 d’idéaux premiers de type
fini. Si nous avions une telle suite, d’après le corolaire 10.3, nous pourrions
construire une suite strictement décroissante d’idéaux premiers de type fini
P = P ∗0 ⊇ P ∗1 ⊇ · · · ⊇ P ∗n ⊇ Pn+1 où P ∗n ne serait contenu dans aucun des
idéaux premiers minimaux au-dessus de J . L’idéal premier P/J de R/J est un
idéal premier minimal au-dessus de l’idéal principal I/J , donc il est de hauteur 1
d’après le théorème de l’idéal principal, (théorème 10.1). L’idéal (P ∗n+J)/J n’est
contenu dans aucun idéal premier minimal de R/J , mais P/J ⊇ (P ∗n + J)/J .
Donc P/J est un idéal premier minimal au-dessus de (P ∗n + J)/J . Donc P est
un idéal premier minimal au-dessus de P ∗n + J , et P/P ∗n est un idéal premier
minimal au-dessus de l’idéal (P ∗n +J)/P ∗n de R/P ∗n . Dans l’anneau R/P ∗n , l’idéal
(P ∗n + J)/P ∗n est engendré par n − 1 éléments. Par récurrence P/P ∗n est de
hauteur au plus n− 1. Donc P ∗i /P ∗n = P ∗i+1/P

∗
n pour un i < n, et P ∗i = P ∗i+1,

ce qui est une contradiction.

Le théorème 10.1 implique qu’un idéal premier principal propre dans un
anneau de Lasker-Noether est de hauteur au plus 1. La réciproque n’est pas
vraie : un idéal premier de hauteur au plus 1 n’est pas nécessairement principal
(exercice 3). On a cependant le résultat suivant.

Théorème 10.5. Soit P un idéal premier de type fini propre d’un anneau de
Lasker-Noether R. Alors il existe un m tel que P est de hauteur m et est un
idéal premier minimal au-dessus d’un idéal engendré par m éléments.

Démonstration. Comme P est minimal au-dessus de P , d’après le théorème 10.4,
il existe un n tel que P est de hauteur en plus n. Nous procédons par récurrence
sur n. Il y a un nombre fini d’idéaux premiers minimaux Q1, . . . , Qk de R
contenus dans P . Si P = Qi pour un i, alors P est de hauteur 0 et minimal
au-dessus de l’idéal 0, qui est engendré par 0 élément. Sinon, nous pouvons
trouver pour chaque i un xi ∈ P \ Qi. Il y a alors un nombre fini d’idéaux
premiers minimaux au-dessus de Qi+(xi), et si Q̂ est l’un d’entre eux, alors P/Q̂
est de hauteur au plus n−1, donc par récurrence P/Q̂ a une hauteur. Soit m−1
le maximum des hauteurs des P/Q̂ avec Q̂ ⊆ P un idéal premier minimal
au-dessus d’un Qi + (xi). Nous allons montrer que P est de hauteur m.

Clairement P est de hauteur au moins m parce que chaque Q̂ est de hauteur
au moins 1. Soit P = P0 ⊃ · · · ⊃ Pn une suite strictement décroissante d’idéaux
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premiers de type fini. Alors Pn ⊇ Qi pour un i. D’après le lemme 10.2, il
y a une suite strictement décroissante P = P0 ⊃ P ∗1 ⊃ · · · ⊃ P ∗n−1 ⊃ Pn
telle que xi ∈ P ∗n−1. Donc P ∗n−1 contient l’un les idéaux premiers Q̂ minimaux
au-dessus de Qi + (xi). Donc n 6 m+ 1 et P est de hauteur au plus m.

Nous venons de montrer que P a une hauteur bien définie.
Si P est de hauteur m, nous allons montrer que P est un idéal premier

minimal au-dessus d’un idéal I engendré par m éléments. Nous procédons par
récurrence sur m. Nous pouvons supposer que m > 0. Soient Q1, . . . , Qn les
idéaux premiers minimaux de R contenus dans P . Comme P contient proprement
chaque Qi, le théorème II.2.3 nous dit qu’il existe un x ∈ P \ (Q1 ∪ · · · ∪Qn).
Donc P/(x) est de hauteur au plus m− 1 dans R/(x). Par récurrence il existe
un idéal J ⊆ R tel que J est engendré par m − 1 éléments et P/(x) est un
idéal premier minimal au-dessus de (J + (x))/(x). Donc P est un idéal premier
minimal au-dessus de I = J + (x).

Corolaire 10.6. Tout idéal premier de type fini propre d’un anneau de Lasker-
Noether a une hauteur 1.

Exercices

1. Soit R un anneau cohérent noethérien fortement discret. Montrer que
tout idéal premier de type fini de R de hauteur 1 est un idéal premier
minimal au-dessus d’un idéal principal.

2. Soit R un anneau de Lasker-Noether intègre. Montrer que R est un
anneau à factorisation unique si, et seulement si, tout idéal premier de
hauteur 1 est principal.

3. Soit R = Z[
√
−5], et soit P l’idéal engendré par 2 et 1 +

√
−5. Montrer

que R est un anneau de Lasker-Noether intègre. Montrer que R/P est
un corps discret à 2 éléments, donc P est un idéal premier de type fini.
Montrer que P est de hauteur 1 mais n’est pas principal.

11 Notes
Une version constructive du théorème de la base de Hilbert a été donnée

par Jonathan Tennenbaum dans sa thèse de 1973 sous la direction d’Errett
Bishop à l’Université de Californie à San Diego. Tennenbaum a utilisé une
opération génératrice noethérienne plutôt qu’une fonction. C’est l’un des rares
exemples où la notion d’opération de A vers B, due à Bishop, ne peut pas être
interprétée comme une fonction de A vers l’ensemble des sous-ensembles non
vides de B. La forme originale et l’esprit du résultat de Tennenbaum peuvent

1. NdT. En particulier un anneau local de Lasker-Noether dont l’idéal maximal est de
type fini a une dimension de Krull bien définie.
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être retrouvées en ignorant la fonction ϕ dans la section 3 et en considérant
la fonction ρ comme une opération. Les exercices 4.5 et 4.6 sur les anneaux
de Tennenbaum constituent une tentative de retrouver la forme du résultat de
Tennenbaum sans s’appuyer sur la notion d’opération.

Le théorème de la base de Hilbert pour les anneaux cohérents noethériens
fortement discrets a été démontré par Richman (1974) en s’appuyant sur le
résultat de Tennenbaum. Seidenberg (1974a) a montré comment se débarrasser
de la dépendance par rapport au résultat de Tennenbaum, et en même temps
il a démontré que le théorème de la base de Hilbert est également valable pour
les anneaux cohérents noethériens (sans référence à la détachabilité des idéaux
de type fini). Notez que cet autre théorème de la base de Hilbert n’est ni moins
général ni plus général que celui qui s’applique aux anneaux fortement discrets :
aussi bien l’hypothèse que la conclusion sont plus faibles.

Le théorème principal sur la décomposition primaire des idéaux dans les
anneaux noethériens – à savoir que R[X] est un anneau pleinement Lasker-
Noether si R est pleinement Lasker-Noether – a d’abord été démontré par
Seidenberg (1984), qui ne peut cependant pas être blâmé pour la terminologie.

L’anneau noethérien désagréable de l’exercice 9.4 provient de [Nagata 1962].
Il fournit un exemple d’un anneau pleinement Lasker-Noether qui n’est pas
construit à partir d’un corps discret (ou d’un anneau principal) par ajout d’un
nombre fini d’indéterminées puis par passage à un quotient et à une localisation.
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1 Représentations
Soit k un corps discret 1. Une k-algèbre est un anneau A, qui est aussi un

espace vectoriel sur k, avec λ(ab) = (λa)b = a(λb) pour tous λ ∈ k et a, b ∈ A.
Si A et B sont des k-algèbres, un homomorphisme de A vers B est un ho-
momorphisme d’anneaux qui est aussi une application k-linéaire. Le terme de
dimension finie, appliqué à une structure S qui est un k-espace vectoriel, comme
une k-algèbre, signifie que S est un espace vectoriel de dimension finie sur k.

SiM est un espace vectoriel de dimension n sur k, les applications k-linéaires
de M vers M forment une k-algèbre de dimension finie Ek(M) qui peut être
identifiée à l’algèbre des matrices n × n sur k. Toute k-algèbre de dimension
finie A est isomorphe à une sous-algèbre de dimension finie de Ek(A) en faisant
correspondre à tout élément a de A l’application linéaire Ta de A vers A donnée
par Ta(x) = ax.

Une représentation d’une k-algèbre de dimension finie A est donnée par un
k-espace vectoriel de dimension finie M et un homomorphisme de k-algèbres
ϕ : A → Ek(M). Si nous laissons tomber la référence explicite à ϕ et si nous

1. NdT. Dans ce chapitre, k désigne toujours un corps discret. Et une k-algèbre de
dimension finie est toujours (implicitement) non nulle.

229
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écrivons am pour ϕ(a)m, nous avons la notion d’un A-module de dimension finie
(sur k). Si le noyau K de la représentation ϕ est nul, nous disons que ϕ (ou M)
est fidèle. Si M est un A-module fidèle, la k-algèbre A peut être identifiée à
une sous-algèbre de Ek(M). Le théorème suivant donne plusieurs constructions
importantes qui fournissent des espaces vectoriels de dimension finie.

Théorème 1.1. Soient A une k-algèbre de dimension finie, M un A-module de
dimension finie, I un sous-espace de dimension finie de A, et N un sous-espace
de dimension finie de M . Alors on obtient les k-espaces vectoriels de dimension
finie suivants.

(i) Le sous-espace IN de M engendré par { ax : a ∈ I et x ∈ N }.
(ii) La sous-algèbre k + I + I2 + I3 + · · · de A engendrée par I.
(iii) Le centre de A : { a ∈ A : ax = xa pour tout x ∈ A }.
(iv) Le noyau de la représentation M : K = { a ∈ A : aM = 0 }.
(v) Le centralisateur de A/K : { b ∈ Ek(M) : ab = ba pour tout a ∈ A }.

Démonstration. Le sous-espace IN est clairement de type fini, donc de dimen-
sion finie. Pour chaque n le sous-espace Sn = I + I2 + · · ·+ In est de dimension
finie, donc nous pouvons trouver un n tel que Sn = Sn+1, d’où ensuite Sm = Sn
pour chaque m > n. Le centre de A est l’intersection des noyaux des applications
k-linéaires fx : A → A données par fx(a) = ax − xa, où x parcourt une base
de A. Le noyau K de la représentation M est l’intersection des noyaux des
applications k-linéaires gm : A→M données par gm(a) = am, où m parcourt
une base de M . Le centralisateur de A/K est l’intersection des noyaux des
applications k-linéaires ha : Ek(M)→ Ek(M) données par ha(b) = ab− ba, où a
parcourt une base de A.

D’après le théorème 1.1(iv), nous pouvons décider si M est fidèle ou pas.
Dans chaque cas, nous pouvons regarder M comme un module fidèle sur A/K.
L’anneau des endomorphismes de M 1 est le centralisateur de l’algèbre A/K
vue comme une sous-algèbre de Ek(M).

Si a et b sont des éléments non nuls d’une k-algèbre de dimension finie A et
si ab = 0, nous disons que a est un diviseur de zéro à gauche, et que b est un
diviseur de zéro à droite.

Corolaire 1.2. Soit A une k-algèbre de dimension finie. Tout élément non nul
de A est ou bien inversible, ou bien un diviseur de zéro à droite et à gauche.

Démonstration. Pour a ∈ A, définissons ρa : A → A en posant ρa(x) = xa.
D’après le théorème II.6.2, ou bien ρa a un noyau non nul, auquel cas a est
un diviseur de zéro à droite, ou bien ρa est surjective, auquel cas a a un
inverse à gauche b. Dans ce dernier cas, ρa est aussi injective, on a ba = 1 et

1. NdT. M vu comme module sur A/K.
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ρa(ab) = a = ρa(1), ce qui implique ab = 1, donc a est inversible. Ainsi ou
bien a est inversible, ou bien a est un diviseur de zéro à droite. De même, ou
bien a est inversible, ou bien a est un diviseur de zéro à gauche.

Notons que Aa = A si, et seulement si, a est inversible. Donc une algèbre
de dimension finie A a un idéal à gauche non trivial de dimension finie si, et
seulement si, A contient un diviseur de zéro. Nous ne pouvons pas toujours
décider si tout élément non nul de A possède un inverse, c’est-à-dire, si A est
une algèbre à division ou pas.

Exemple 1.3. Soient a une suite binaire et k =
⋃
nQ(ian). Soit X une

indéterminée et A la k-algèbre k[X]/(X2 + 1), qui est de dimension 2. On vérifie
facilement que A est une algèbre à division exactement lorsque an = 0 pour
tout n.

Une k-algèbre de dimension finie A est une algèbre à division si, et seulement
si, elle ne contient aucun diviseur de zéro. C’est un théorème de mathématiques
classiques que tout module sur une algèbre à division est libre. Donc, en
mathématiques classiques, ou bien A contient un diviseur de zéro, ou bien tout
A-module à gauche de dimension finie sur k est libre. Même si nous ne pouvons
pas décider laquelle de ces alternatives est satisfaite, nous pouvons néanmoins,
étant donné un A-module M , ou bien construire une base de M sur A, ou bien
construire un diviseur de zéro dans A.

Théorème 1.4. Soit A une k-algèbre de dimension finie, M un A-module de
dimension finie sur k, et u un élément non nul de M 1. Ou bien A contient un
diviseur de zéro, ou bien M est un A-module libre avec une base qui contient u.

Démonstration. L’ensemble { a ∈ A : au = 0 } est un idéal à gauche de A, de
dimension finie. S’il est non nul, nous avons terminé d’après le corolaire 1.2,
donc supposons que Au est un A-module libre de rang 1. Alors N = M/Au est
un A-module de dimension finie plus petite que la dimension de M . Si N = 0,
alors {u} est une base du A-module M . Sinon, par récurrence sur la dimension
de M , ou bien A contient un diviseur de zéro, ou bien N est un A-module libre.
Dans ce dernier cas, M est un A-module libre avec une base qui contient u.

Soit K une k-algèbre de dimension finie. De nombreuses constructions qui
peuvent être effectuées lorsque K est un anneau à division peuvent être tentées,
queK soit un anneau à division ou pas ; le résultat sera la construction souhaitée,
ou sinon la construction d’un diviseur de zéro dans K. Le théorème 1.4 est un
exemple de cette technique. Un autre exemple est la construction du polynôme
minimal.

Soient A une k-algèbre de dimension finie, K une sous-algèbre du centre
de A, et a ∈ A. Un polynôme unitaire f ∈ K[X] est appelé le polynôme minimal

1. NdT. Si la dimension du k-espace vectoriel M est > 0, un tel u existe toujours.
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de a sur K si pour tout g ∈ K[X] on a g(a) = 0 si, et seulement si, f divise g.
On vérifie facilement que le polynôme minimal est unique s’il existe, et que
dans ce cas K[a] ' K[X]/(f).

Théorème 1.5. Soient A une k-algèbre de dimension finie, K une sous-algèbre
de dimension finie du centre de A, et a ∈ A. Alors nous pouvons construire, ou
bien un diviseur de zéro dans K, ou bien le polynôme minimal de a sur K.

Démonstration. Pour n ∈ N, notons Mn = K +Ka+ · · ·+Kan. On considère
l’application K-linéaire ϕn : K →Mn/Mn−1 qui envoie 1 sur an, et on prend
le plus petit n tel que kerϕn 6= 0 : nous pouvons trouver un tel n 6 1 + dimA
parce que nous avons Mn = Mn−1 à un certain point. Si kerϕn 6= K, alors K
contient un diviseur de zéro. Sinon, on voit facilement que 1, a, . . . , an−1 est
une base de Mn = Mn−1 sur K, et si an = c0 + c1a + · · · + cn−1a

n−1, alors
p(X) = Xn−cn−1X

n−1−· · ·−c1X−c0 est le polynôme minimal de a surK.

Exercices

1. Soit A une k-algèbre de dimension finie. Montrer que A est un anneau
cohérent noethérien fortement discret.

2. Montrer que l’algèbre A de l’exemple 1.3 est une algèbre à division
exactement lorsque an = 0 pour tout n.

3. Construire un contre-exemple brouwerien pour le théorème qui affirme
que si A est une k-algèbre de dimension finie, alors ou bien A contient
un diviseur de zéro, ou bien tout A-module est libre.

4. L’algèbre des quaternions H sur k est la k-algèbre de dimension 4 avec
une base {1, i, j, ij} qui satisfait les égalités

i2 = j2 = −1, ij = −ji.

Pour quels corps discrets k l’algèbre H est-elle une algèbre à division ?
Pour quels k l’algèbre H contient-elle un diviseur de zéro ?

5. Montrer que si k est algébriquement clos et si A est une k-algèbre de
dimension finie, alors ou bien A est une algèbre à division, ou bien A
contient un diviseur de zéro.

2 Le théorème de densité
Un module M est dit réductible 1 s’il a un sous-module propre non nul

– sinon il est dit simple (ou irréductible). En mathématiques classiques, le

1. NdT. Reducible module : pas de traduction dans la littérature mathématique française
usuelle.
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théorème de densité affirme que si M est un A-module fidèle simple, alors le
centralisateur B de A est un anneau à division (lemme de Schur) et A est un
anneau dense d’endomorphismes du B-espace vectoriel M . Cette terminologie
renvoie à la situation où M est de dimension infinie sur B, et la conclusion
est que A est dense au sens que tout ensemble fini B-indépendant {x1, . . . , xk}
de M peut être envoyé sur n’importe quel sous-ensemble {y1, . . . , yk} au moyen
de la multiplication par un élément de A.

Dans le cas de la dimension finie, qui est celui que nous allons traiter,
nous pouvons conclure que A est l’anneau de tous les B-endomorphismes du
module M , c’est-à-dire que A est le centralisateur de B dans Ek(M). D’un
point de vue constructif, le théorème de densité est beaucoup plus utile si nous
pouvons l’appliquer à un module qui n’est pas nécessairement simple.
Théorème 2.1 (théorème de densité). Soit A une k-algèbre de dimension finie
d’endomorphismes d’un k-espace vectoriel de dimension finie M , et soit u un
élément non nul de M . Notons B le centralisateur de A dans Ek(M). Alors
l’une des propriétés suivantes est satisfaite 1.

(i) M contient un sous-A-module non trivial.
(ii) M est un B-module libre avec une base qui contient u, et A est le

centralisateur de B 2.
Démonstration. En regardant M comme un B-module, le théorème 1.4 nous
dit que, ou bien B contient un diviseur de zéro, ou bien M est un B-module
libre avec une base qui contient u. Si l’on a un diviseur de zéro b dans B, bM
est un sous-A-module non trivial de M .

Nous supposons maintenant que M est un B-module libre avec une base
u1, . . . , un qui contient u. Pour j = 0, . . . , n nous posons

Lj = { a ∈ A : aui = 0 pour tout i 6 j }.

Il est clair que Lj est un idéal à gauche de A, de dimension finie. Nous pouvons
supposer que le sous-A-module (de dimension finie) Ljui de M est égal à 0
ou à M pour tous j, i 3. Nous notons

Mj = {x ∈M : Ljx = 0 }.
1. NdT. Dans ce théorème, on regarde M comme un A-module à gauche. Si le cas (i) est

exclu, c’est-à-dire si M est un A-module simple, le théorème affirme donc que le centralisateur
du centralisateur de A est A lui-même. Le théorème de densité à la Richman est donc une forme
constructive précise du théorème du bicommutant des mathématiques classiques. Richman
nous a prévenu que cette forme constructive est plus utile par la suite que le simple théorème
du bicommutant pour les modules simples.

2. NdT. AinsiM , vu comme B-module, est isomorphe à un certain Bn et A ' EBop (Bn).
3. NdT. Si l’un des Ljui est non trivial, nous avons terminé ; il suffit donc de traiter le

cas où tous les Ljui sont égaux à 0 ou à M . Voici la démarche du reste de la démonstration.
L’algèbre A est incluse dans le centralisateur de B et pour montrer qu’elle lui est égale, il
suffit de montrer que les ui peuvent être envoyés sur n’importe quels vi par un a ∈ A. Posons
L0 = A ; on a L0u1 6= {0} et donc L0u1 = M . Il existe donc a1 ∈ L0 tel que a1u1 = v1.
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Ce sous-B-module Mj de M contient
∑j
i=1 Bui. Nous démontrons ensuite, par

récurrence sur j, que
Mj =

∑j

i=1
Bui.

Comme L0 = A, les deux membres sont nuls pour j = 0. Supposons l’égalité
satisfaite pour un j < n. Alors Ljuj+1 = M parce que uj+1 /∈ Mj . Soit x ∈
Mj+1. Comme Lj+1x = 0, en posant b(`uj+1) = `x pour ` ∈ Lj nous définissons
un élément b de B, avec Lj(x− buj+1) = 0. Donc x− buj+1 ∈Mj =

∑j
i=1 Bui,

donc x ∈
∑j+1
i=1 Bui.

Pour montrer que A est le centralisateur de B, nous construisons, pour des
éléments donnés v1, . . . , vn ∈M , un élément a ∈ A tel que aui = vi (1 6 i 6 n).
Comme Li−1ui = M , nous pouvons construire par récurrence des ai ∈ Li−1 tels
que

aiui = vi − (a1 + · · ·+ ai−1)ui.
On prend alors a = a1 + a2 + · · ·+ an.

Une k-algèbre est dite simple 1 si tout idéal bilatère est trivial. Nous utilisons
le théorème de densité pour réduire la question de savoir si une algèbre est
simple au cas commutatif.

Théorème 2.2. Soit A une k-algèbre de dimension finie de centre C. L’une
des propriétés suivantes est satisfaite.

— A possède un idéal non trivial.
— On a une bijection entre idéaux I de A et idéaux J de C donnée par

J = I ∩ C, I = AJ.

Démonstration. Soit R la sous-algèbre (de dimension finie) de Ek(A) engendrée
par les endomorphismes de multiplication à droite et à gauche par des éléments
de A. Le centralisateur de R est le centre C de A, et les sous-R-modules de A
sont exactement les idéaux de A. D’après le théorème de densité, ou bien A
possède un idéal non trivial, ou bien A est un C-module libre avec une base
qui contient 1 et R est le centralisateur de C. Dans le second cas, soient I un
idéal de A et J un idéal de C. Le fait que J = (AJ) ∩ C est une conséquence

Posons L1 = { a ∈ A : au1 = 0} ; si on trouve a2 ∈ L1 tel que a2u2 = v2 − a1u2, on aura
(a1 + a2)ui = vi pour i = 1, 2. Il suffit d’établir que L1u2 = M , i.e. L1u2 6= {0}. Pour cela,
posons M1 = {x ∈ M : L1x = 0 } et montrons que M1 = Bu1, i.e. pour x ∈ M1 trouvons
b ∈ B tel que x = bu1. Comme cela équivaut à ce que `x = `bu1 = b(`u1) pour tout ` ∈ L0,
il suffit de faire deux constats. (1) Cette équation définit bien une application k-linéaire b :
L0u1 = M ; si `u1 = 0 alors ` ∈ L1 or x ∈M1 et donc `x = 0. (2) En outre b commute avec
tout a ∈ A : b(a(`u1)) = b((a`)u1) = (a`)x = a(`x) = a(b(`u1)). Etc.

1. NdT. Fred Richman propose de définir un anneau simple comme un anneau dans lequel
tout idéal bilatère qui ne contient pas 1 est nul. Selon cette définition, un corps de Heyting
est un anneau simple. Lorsque l’anneau est discret, comme dans le cas présent, la définition
revient à dire que si un élément est non nul, l’idéal bilatère qu’il engendre contient 1.
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immédiate du fait que A est un C-module libre avec une base qui contient 1.
Nous devons montrer que I = (I ∩ C)A. Soit 1 = u0, . . . , un une base de A
sur C, et prenons des ri ∈ R tels que riui = 1 et riuj = 0 si j 6= i 1. Si x ∈ I,
alors x =

∑
ciui, donc rix = ci et par suite x ∈ (I ∩ C)A.

Nous améliorerons ce théorème dans la section suivante, en remplaçant la
condition «A possède un idéal non trivial » par « radA 6= 0 ».

Exercices

1. Lemme de Schur. Soit M un module de dimension finie fidèle irréductible
sur une k-algèbre de dimension finie A. Montrer que le centralisateur
de A est un anneau à division.

2. Théorème de Burnside. Soient M un espace vectoriel de dimension finie
sur un corps algébriquement clos k et A une sous-algèbre de Ek(M).
Montrer que, ou bien M contient un sous-A-module non trivial, ou
bien A = Ek(M).

3. Soit A une k-algèbre de dimension finie. Montrer que, ou bien le centre
de A est de dimension > 1, ou bien A possède un idéal non trivial, ou
bien tout idéal de A est trivial.

4. On se rapporte aux deux premières affirmations dans la démonstration
du théorème 2.2. Montrer que le centralisateur de R est le centre C de A.

3 Le radical et les facteurs directs
Soit A une k-algèbre de dimension finie. Un idéal à gauche L de A est

nilpotent si Ln = 0 pour un n. Le radical de A est défini par

rad A = {x ∈ A : Ax est nilpotent }.

On vérifie facilement que radA est un idéal de A. De plus radA est détachable
dans A, car si L est un idéal à gauche de dimension n, alors Ln est de dimension
finie, et Ln = 0 si, et seulement si, L est nilpotent 2.

Le théorème de structure de Wedderburn pour les algèbres A de dimension
finie telles que radA = 0 repose sur la construction d’idempotents de A. En
mathématiques constructives, nous avons besoin d’une information supplémen-
taire donnée par un algorithme qui construit un idempotent ou un élément non
nul de radA.

1. NdT. L’endomorphisme ri du C-module A défini sur la base u0, . . . , un par ui 7→ u0 = 1
et uj 7→ 0 pour j 6= i est dans le centralisateur de C dans Ek(A), c’est-à-dire dans R.

2. NdT. La suite des idéaux Lk est décroissante et devient stationnaire dès que Lk = Lk+1.
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Lemme 3.1. Soit L un idéal à gauche non nul d’une k-algèbre de dimension
finie A. Alors, ou bien L contient un idéal à gauche nilpotent non nul, ou bien
il contient un idempotent non nul.

Démonstration. En considérant Ax ⊆ L nous pouvons supposer que L est de
dimension finie et nous procédons par récurrence sur la dimension de L. Si L2 = 0
nous avons trouvé notre idéal à gauche nilpotent non nul ; si 0 6= L2 6= L, nous
avons terminé par récurrence. Nous pouvons donc supposer que L2 = L.

Comme L2 = L 6= 0, nous pouvons trouver un x ∈ L tel que Lx 6= 0. On
définit f : L → L en posant f(y) = yx. D’après le théorème II.6.2, ou bien
ker f est un idéal à gauche non nul contenu proprement dans L, ou bien f est
un isomorphisme. Dans le premier cas nous terminons par récurrence. Voyons
le dernier cas. On a yx = x pour un y ∈ L, donc y2x = yx = x et par suite
(y2 − y)x = 0, donc y = y2 est un idempotent non nul dans L.

Le lemme suivant est un résultat standard reliant idempotents et facteurs
directs.

Lemme 3.2. Soit L un idéal à gauche de dimension finie d’une k-algèbre de
dimension finie A. Alors L = Ae pour un idempotent e ∈ A si, et seulement si,
A = L⊕K pour un idéal à gauche K.

Démonstration. Si e est un idempotent, A = Ae⊕A(1− e). Si A = L⊕K, on
écrit 1 = e+ f avec e ∈ L et f ∈ K. Pour x ∈ L, on a x = xe+xf , donc xf = 0
et x = xe. Inversement, si x = xe, alors x ∈ L. Donc L = Ae et e2 = e.

Théorème 3.3. Soit A une k-algèbre de dimension finie et soit L un idéal
(à gauche) de A de dimension finie. Alors, ou bien L ∩ radA 6= 0, ou bien
A = L⊕N pour un idéal (à gauche) N .

Démonstration. Nous pouvons supposer L 6= 0. D’après le lemme 3.1, ou bien
L ∩ rad A 6= 0, ou bien L contient un idempotent non nul et donc, d’après le
lemme 3.2, un idéal à gauche non nul K facteur direct de A. Ainsi A = K⊕M et
L = K ⊕ (M ∩L). Par récurrence sur dimL, nous pouvons supposer que M ∩L
est un facteur direct de A, donc de M , donc A = K ⊕ (M ∩ L)⊕N = L⊕N .
Si L est un idéal, et R = { r ∈ A : Lr = 0 }, alors N ⊆ R. Comme R ∩ L est
un idéal à droite nilpotent de dimension finie contenu dans l’idéal L, ou bien L
contient l’idéal nilpotent non nul A(R ∩ L), ou bien R ∩ L = 0 et donc N = R
est un idéal.

Si A1 et A2 sont des k-algèbres, alors A1 ×A2 est une k-algèbre de manière
naturelle, on l’appelle le produit de A1 et A2. Les algèbres A1 et A2 peuvent
être identifiées avec les idéaux de A1 ×A2 engendrés par les idempotents (1, 0)
et (0, 1) respectivement. Inversement, si une algèbre A peut être écrite comme
somme directe de deux idéaux bilatères L et N comme dans le théorème 3.3,
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alors L et N sont des k-algèbres pour elles-mêmes, et A est isomorphe à leur
produit.

Si l’idéal L dans le théorème 3.3 est un idéal bilatère, ou bien nous obtenons
un élément non nul de L ∩ radA, ou bien A se décompose en un produit de
k-algèbres. Cette dernière décomposition sera souvent utilisée dans les démon-
strations par récurrence sur la dimension de A. Un exemple est la version
suivante, plus forte, du théorème 2.2.

Théorème 3.4. Soit A une k-algèbre de dimension finie de centre C. L’une
des propriétés suivantes est satisfaite.

— radA 6= 0.
— On a une bijection entre idéaux I de A et idéaux J de C donnée par

J = I ∩ C, I = AJ.

Démonstration. D’après le théorème 2.2, nous pouvons supposer que A possède
un idéal non trivial de dimension finie. D’après le théorème 3.3, ou bien radA 6= 0,
ou bien A est un produit d’algèbres, auquel cas nous terminons par récurrence
sur la dimension de A.

Lemme 3.5. Soit K une k-algèbre commutative de dimension finie avec
radK = 0. Si f est un polynôme séparable dans K[X], alors rad(K[X]/(f)) = 0.

Démonstration. Si K contient un diviseur de zéro, il existe un idéal non trivial,
donc K est un produit d’après le théorème 3.3, et nous terminons par récur-
rence sur la dimension de K. Nous allons montrer maintenant que si g ∈ K[X]
et f divise g2, ou bien f divise g, ou bien K contient un diviseur de zéro.
L’algorithme d’Euclide nous fournit, ou bien un diviseur de zéro dans K, ou bien
un générateur d de l’idéal (f, g). Dans ce dernier cas écrivons f = da et g = db.
Comme f est séparable, a est séparable et étranger avec d. Comme f = da
divise g2 = d2b2, ou bien a divise db2, ou bien K contient un diviseur de zéro.
Mais puisque a et d sont étrangers, a divise b2. Par suite, ou bien K contient
un diviseur de zéro, ou bien a divise b par récurrence sur le degré de f . Ainsi f
divise g ou K contient un diviseur de zéro.

Lemme 3.6. Soit R anneau commutatif, p un nombre premier tel que pR = 0
et r un élément de R. Soit q une puissance de p, et f et g des polynômes
unitaires de R[X] avec fg = Xq − r. Si f et g sont étrangers, alors f ou g est
une constante.

Démonstration. Si q = 1, le théorème est clairement vrai. Supposons que q > 1.
Écrivons sf + tg = 1. En différenciant fg = Xq− r nous obtenons f ′g+ fg′ = 0.
Comme sf + tg = 1, nous concluons que f divise f ′, donc f ′ = 0. De la
même manière nous obtenons g′ = 0. Donc (théorème VI.6.1) nous pouvons
écrire f(X) = f0(Xp) et g(X) = g0(Xp). Notons s(X) =

∑p−1
i=0 X

isi(Xp) et
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t(X) =
∑p−1
i=0 X

iti(Xp). Alors s0f0 + t0g0 = 1 et f0g0 = Xq/p − r, donc nous
terminons par récurrence sur q.

Le lemme suivant généralise le théorème VI.6.6 du cas des corps à celui
des algèbres commutatives de dimension finie réduites. En mathématiques
classiques, ces dernières sont des produits de corps et la généralisation est
immédiate. Comme il peut arriver que nous ne sachions pas écrire l’algèbre
comme un produit de corps, la démonstration constructive est plus délicate.

Lemme 3.7. Soient k un corps discret de caractéristique p, q une puissance
de p, K une k-algèbre commutative de dimension finie, et a un élément de K.
Si Xq − a = fg avec f et g unitaires et non constants dans K[X], l’une des
propriétés suivantes est satisfaite.

(i) a ∈ Kp.
(ii) radK 6= 0.

Démonstration. Si nous trouvons un idéal non trivial L de K, alors d’après
le théorème 3.3, ou bien radK 6= 0, ou bien K = L ⊕ N pour deux idéaux
non triviaux L et N . Dans ce cas, le théorème est satisfait pour L et N par
récurrence sur la dimension. Par suite, ou bien radL ou radN est non nul, ou
bien les composantes de a dans L et N sont dans Lp et Np respectivement, et
alors a ∈ Kp.

Nous supposons maintenant que tout élément non nul de K que nous
construisons est inversible. Il nous faut écrire Xq − a comme une puissance non
triviale. Supposons que Xq − a = fgi avec f et g des polynômes unitaires de
degrés > 0. Soit d le pgcd unitaire de f et g. Si d = 1, le lemme 3.6 est en
défaut, donc nous pouvons supposer que deg d > 0. Soient f1 et g1 les polynômes
unitaires qui satisfont f = f1d et g = g1d. AlorsXq−a = f1d(g1d)i = (f1g

i
1)di+1.

Si f1g
i
1 = 1, nous avons écrit Xq−a sous la forme voulue ; sinon nous continuons

avec f1g
i
1 en tant que nouvel f , d en tant que nouveau g et i+ 1 en tant que

nouvel i. Après au plus q étapes, nous avons écrit Xq − a = h(X)m avec un
polynôme unitaire h(X) et un entier m > 0. Clairement m divise q, donc m est
une puissance de p. Par suite a = (−h(0)m/p)p ∈ Kp.

Lemme 3.8. Soient k un corps discret de caractéristique p qui satisfait la
condition P , K une k-algèbre commutative de dimension finie, a ∈ K, et
L = K[X]/(Xp − a). L’une des propriétés suivantes est satisfaite.

(i) radL 6= 0.
(ii) radL 6= 0 implique radK 6= 0.

Démonstration. Soit e1, . . . , en une base de K sur k. Comme k satisfait la
condition P , ou bien les éléments ep1, . . . , epn sont indépendants sur kp, ou bien
ils sont dépendants sur kp. Si

∑
apje

p
j = 0, alors

∑
ajej ∈ rad K, donc nous



3. Le radical et les facteurs directs 239

pouvons supposer qu’ils sont indépendants, auquel cas l’application naturelle
de K vers Kp est un isomorphisme d’anneaux.

Comme k satisfait la condition P , nous pouvons décider si des éléments
de K sont linéairement dépendants sur kp ou pas, donc Kp[a] est une kp-algèbre
de dimension finie. D’après le théorème 1.5, nous pouvons construire, ou bien
un diviseur de zéro dans Kp, et donc dans K, ou bien le polynôme minimal de
a sur Kp. Dans le premier cas, le lemme 3.1 nous donne, ou bien un idempotent
de K, et nous avons terminé par récurrence sur dimK, ou bien un élément
non nul de radK, et la propriété (ii) et satisfaite de manière triviale. Sinon,
notons g le polynôme minimal de a sur Kp. Nous pouvons supposer que g
est unitaire. Ou bien on a g = Xp − ap, ou bien Xp − ap se factorise sur Kp.
Dans le dernier cas, on a radK 6= 0 ou a ∈ Kp d’après le lemme 3.7, donc
radL 6= 0 et la propriété (i) est satisfaite. Si Xp − ap est le polynôme minimal
de a sur Kp, alors Kp[a] est isomorphe à Kp[X]/(Xp − ap) qui est isomorphe,
en tant qu’anneau, à L. Puisque Kp[a] ⊆ K, nous obtenons la propriété (ii).

Exercices

1. Soit L un idéal à gauche de dimension n d’une k-algèbre de dimension
finie. Montrer que Ln est de dimension finie, et que L est nilpotent si, et
seulement si, Ln = 0.

2. Montrer que le radical d’une k-algèbre de dimension finie A est le radical
de Jacobson de A. Montrer que rad(A1 ×A2) = rad A1× rad A2.

3. Soit A une k-algèbre de dimension finie avec un radical J de dimension
finie. Le socle à gauche de A est l’ensemble {x ∈ A : Jx = 0 }. Montrer
que le socle à gauche est un idéal bilatère qui a une intersection non
nulle avec tout idéal à gauche non nul. Identifier le radical, et les socles à
droite et à gauche, de l’algèbre des matrices triangulaires inférieures
n× n sur un corps discret.

4. Montrer que les quatre propriétés suivantes pour une k-algèbre de di-
mension finie A sont équivalentes.
(i) radA = 0.
(ii) Tout idéal à gauche de dimension finie de A est un facteur direct.
(iii) Tout sous-module de dimension finie d’un A-module de dimension

finie est un facteur direct.
(iv) Tout A-module de dimension finie est projectif.

5. Théorème de Maschke. Soient G un groupe fini, k un corps discret tel
que l’entier n = #G n’est pas nul dans k, et A l’algèbre du groupe G
sur k. Soit M un A-module de dimension finie et ϕ : M →M une appli-
cation k-linéaire telle que ϕ2 = ϕ et ϕ(M) est un A-module à gauche.
Soit ψ(x) = 1

n

∑
g∈G gϕ(g−1x). Montrer que ψ est un homomorphisme
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de A-modules, ψ2 = ψ, et ϕ(M) = M . Conclure que radA = 0 (voir
l’exercice 4).

4 Théorème de Wedderburn, première partie
Pour démontrer le théorème de Wedderburn concernant les algèbres de di-

mension finie et de radical nul, nous devons faire des hypothèses supplémentaires
sur le corps k.

Lemme 4.1. Soit A une k-algèbre de dimension finie etK 6= A une sous-algèbre
de dimension finie du centre de A. L’une des propriétés suivantes est satisfaite.

— K possède un idempotent non trivial.
— K possède un nilpotent non trivial.
— Il existe un x ∈ A \K qui possède un polynôme minimal g sur K, et ce

polynôme est de l’une des formes suivantes :
— g est séparable,
— g(X) = Xp − r avec p la caractéristique de k,
— g(X) = Xm.

Démonstration. Nous pouvons supposer que A = K[a] et nous construisons,
d’après le théorème 1.5, ou bien un diviseur de zéro dans K, ou bien le polynôme
minimal g(X) de a sur K. Si K contient un diviseur de zéro, alors K contient
un idempotent non trivial ou un nilpotent non trivial d’après le lemme 3.1.
D’après le théorème VI.6.3, ou bien K contient un idéal non trivial, ou bien
nous pouvons factoriser g en un produit de polynômes deux à deux étrangers de
la forme fm(Xq) où m est un entier strictement positif, q est égal à 1 ou à une
puissance de la caractéristique finie p de k, et f est séparable. Ceci donne une
décomposition de A en un produit d’algèbres de la forme K[X]/fm(Xq), donc
nous pouvons supposer que g(X) = fm(Xq). Si aq ∈ K, alors g(X) = Xq − r.
Si q = p, nous avons terminé ; sinon ap /∈ K alors que (ap)q/p ∈ K, donc K[ap]
est une sous-algèbre non triviale de A et nous avons terminé par récurrence sur
dimA. Si aq /∈ K et m = 1, alors f est le polynôme minimal de aq sur K et il
est séparable. Si aq /∈ K et m > 1, alors le polynôme minimal de f(aq) sur K
est Xm.

Théorème 4.2. Un corps discret k est séparablement factoriel si, et seulement
si, toute k-algèbre de dimension finie A de radical nul est simple ou possède un
idéal non trivial.

Démonstration. D’après le théorème 2.2, nous pouvons restreindre notre at-
tention aux k-algèbres commutatives. Soit A une k-algèbre commutative de
dimension finie. Si A = k nous avons terminé ; sinon nous pouvons trouver un
a ∈ A \ k avec un polynôme minimal g.
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Supposons d’abord que k est séparablement factoriel et que radA = 0.
Alors g ne peut pas être de la forme Xm. Si g(X) = Xp − r, g est irréductible
d’après le théorème VI.6.6, à moins que r ∈ kp, auquel cas radA 6= 0. Si g est
irréductible, nous pouvons remplacer k par k[X]/(g) et nous terminons par
récurrence sur dimA. Donc, d’après le lemme 4.1, nous pouvons supposer que g
est séparable. On décompose g en produit de polynômes irréductibles. Si a annule
l’un des facteurs, alors k(a) est un corps et, comme A est commutatif, A est
une k(a)-algèbre de dimension finie. Alors, comme k(a) est aussi séparablement
factoriel, nous avons terminé par récurrence sur dimA. Si a n’annule aucun des
facteurs f de g, alors chaque f(a) engendre un idéal non trivial de A.

Voyons l’implication réciproque. Soient K un corps, extension de dimen-
sion finie de k et f ∈ K[X] un polynôme séparable. Nous considérons la k-
algèbre commutative de dimension finie A = K[X]/(f). D’après le lemme 3.5,
on a radA = 0. Les idéaux de type fini de A sont en correspondence bijec-
tive avec les diviseurs unitaires de f , donc f est irréductible ou possède une
factorisation non triviale.

Nous caractérisons maintenant les corps séparablement factoriels en termes
de décomposition d’une algèbre en produit d’algèbres simples. Ceci constitue la
première partie du théorème de Wedderburn 1.

Théorème 4.3 (théorème de Wedderburn, première partie). Un corps discret k
est séparablement factoriel si, et seulement si, toute k-algèbre de dimension finie
de radical nul est un produit d’algèbres simples.

Démonstration. Soit A une k-algèbre de dimension finie. D’après le théo-
rème 4.2, A est simple ou contient un idéal non trivial L. Dans le premier
cas nous avons terminé. Dans l’autre cas nous appliquons le théorème 3.3 et
nous écrivons A comme un produit non trivial d’algèbres, et nous terminons
par récurrence sur la dimension de A.

Inversement, si toute algèbre A de radical nul est un produit d’algèbres
simples, alors A ou bien est simple, ou bien contient un idéal non trivial, donc k
est séparablement factoriel d’après le théorème 4.2.

Théorème 4.4. Un corps discret k satisfait la condition P si, et seulement si,
toute k-algèbre de dimension finie a un radical de dimension finie.

Démonstration. Supposons que k satisfait la condition P . Si nous construisons
un élément non nul a de radA, alors en passant à A/(AaA) nous avons terminé
par récurrence sur dimA. Notons C le centre de A. D’après le théorème 3.4,
ou bien radA 6= 0, ou bien radA = A · radC. Donc nous sommes ramenés à
traiter le cas où A est commutative. Si nous construisons un idempotent non

1. NdT. En mathématiques classiques, tout corps est séparablement factoriel, et l’énoncé
est beaucoup plus pauvre.
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trivial de A, alors nous pouvons écrire A comme un produit de deux algèbres de
dimensions plus petites et nous avons terminé par récurrence sur dimA. Soit K
une sous-k-algèbre de dimension finie de A avec radK = 0. Nous commençons
en prenant K = k, et nous procédons par récurrence sur dimA− dimK.

Ou bien K = A, auquel cas nous avons terminé, ou bien nous pouvons
appliquer le lemme 4.1 pour construire un élément a ∈ A \K avec un polynôme
minimal g. Ou bien g est séparable, ou bien g s’écrit g(X) = Xp − r avec p
la caractéristique de k, ou bien g(X) = Xm. Si g(X) = Xm, a est un élément
non nul de radA. Si g(X) = Xp − r, alors, comme k satisfait la condition P , le
lemme 3.8 nous dit que, ou bien radK[a] 6= 0, ou bien radK[a] = 0. Dans le
dernier cas, nous remplaçons K par K[a] et nous avons terminé par récurrence
sur dimA− dimK. Si g est séparable, alors radK[a] = 0 d’après le lemme 3.5,
et nous remplaçons K par K[a] comme précédemment.

Voyons l’implication réciproque. Nous allons démontrer la propriété caracté-
ristique (ii) dans le théorème VII.3.1. Soient K un corps, extension de dimension
finie de k, et a ∈ K. Considérons la k-algèbre L = K[X]/(Xp − a) = K[x].
Si radL = 0, a /∈ Kp car si a = rp, x − r est un élément non nul de radL.
Si radL 6= 0, il existe un polynôme f ∈ K[X] tel que Xp − a divise f2 mais
ne divise pas f . Dans ce cas, le pgcd de Xp − a et f est un diviseur propre
de Xp − a, et a ∈ Kp d’après le théorème VI.6.6.

Corolaire 4.5. Un corps discret k est pleinement factoriel si, et seulement
si, toute k-algèbre de dimension finie contient un idéal nilpotent de dimension
finie I tel que A/I est un produit de k-algèbres simples.

Démonstration. Un corps discret k est pleinement factoriel si, et seulement si,
il est séparablement factoriel et satisfait la condition P . Le résultat est donc
une conséquence directe des théorèmes 4.3 et 4.4.

Exercices

1. Soit K une k-algèbre commutative de dimension finie et g ∈ K[X].
Supposons que g = f1f2 · · · fn avec les fi deux à deux étrangers. Montrer
que K[X]/(g) est isomorphe au produit des k-algèbres K[X]/(fi).

2. Soit k un corps factoriel et f ∈ k[X]. Identifier le radical I de A =
k[X]/(f), et décrire A/I comme un produit de k-algèbres simples.

3. Soient G le groupe symétrique sur {1, 2, 3} et A l’algèbre du groupe G
sur Q. Décomposer A en un produit de Q-algèbres simples (voir l’exer-
cice 3.5).
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5 Anneaux de matrices et algèbres à division
La seconde partie du théorème de structure de Wedderburn pour les al-

gèbres semi-simples dit qu’une algèbre simple de dimension finie est isomorphe à
un anneau de matrices carrées sur une algèbre à division 1. Ce théorème repose
sur la capacité de construire des idéaux à gauche non triviaux. Lorsque nous
avons un idéal à gauche non trivial, nous pouvons l’utiliser pour décomposer
l’algèbre de départ.

Théorème 5.1 (théorème de structure de Wedderburn). Soit A une k-algèbre
de dimension finie qui contient un idéal à gauche non trivial. L’une des propriétés
suivantes est satisfaite.

(i) Le radical de A est non nul.
(ii) A est un produit de k-algèbres de dimension finie (de dimensions plus

petites que A).
(iii) Il existe un entier n > 1 tel que A est isomorphe à l’anneau des matrices

carrées n× n sur une k-algèbre de dimension inférieure à celle de A.

Démonstration. Soit L l’idéal à gauche non trivial dans l’hypothèse. En consi-
dérant l’idéal à gauche engendré par un élément non nul de L, nous pouvons
supposer que L est de dimension finie. Si L n’est pas un A-module fidèle, le noyau
de la représentation L est un idéal non nul de A ; donc d’après le théorème 3.3 2,
ou bien radA 6= 0, ou bien A est un produit.

Supposons maintenant que L est fidèle. L’algèbre A peut être vue comme une
sous-k-algèbre de Ek(L). Soit B le centralisateur de A sur L (i.e. l’anneau EA(L)).
D’après le théorème de densité, (théorème 2.1), ou bien L est réductible (et nous
terminons par récurrence sur la dimension de L), ou bien A est isomorphe à
un anneau complet de matrices à coefficients dans l’anneau opposé à B. Il
reste à montrer que la dimension de B est inférieure à celle de A 3. D’après le
théorème 3.3, ou bien radA 6= 0, ou bien L est un facteur direct de A. Dans
ce dernier cas, l’algèbre B est une sous-algèbre propre du centralisateur de A
sur A, qui est l’anneau opposé à A.

Le problème fondamental et de savoir reconnaitre si une k-algèbre de dimen-
sion finie est une algèbre à division ou pas, à savoir, être capable d’affirmer que
c’est une algèbre à division ou alors de construire un idéal à gauche non trivial.
Si nous sommes capables de faire cela, alors le théorème 5.1 implique que toute

1. NdT. Voir le commentaire après le théorème 5.1, qui explique pourquoi ce théorème
est une version constructive du théorème de structure de Wedderburn des mathématiques
classiques.

2. NdT. Le noyau est un idéal bilatère, on se reporte alors au commentaire qui suit le
théorème 3.3.

3. NdT. À moins que l’on ne se retrouve dans le cas (i).
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k-algèbre de dimension finie a un radical de dimension finie, et que modulo ce
radical elle est un produit d’anneaux de matrices carrées n× n sur des algèbres
à division. Cette condition est équivalente à la capacité de reconnaitre si une
représentation de dimension finie arbitraire d’une k-algèbre de dimension finie
est réductible.

Théorème 5.2. Les propriétés suivantes pour un corps discret k sont équiva-
lentes.

(i) Toute k-algèbre de dimension finie est une algèbre à division ou sinon
contient un idéal à gauche non trivial.

(ii) Tout k-module à gauche de dimension finie M sur une k-algèbre de
dimension finie A est réductible ou irréductible.

(iii) Toute k-algèbre de dimension finie A a un radical de dimension finie, et
A/ radA est un produit d’anneaux complets de matrices sur des algèbres
à division.

Démonstration. Clairement les points (ii) et (iii) impliquent chacun le point (i).
Montrons que (i) implique (ii). Nous pouvons supposer que M est un A-

module fidèle. Soit B le centralisateur de A sur M . Si B contient un diviseur
de zéro b, bM est un sous-A-module non trivial de M . Si B est une algèbre à
division, alors d’après le théorème de densité, ou bien M est réductible, ou bien
A est le centralisateur de B, et M est irréductible.

Montrons que (i) implique (iii). Si A est une algèbre à division, nous avons
terminé. Si A contient un idéal à gauche non trivial, alors d’après le théorème 5.1,
ou bien A contient un idéal nilpotent non nul de dimension finie I, auquel cas
nous passons à A/I et nous terminons par récurrence sur dimA, ou bien A est
un produit de k-algèbres de dimension finie et nous terminons par récurrence
sur dimA, ou bien A est isomorphe à un anneau complet de matrices et nous
terminons par récurrence sur dimA.

Pour quels corps k les conditions du théorème 5.2 sont-elles satisfaites ? Les
corps finis et les corps algébriquement clos fournissent des exemples faciles.
Le corps des nombres réels algébriques Ra admet seulement trois algèbres à
division, et une démonstration constructive de cette assertion montre que ce
corps satisfait les conditions du théorème 5.2.

Théorème 5.3. Soient k un sous-corps discret du corps des nombres réels R,
algébriquement clos dans R, H = k(i, j) l’algèbre des quaternions sur k, et A
une k-algèbre de dimension finie. Ou bien A contient un diviseur de zéro, ou
bien A est isomorphe à l’une des algèbres k, k(i), ou H.

Démonstration. Si A = k, nous avons terminé ; sinon en considérant un α ∈ A\k,
comme A est de dimension finie, nous pouvons construire un polynôme non
trivial annulé par α. Le corps k(i) ⊆ C est discret et algébriquement clos, donc
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k est factoriel, et tout polynôme irréductible sur k est de degré au plus 2. Donc,
ou bien A contient un diviseur de zéro, ou bien α est de degré 2. Nous pouvons
donc supposer que α ∈ k(i) avec i ∈ A et i2 = −1. Le centralisateur de i dans
A est une algèbre de dimension finie sur le corps algébriquement clos k(i), donc
il contient un diviseur de zéro ou est égal à k(i). Nous traitons le deuxième cas.
Si A = k(i) nous avons terminé. Sinon nous pourrons construire un β ∈ A \ k(i)
tel que β2 = −1 exactement comme nous avons construit i ∈ A. Comme iβ+βi
commute avec i et β, nous pouvons supposer que iβ + βi ∈ k(i) ∩ k(β) = k. On
pose iβ + βi = r ∈ k et j = β + ri/2. Alors ij + ji = 0 et j2 ∈ k. Si j2 = s2

pour un s ∈ k, alors j − s est un diviseur de zéro non nul dans A. Sinon j2 < 0
et nous pouvons normaliser j pour avoir j2 = −1. Si j′ est un autre tel élément
j, alors jj′ commute avec i, donc jj′ ∈ k(i) et par suite j′ ∈ k(i, j).

Est-ce que le corps Q des nombres rationnels satisfait les conditions du
théorème 5.2 ? Nous n’allons certainement pas produire un contre-exemple
brouwerien avec k = Q. Une analyse détaillée de la théorie classique des algèbres
à division sur Q, en analogie avec le théorème 5.3, donnera probablement une
démonstration.

Exercice

1. Soit k un corps pleinement factoriel et A une k-algèbre commutative de
dimension finie. Alors, ou bien A est un corps discret, ou bien A contient
un idéal non trivial. Soit k un corps factoriel et A une k-algèbre qui a
pour dimension un nombre premier. Alors, ou bien A est une algèbre à
division, ou bien A contient un idéal à gauche non trivial.

6 Notes
La majeure partie du matériau contenu dans ce chapitre est parue dans

[Richman 1982]. Il serait intéressant de voir comment la théorie peut être
développée pour les anneaux qui possèdent une série de composition (les anneaux
artiniens). Les algèbres de Frobenius, les anneaux quasi-Frobenius 1 et les algè-
bres de Lie constituent également des sujets de recherche intéressants.

1. NdT. Voir par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Algèbre_de_Frobenius et
https://fr.wikipedia.org/wiki/Anneau_quasi-Frobenius.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Alg�bre_de_Frobenius
https://fr.wikipedia.org/wiki/Anneau_quasi-Frobenius
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1 Existence et unicité
Un groupe F est un groupe libre sur un sous-ensemble S de F si pour tout

groupe H et toute fonction f de S vers H, il y a un unique homomorphisme
de F vers H qui prolonge f . Si F est un groupe libre sur S, S est appelé un
système générateur libre 1 ou une base (libre) de F . Avant de montrer comment
construire les groupes libres nous démontrons qu’il y a, à un isomorphisme
unique près, un unique groupe libre sur un ensemble donné.

Théorème 1.1. Soient F1 et F2 deux groupes libres sur des ensembles S1 et S2.
Si f est une bijection de S1 sur S2, il y a un unique isomorphisme de F1 vers F2
qui prolonge f .

Démonstration. Soit g la bijection réciproque de f . Comme F1 est un groupe
libre sur S1, il y a un unique homomorphisme f∗ de F1 vers F2 qui prolonge f . De
la même manière il y a un unique homomorphisme g∗ de F2 vers F1 qui prolonge
g. L’homomorphisme f∗g∗ de F2 vers F2 prolonge l’application identique de S2.
Comme F2 est un groupe libre sur S2, et comme l’application identique sur F2
prolonge également l’application identique sur S2, l’homomorphisme identique
sur F2 est égal à f∗g∗. De la même manière g∗f∗ est l’homomorphisme identique

1. NdT. (Free) basis.
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sur F1. Donc f∗ est l’isomorphisme demandé ; f∗ est unique parce que F1 est
libre sur S1.

Pour construire un groupe libre sur un ensemble arbitraire S, on définit
d’abord l’ensemble S∪S−1 comme S×{1,−1}, en identifiant S avec S×{1}, et
(s,−ε) est noté (s, ε)−1. Soit F (S) le monoïde libre sur S∪S−1. Nous définissons
deux égalités sur F (S). La première, notée par le symbole «≡ », est l’égalité
usuelle sur un monoïde libre. Pour définir la seconde égalité, nous prenons au
sérieux la notation x−1 : on dit que deux mots dans F (S) sont adjacents si
l’un peut être écrit sous la forme vw et l’autre sous la forme vxx−1w avec v et
w ∈ F (S), et x ∈ S ∪S−1. Deux mots v et w sont égaux dans F (S), ce que l’on
écrit v = w, s’il existe une suite de mots v ≡ w1, w2, . . . , wn ≡ w, tels que wi
est adjacent à wi+1 pour chaque i < n.

Nous devons d’abord montrer que l’application naturelle de S dans F (S)
fait de S un sous-ensemble de F (S) : i.e. si s et s′ ∈ S et s = s′ comme éléments
de F (S), alors s = s′ comme éléments de S. À cette fin, et aussi pour son
utilité générale, nous allons établir la propriété de Church-Rosser pour F (S).
Si xi ∈ S ∪ S−1 pour i = 1, . . . , n, la longueur de z ≡ x1x2 · · ·xn est définie
comme `(z) = n. La longueur est une fonction sur F (S) par rapport à «≡ »
mais pas par rapport à «= », par exemple les mots x et xx−1x sont égaux mais
leurs longueurs sont respectivement égales à 1 et 3.

Théorème 1.2 (la propriété de Church-Rosser). Soient u et v des mots égaux
dans F (S). Nous pouvons trouver un entier n et une chaine u ≡ w1, . . . , wn ≡ v
de mots adjacents telle que si `(wi−1) < `(wi) pour un i < n, alors `(wi) <
`(wi+1).

Démonstration. Comme u = v, on a une suite de mots adjacents u ≡
w1, . . . , wn ≡ v. Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur la longueur
totale N =

∑
`(wi) de la suite. Nous pouvons supposer que n > 1. Si pour

un i nous avons `(wi−1) < `(wi) et `(wi) > `(wi+1), alors wi−1 est obtenu à
partir de wi en supprimant un morceau xx−1, et wi+1 est obtenu à partir
de wi en supprimant un morceau yy−1. Si ces deux morceaux coïncident, wi
et wi+1 peuvent être omis dans la suite et nous terminons par récurrence. Si ces
deux morceaux se superposent sans coïncider, wi contient un morceau zz−1z
et wi−1 et wi+1 sont tous les deux obtenus en remplaçant ce morceau par z,
donc wi−1 ≡ wi+1 une fois de plus, et wi et wi+1 peuvent être omis. Dans le
cas restant, où les deux morceaux sont disjoints, nous pouvons supprimer les
deux morceaux de wi pour obtenir une nouvelle suite de longueur totale N − 4
et nous terminons par récurrence.

C’est une conséquence facile du théorème 1.2 que S est un sous-ensemble de
F (S).
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La multiplication (associative) sur F (S) respecte l’égalité «= » ; i.e. si v = v′

et w = w′, alors vw = v′w′. Si v ≡ x1x2 · · ·xn, on pose v−1 ≡ x−1
n · · ·x−1

2 x−1
1 .

Alors vv−1 = v−1v = 1, où 1 est le mot vide. Donc F (S) est un groupe.
Pour montrer que F (S) est un groupe libre sur S, on considère une fonction f

de S vers un groupe H. Si f̄ est un homomorphisme de F (S) vers H qui
prolonge f , alors f̄(x1 · · ·xn) doit être égal à f(x1) · · · f(xn), donc f̄ est unique.
De plus, en posant f̄(x1 · · ·xn) = f(x1) · · · f(xn) on définit un homomorphisme
parce que f̄(w) = f̄(w′) si w = w′. Donc F (S) est un groupe libre sur S, auquel
nous nous référons comme le groupe libre sur S. Nous résumons la discussion
précédente comme suit.

Théorème 1.3. Pour un ensemble S, F (S) est un groupe libre sur S.

Un mot w ≡ x1x2 · · ·xn ∈ F (S), avec les xi ∈ S ∪ S−1, est dit réductible
si xixi+1 = 1 pour un i = 1, . . . , n − 1. Si w n’est pas réductible, nous disons
que w est réduit. Notez que si u et v ∈ F (S) et si uv est réduit, alors u et v sont
réduits. Si S est un ensemble discret et si u et v sont des mots réduits de F (S),
alors, ou bien uv est réduit, ou bien u ≡ ax et v ≡ x−1b pour un x ∈ F (S) avec
ab reduit.

Si w = w′ et si w′ est réduit, alors w′ est appelé la forme réduite de w ; la
propriété de Church-Rosser de F (S) implique que si w = w′ et si w et w′ sont
tous les deux réduits, alors w ≡ w′, donc la forme réduite est unique 1. Si S est
discret, tout élément de F (S) a une forme réduite unique. Ceci nous donne le
résultat suivant.

Théorème 1.4. Si S est un ensemble discret, F (S) est un groupe discret.

Théorème 1.5. Si w ∈ F (S) et wn = v avec `(v) 6 `(w) pour un n > 1, alors
w = 1 ou w est réductible. En particulier, un groupe libre est sans torsion ; i.e.
si wn = 1 pour un n > 0, alors w = 1.

Démonstration. Écrivons w ≡ u−1w1u (par exemple : u ≡ 1 et w1 ≡ w) et
raisonnons par récurrence sur `(w1). Si wn = v avec `(v) 6 `(w) pour un
n > 1, alors d’après le théorème 1.2, ou bien `(u−1wn1 u) 6 `(v), ou bien w est
réductible, ou bien w1 ≡ x−1w2x pour un x ∈ S ∪ S−1. Dans le premier cas
w1 ≡ 1 donc w = 1, dans le second nous avons terminé, et dans le troisième
nous terminons par récurrence sur `(w1).

Théorème 1.6. Soient F et F ′ des groupes libres sur des ensembles finis S
et S′. Alors F et F ′ sont isomorphes si, et seulement si, #S = #S′.

1. NdT. En mathématiques classiques, on a l’habitude d’identifier (F (S),=) avec l’en-
semble des mots réduits, muni de la relation ≡. La situation est à priori plus compliquée
constructivement lorsque S n’est pas discret. Néanmoins, la théorie développée ici pour le cas
général, en munissant F (S) des deux relations ≡ et =, s’avère conceptuellement plus simple
que celle dans les exposés de mathématiques classiques, basés sur les mots réduits.
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Démonstration. Si #S = #S′, alors F et F ′ sont isomorphes d’après le théorème
1.1. Pour la réciproque nous devons montrer comment retrouver le nombre
d’éléments #S à partir (de la structure) du groupe F . Soit N le sous-groupe
de F engendré par les éléments v2 pour v ∈ F . Clairement N est un sous-groupe
normal. Le groupe quotient F/N est abélien : le carré de tout élément est
égal à 1, donc xyx−1y−1 = xyxy = 1. Nous montrons maintenant que F/N est
un ensemble fini à 2#S éléments.

Si w ≡ x1x2 · · ·xn ∈ F et s ∈ S, notons νs(w) le nombre des indices i tels
que xi = s ou xi = s−1. Si w = w′, νs(w) est congruent à νs(w′) modulo 2. On
note

D = {w ∈ F : νs(w) est pair pour chaque s ∈ S }.
Clairement N ⊆ D et D est un sous-ensemble détachable de F . Inversement,
comme le groupe F/N est abélien, et comme le carré de tout élément de F/N
est égal à 1, nous obtenons D ⊆ N , et tout élément de F/N peut être écrit de
manière unique comme un produit d’éléments distincts de S.

Lorsque S est un ensemble fini, le nombre entier #S est un invariant de
tout groupe F libre sur S, appelé le rang de F . Si S est un ensemble infini
dénombrable, on dit que le groupe libre F (S) est de rang dénombrable.
Théorème 1.7. Pour tout groupe G, il existe un groupe libre F et un épimor-
phisme f : F → G. Si G est discret, on peut trouver un F discret.
Démonstration. Soit F = F (G) le groupe libre sur l’ensemble G. En utilisant
la fonction identique de G vu comme ensemble vers G vu comme groupe, nous
obtenons, d’après la définition d’un groupe libre, un unique homomorphisme f
de F (G) vers G égal à l’identité sur G.

Lemme 1.8. Soit U un sous-ensemble d’un groupe G tel que U ∩ U−1 = ∅.
Alors U est une base d’un sous-groupe libre de G si, et seulement si, chaque
fois que u1u2 · · ·un = 1 avec n > 1 et les ui dans U ∪ U−1, on a une égalité
uiui+1 = 1 pour un i.
Démonstration. Si U est une base d’un sous-groupe libre de G, l’ensemble U
satisfait les conditions du lemme d’après le théorème 1.2. Inversement, supposons
que U satisfasse les conditions du lemme et considérons le groupe F (U) libre sur
U . La fonction injective naturelle de U vers G se prolonge de manière unique en
un homomorphisme de groupes f : F (U)→ G dont l’image est le sous-groupe
engendré par U . Supposons que

1 = f(u1 · · ·un) = f(u1) · · · f(un),

avec chaque ui ∈ U ∪ U−1. Comme f est injective sur U , nous avons f(ui) ∈
U ∪ U−1 dans G, donc il y a un i tel que f(ui)f(ui+1) = 1, et donc uiui+1 = 1.
Par suite le noyau de f est trivial, donc F (U) est isomorphe au sous-groupe
engendré par U .
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Exercices

1. Montrer que si F (S) est abélien et si a, b ∈ S, alors a = b.
2. Montrer que si w ∈ F (S), s ∈ S et sw = ws, alors w = sn pour un entier
n.

3. Montrer que tout mot dans F (S) possède une forme réduite si, et seu-
lement si, S est discret.

4. Montrer que F (S) ' F (T ) implique que S est isomorphe à T dans les
cas suivants :
(i) S est fini,
(ii) S est l’ensemble N,
(iii) S est un sous-ensemble initial 1 (sans trous) détachable de N.

5. Soit S un ensemble fini de cardinalité m. Montrer que si T est un sous-
ensemble fini de F (S) de cardinalité strictement plus grande que m, il
existe un produit non vide d’éléments distincts de T qui est égal à un
produit de carrés.

6. Soient S = {s1, . . . , sm} et T = {t1, . . . , tn} (non nécessairement discrets).
Utiliser l’exercice 5 pour montrer que si F (S) ' F (T ) et m < n, alors
ti = tj pour un i < j.

2 Ensembles de Nielsen
Soit S un ensemble discret. Nous étudions les conditions sur un sous-ensemble

U de F (S) qui assurent que U est un système générateur libre du sous-groupe
〈U〉 engendré par U . La longueur réduite d’un élément w ∈ F (S) est la longueur
de sa forme réduite, et nous la notons |w|.

Un sous-ensemble U du groupe libre F (S) est appelé un ensemble de Niel-
sen si
(N0) U ∩ U−1 = ∅,
et pour tous x, y, z ∈ U ∪ U−1 nous avons :
(N1) si xy 6= 1, alors |xy| > max{|x|, |y|},
(N2) si xy 6= 1 et yz 6= 1, alors |xyz| > |x| − |y|+ |z|.
Notez que la condition N0 assure que 1 /∈ U . Nous allons démontrer que
si U satisfait les conditions N0 et N2, alors U est un système générateur libre
pour 〈U〉.

1. NdT. Un sous-ensemble S de N est dit initial si n ∈ S et m < n impliquent m ∈ S.
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Exemple 2.1 (les conditions N1 et N2 sont indépendantes). Soit S = {s, t, u, v}.
Alors l’ensemble U = {s2, st, ts} satisfait la condition N1 mais, comme
(st)−1(s2)(ts)−1 = t−2, il ne satisfait pas la condition N2. L’ensemble V = {tuv,
suv} satisfait la condition N2 mais pas la condition N1.

Si u et v sont des mots réduits, il existe des mots réduits uniques a, b et c
tels que u ≡ ab−1, v ≡ bc, et ac est réduit. Nous appelons b le morceau de v qui
disparait dans le produit uv. De la même manière b−1 est appelé le morceau
de u qui disparait dans le produit uv. Le lemme suivant aide à comprendre la
signification de la condition N1.

Lemme 2.2. Soit U un ensemble fini de mots réduits qui satisfait la condition
N1 dans le groupe libre F (S). Si u et v sont des mots dans U et si b est le
morceau de v qui disparait dans le produit uv, alors 2|b| 6 min(|u|, |v|).

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence facile de la condition N1.

Le lemme suivant explique la signification de la condition N2, et il donne le
moyen d’invoquer le lemme 1.8.

Lemme 2.3. Soient S un ensemble discret et U un ensemble de mots réduits
dans F (S) qui satisfait les conditions N0 et N2. Soit w ≡ u1u2 · · ·un avec les
ui ∈ U ∪ U−1 et uiui+1 6= 1 pour i < n. Alors il existe des mots ai, bi, ci tels
que ui ≡ aibici, bi 6= 1, et b1b2 · · · bn est la forme réduite de w.

Démonstration. On définit a0 ≡ cn ≡ 1. Soient ci le morceau de ui et ai+1 ≡ c−1
i

le morceau de ui+1 qui disparaissent dans le produit uiui+1 pour i < n. D’après
la condition N2, nous avons

|ui−1uiui+1| > |ui−1| − |ui|+ |ui+1|,

et donc ui ≡ aibici, avec bi 6= 1, si 1 < i < n. D’après le théorème 1.5, nous
savons que u1u1 6= 1 et unun 6= 1, donc N2 nous dit que |u1u1u2| > |u2|
et |un−1unun| > |un−1| ; par suite b1 6= 1 et bn 6= 1. Comme ci est le morceau
de ui qui disparait dans le produit uiui+1, nous obtenons que aibibi+1ci+1 est
la forme réduite de uiui+1, donc le mot b1b2 · · · bn est réduit.

Corolaire 2.4. Si U est un ensemble de mots qui satisfait les conditions N0
et N2 dans un groupe libre sur un ensemble discret, c’est un système générateur
libre pour 〈U〉.

Démonstration. Cela résulte des lemmes 2.3 et 1.8.

Dans l’exemple 2.1, l’ensemble V satisfait les conditions N0 et N2, donc V
est un système générateur libre de 〈V 〉.

Contrairement à ce qui se passe dans le cas des groupes abéliens, un groupe
libre de petit rang peut avoir comme sous-groupe un groupe libre de grand rang.
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En fait, il y a même des sous-groupes libres de rang infini parmi les sous-groupes
de groupes libres de rang fini.

Théorème 2.5. Un groupe libre sur un ensemble fini à deux éléments contient
un sous-groupe libre de rang dénombrable.

Démonstration. Soit {x, y} la base du groupe libre. On considère l’ensemble

U = { y, xyx−1, x2yx−2, x3yx−3, . . . }.

On vérifie facilement que U est un ensemble de Nielsen, donc c’est un système
générateur libre pour le groupe qu’il engendre.

Exercices

1. Dans un groupe G, un élément de la forme aba−1b−1 est appelé le
commutateur de a et b. L’ensemble des commutateurs engendre un sous-
groupe distingué appelé le groupe dérivé de G, noté D(G). On l’appelle
aussi le sous-groupe des commutateurs de G. Le quotient G/D(G) est
le groupe abélien engendré par G.
Soit F le groupe libre sur l’ensemble fini à deux éléments {x, y}. Montrer
que {xmynx−my−n : m,n ∈ Z \ {0} } est un système générateur libre
pour le sous-groupe des commutateurs de F .

2. Montrer que si U est un ensemble de Nielsen de mots dans un groupe
libre discret et si w ≡ u1 · · ·un avec ui ∈ U ∪ U−1 et chaque uiui+1 6= 1,
alors |w| > max{|u1|, . . . , |un|}.

3. Montrer que le sous-groupe construit dans le théorème 2.5 est détachable.

3 Sous-groupes de type fini de groupes libres
Nous démontrons dans cette section comment transformer un ensemble fini

de générateurs d’un sous-groupe d’un groupe libre sur un ensemble fini S en un
ensemble de Nielsen.

Définition 3.1. Soient U et V des ensembles finis de mots. Nous disons que V
est obtenu à partir de U par une transformation de Nielsen si l’on se trouve
dans l’un des cas suivants :
(T0) V = U\{1} ;
(T1) V = (U\{u}) ∪ {u−1} où u ∈ U ;
(T2) V = (U\{u}) ∪ {v} où v est égal à uu′, ou u′u, pour un u′ ∈ U ∪ U−1

différent de u et u−1.
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On réfère à une transformation de type T2 en disant que l’on a remplacé u
par v dans U . Notez que si V est obtenu à partir de U par une transformation
de Nielsen, alors on a 〈U〉 = 〈V 〉 et #U > #V . (Les transformations de
types T1 et T2 peuvent faire décroitre le nombre d’éléments de l’ensemble U .
Par exemple si U = {a, ab, b}, la transformation de type T2 qui remplace b
par ab diminue le nombre d’éléments.) De plus, si V est obtenu à partir de U
par une transformation de type T1 ou T2, et si #U = #V , alors U est obtenu à
partir de V par une transformation du même type.

Si S est un ensemble fini, nous pouvons mettre un ordre total sur les mots
de F (S), par rapport à «≡ », de la manière suivante. On fixe un ordre total
sur S ∪ S−1 et on l’étend en l’ordre lexicographique sur les mots de F (S). Si u
et v sont des mots de F (S), on définit u < v comme suit :

(i) `(u) < `(v), ou
(ii) `(u) = `(v) et u précède v pour l’ordre lexicographique.

Notez que tout mot a un nombre fini de prédécesseurs pour cette relation
d’ordre.

Théorème 3.2. Soient S un ensemble fini et U un sous-ensemble fini de F (S).
Alors il existe une suite de transformations de Nielsen qui transforme U en un
ensemble de Nielsen.

Démonstration. Tout d’abord nous définissons une mesure de la taille de U
pour laquelle nous pourrons faire une démonstration par récurrence. Si w est
un mot, nous pouvons écrire la forme réduite de w de manière unique sous la
forme wLwR où |wL| est le plus grand entier inférieur ou égal à (|w|+ 1)/2. On
définit ensuite une fonction ϕ de F (S) vers N, de manière un peu cryptique,
en prenant ϕ(w) égal au nombre de mots v tels que v < wLw

−1
R . Notez que si

|u1| < |u2|, alors ϕ(u1) < ϕ(u2). Enfin on pose ϕU =
∑
u∈U ϕ(u).

Nous procédons par récurrence sur ϕU . À l’aide d’une suite de transforma-
tions de type T0 et T1, nous pouvons supposer que U ∩ U−1 = ∅. Si |xy| < |x|
pour x, y ∈ U ∪ U−1 et xy 6= 1, alors x 6= y d’après le théorème 1.5 et nous
pouvons remplacer x par xy (ou x−1 par y−1x−1) et faire décroitre ϕU . Donc
nous pouvons supposer que U satisfait N1.

Soient x, y et z des mots réduits dans U ∪ U−1 avec xy 6= 1 et yz 6= 1.
Supposons que |xyz| 6 |x| − |y|+ |z|. Alors nous pouvons écrire

x ≡ ap−1, y ≡ pq−1, z ≡ qc.

Si |p| > |q|, |xy| < |x| ; si |p| < |q|, |yz| < |z| ; si |p| > |a|, |xy| < |y| ; si
|q| > |c|, |yz| < |y| ; donc aucun de ces cas ne peut se produire car U satisfait
la condition N1. Donc |p| = |q| 6 min(|a|, |c|), |xy| = |x|, et |yz| = |z|. Notez
que p 6= q parce que y 6= 1. Si p < q (pour l’ordre lexicographique), alors
ϕ(yz) < ϕ(z) ; tandis que si q < p, alors ϕ(xy) < ϕ(x). Dans chaque cas,
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nous pouvons utiliser une transformation de Nielsen qui diminue ϕ(u) pour un
élément u ∈ U sans changer les autres éléments, ce qui fait décroitre ϕU .

Corolaire 3.3. Tout sous-groupe de type fini d’un groupe libre de rang fini
est libre, avec un ensemble de Nielsen comme système générateur libre.

Théorème 3.4. Si F est un groupe libre de rang fini n et si U est un sys-
tème générateur de F , alors U contient au moins n éléments. En outre, si U a
exactement n éléments, c’est un système générateur libre de F .

Démonstration. Comme chaque élément d’un système générateur libre de F
est le produit d’un nombre fini de mots dans U , nous pouvons supposer que U
est fini. D’après le théorème 3.2, nous pouvons transformer U en un ensemble
de Nielsen V par une suite de transformations de Nielsen. Donc on a 〈U〉 = 〈V 〉
et #V 6 #U . Comme V est un ensemble de Nielsen, et comme U est un
système générateur, V est un système générateur libre de F , donc V a n
éléments. Si U a n éléments, aucune transformation de type T0 n’a été utilisée
pour transformer U en V . Par suite V peut être transformé en U par des
transformations de types T1 et T2. Mais ces transformations peuvent être
utilisées pour définir une fonction surjective du système générateur libre V
sur U , fonction qui peut être étendue en un endomorphisme de F qui est un
isomorphisme.

Théorème 3.5. Tout sous-groupe de type fini G d’un groupe libre de rang fini
F est détachable.

Démonstration. Comme G est de type fini, le corolaire 3.3 nous dit que G
contient un ensemble de Nielsen U qui est un système générateur libre. Soit
w ∈ F . D’après le lemme 2.3, tout w ∈ G peut être écrit comme un produit
d’au plus |w| éléments de U ∪ U−1. Comme F est discret, nous pouvons tester
si w peut s’écrire de cette manière.

Exercices

1. Montrer que le sous-groupe des commutateurs d’un groupe libre sur un
ensemble à deux éléments n’est pas de type fini (voir l’exercice 2.1).

2. Donner un exemple brouwerien d’un sous-groupe dénombrable d’un
groupe libre de rang fini qui n’est pas libre.

3. Montrer qu’un groupe libre de rang fini F est hopfien au sens que tout
morphisme de F sur F est injectif.

4. Montrer que tout sous-groupe de type fini d’un groupe libre discret est
libre et détachable.
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4 Sous-groupes détachables de groupes libres
de rang fini

Nous démontrons dans cette section que les sous-groupes détachables d’un
groupe libre de rang fini sont libres. De plus, un sous-groupe d’indice fini n
dans un groupe libre de rang fini r est libre de rang n(r − 1) + 1.

Soit F un groupe et G un sous-groupe de F . Une fonction T de F vers F est
appelée une transversale (à droite) pour G si T (x) ∈ Gx pour chaque x ∈ F ,
et si T (x) = T (y) chaque fois que Gx = Gy. En d’autres termes, T est une
fonction de choix pour l’ensemble des classes à droite de G dans F . Notez que
T (T (x)y) = T (xy) pour tous x, y ∈ F .

Soit F le groupe libre sur un ensemble fini S. Si w ≡ uv est un mot réduit
dans F , u est appelé un segment initial de w et v est appelé un segment final
de w. Une transversale T pour un sous-groupe G de F est une transversale
de Schreier si c’est une fonction de l’ensemble F muni de l’égalité «= » vers
l’ensemble F muni de l’égalité «≡ » qui vérifie les conditions suivantes : tous
les mots T (w) sont réduits et l’ensemble T (F ) = {T (w) : w ∈ F } est clos par
segments initiaux. Si T (F ) est également clos par segments finaux, T est une
transversale de Schreier bilatère.

Théorème 4.1. Soient F le groupe libre sur un ensemble fini S et G un sous-
groupe détachable de F . Alors G possède une transversale de Schreier, et si G
est un sous-groupe normal, il possède une transversale de Schreier bilatère.

Démonstration. On munit l’ensemble F de l’ordre total défini juste avant le
théorème 3.2. Tout élément de F a un nombre fini de prédécesseurs et G est
détachable, donc pour chaque w ∈ F on peut définir T (w) comme le premier
mot dans Gw (notez que Gw est l’ensemble des mots égaux à un mot de la
forme gw).

Si w ≡ uv est le plus petit élément de Gw, alors u est le plus petit élément
de Gu, car s’il y a un g ∈ G avec gu = c < u, alors gw = cv < uv ≡ w. Donc T
est une transversale de Schreier.

Si G est normal, on a Gw = wG, donc v est le plus petit élément de Gv = vG,
et par suite T est une transversale de Schreier bilatère.

Lemme 4.2. Soit F le groupe libre sur un ensemble fini S et T une transversale
de Schreier pour un sous-groupe G de F . Soient s et s′ des éléments de S ∪S−1,
et t et t′ des éléments de T (F ) tels que ni ts ni t′s′ n’est égal à un élément de
T (F ). Soit u la forme réduite de T (ts)−1t′. Alors :

(i) tsT (ts)−1 et t′s′T (t′s′)−1 sont réduits ;
(ii) si tsT (ts)−1 = t′s′T (t′s′)−1, alors t ≡ t′ et s ≡ s′ ;
(iii) sus′ est réduit sauf dans le cas où u = 1 et s′ = s−1.
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Démonstration. Si ts n’est pas réduit, t ≡ t′′s−1 pour un t′′ ∈ T (F ), car T
est une transversale de Schreier, et donc ts = t′′ ∈ T (F ), contrairement à
l’hypothèse. Si sT (ts)−1 n’est pas réduit, T (ts) ≡ t′′s avec t′′ ∈ T (F ), car T est
une transversale de Schreier. Mais alors

t′′ = T (t′′) = T (T (ts)s−1) = T (tss−1) = T (t) = t,

donc ts = t′′s ∈ T (F ), contrairement à l’hypothèse. Comme ts et sT (ts)−1 sont
tous deux réduits, le mot tsT (ts)−1 est réduit. De la même manière t′s′T (t′s′)−1

est réduit.
Si tsT (ts)−1 = t′s′T (t′s′)−1, comme ils sont tous deux réduits, ts est un

segment initial de t′s′ ou vice versa, mais ts n’est pas un segment initial de t′
(car t′ ∈ T (F ) et ts /∈ T (F )), et de même t′s′ n’est pas un segment initial de t.
On a donc nécessairement ts = t′s′, donc t = t′ et s = s′ 1.

Pour démontrer le point (iii), il suffit de démontrer que su et us′ sont réduits.
On a u = T (ts)−1t′, et u et sT (ts)−1 sont réduits. Si su n’est pas réduit,
T (ts)−1 doit disparaitre dans le produit T (ts)−1t′ en laissant s−1 sur la gauche,
donc T (ts)s−1 est un segment initial de t′. Donc T (ts)s−1 est dans T (F ) car T
est une transversale de Schreier. Ainsi t = T (T (ts)s−1) = T (ts)s−1, d’où l’on
déduit ts = T (ts) ∈ T (F ), contrairement à l’hypothèse. Donc su est réduit.

De la même manière, si us′ = T (ts)−1t′s′ n’est pas réduit, alors, comme t′s′
est réduit, t′s′ est un segment initial de T (ts), donc il est dans T (F ), contraire-
ment à l’hypothèse.

Lemme 4.3. Soient T une transversale pour un sous-groupe d’un groupe F ,
t, t′ ∈ T (F ) et s ∈ F . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) t′ = T (ts).
(ii) t = T (t′s−1).

En outre, lorsque ces conditions sont satisfaites, en notant f(w) = wT (w)−1,
on a
(iii) f(ts)f(t′s−1) = 1.

Démonstration. Si t′ = T (ts), alors

T (t′s−1) = T (T (ts)s−1) = T (tss−1) = T (t) = t,

donc (i) implique (ii), et par suite (ii) implique (i). Si les conditions (i) et (ii)
sont satisfaites, on a

f(ts)−1 = T (ts)s−1t−1 = T (T (t′s−1)s)s−1t−1

= T (t′)s−1t−1 = t′s−1t−1 = (t′s−1)t−1 = f(t′s−1).
1. NdT. Notez que pour les mots réduits, = et ≡ coïncident.
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Théorème 4.4. Soit G un sous-groupe du groupe libre F sur un ensemble
discret S. Soit T une transversale de Schreier pour G. On définit la fonction f
de F vers G par f(w) = wT (w)−1. Alors l’ensemble

Y = { f(ts) : s ∈ S, t ∈ T (F ) et f(ts) 6= 1 }

est un système générateur libre de G.

Démonstration. Si w ∈ G, T (w) = 1, donc f(w) = w. Donc pour démontrer
que G = 〈Y 〉, il suffit de démontrer que f(w) ∈ 〈Y 〉 pour tout w ∈ F . Soit
w ∈ F et s ∈ S. Alors

f(w)f(T (w)s) = wT (w)−1T (w)sT (T (w)s)−1 = wsT (ws)−1 = f(ws).

Comme f(T (w)s) ∈ Y ∪ {1}, on a f(ws) ∈ 〈Y 〉 si, et seulement si, f(w) ∈ 〈Y 〉.
Soit maintenant un mot réduit w ∈ F . Ou bien w = 1 ∈ 〈Y 〉, ou bien

|ws−1| < |w| pour un s ∈ S, ou bien |ws| < |w| pour un s ∈ S. Dans les deux
derniers cas, par récurrence sur la longueur, ou bien f(ws−1) ∈ 〈Y 〉, ou bien
f(ws) ∈ 〈Y 〉. Donc w ∈ 〈Y 〉.

Nous montrons maintenant que Y est un système générateur libre en faisant
appel au lemme 1.8. On observe d’abord que l’on a

Y −1 = { f(ts−1) : s ∈ S, t ∈ T (F ), et f(ts−1) 6= 1 }

d’après le lemme 4.3. Donc si y ∈ Y ∪ Y −1, on a y = f(ts) avec s ∈ S ∪ S−1

et t ∈ T (F ). Ensuite on note que Y ∩ Y −1 = ∅ d’après le lemme 4.2(ii). Nous
supposons maintenant que y1y2 · · · yn = 1 avec les yi ∈ Y ∪ Y −1. On écrit
yi ≡ f(tisi) ≡ tisiT (tisi)−1, avec si ∈ S ∪ S−1 et ti ∈ T (F ). D’après le
lemme 4.2(i) les yi sont réduits. Soit ui la forme réduite de T (tisi)−1ti+1 pour
i < n et un = T (tnsn)−1. Alors

y1y2 · · · yn = t1s1u1s2u2 · · ·un−1snun. (∗)

Nous devons montrer que yiyi+1 = 1 pour un i < n. Si tisi était égal à un élément
de T (F ), yi serait égal à 1 ; nous pouvons donc appliquer le lemme 4.2(iii).
Ainsi, ou bien les éléments siuisi+1 sont tous réduits pour i < n, ou bien on a
ui = sisi+1 = 1 pour un i < n. Dans le premier cas, le membre de droite de (∗)
est réduit parce que t1s1 et snun sont aussi réduits d’après le lemme 4.2(i) ; or
c’est impossible car y1y2 · · · yn = 1. Dans le deuxième cas, on a ti+1 = T (tisi)
pour un i, donc yiyi+1 = 1 d’après le lemme 4.3.

Les théorèmes 4.1 et 4.4 impliquent que les sous-groupes détachables de
groupes libres de rang fini sont libres. Si le sous-groupe est d’indice fini, nous
pouvons calculer son rang comme suit.
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Théorème 4.5. Soit F = F (S) un groupe libre de rang r et G un sous-groupe
d’indice fini n. Alors G est un groupe libre de rang n(r − 1) + 1.

Démonstration. Soit T une transversale de Schreier pour G, et Y le système
générateur libre défini dans le théorème 4.4. Il nous faut montrer que Y a
n(r − 1) + 1 éléments. On définit les fonctions λ et µ

λ : T (F ) \ {1} → T (F )× S, µ : Y → T (F )× S

par

µ(y) = (t, s) tel que f(ts) = y et λ(t) =
{

(t′, s) si t ≡ t′s avec s ∈ S
(t, s) si t ≡ t′s−1 avec s ∈ S.

Le lemme 4.2 assure que la fonction µ est bien définie ; elle est clairement
injective. La fonction λ a son image dans T (F ) × S parce que T est une
transversale de Schreier ; on voit facilement que λ est injective. L’image de λ est
l’ensemble des couples (t, s) ∈ T (F )× S tels que ts ∈ T (F ), ce qui est la même
chose que l’ensemble des couples (t, s) tels que f(ts) = 1. Donc les images de λ
et de µ partitionnent T (F )×S en deux ensembles disjoints. Le premier contient
n− 1 éléments et le second contient le même nombre d’éléments que Y . Comme
T (F )× S a nr éléments, on voit que #Y = nr − (n− 1) = n(r − 1) + 1.

Exercices

1. Montrer que si G est un sous-groupe d’un groupe libre discret, alors G
est détachable si, et seulement si, il possède une transversale de Schreier.

2. Construire un exemple brouwerien d’un sous-groupe libre d’un groupe
libre de rang fini qui n’est pas détachable.

3. Soit G un sous-groupe de type fini d’un groupe libre de rang fini. Montrer
comment on peut déterminer si G a un indice fini.

4. Utiliser le théorème 2.5 pour montrer qu’un sous-groupe détachable d’un
groupe libre discret dénombrable est libre.

5 Sous-groupes conjugués
Soit S un ensemble et u, v ∈ F (S). Les éléments u et v sont dits conjugués

dans F (S) s’il existe un c ∈ F tel que u = c−1vc. Un mot w ≡ x1 · · ·xn, avec
les xi ∈ S ∪ S−1 est cycliquement réduit s’il est réduit et xnx1 6= 1. Si S est
discret, tout mot réduit w de F (S) peut être écrit de manière unique sous la
forme w ≡ v−1w′v avec w′ cycliquement réduit.

Théorème 5.1. Si F est un groupe libre sur un ensemble discret S, deux
éléments arbitraires u, v ∈ F sont ou ne sont pas conjugués.
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Démonstration. Nous pouvons supposer que u et v sont réduits. On écrit
u ≡ a−1u′a et v ≡ b−1v′b avec u′ et v′ cycliquement réduits. Alors u et v
sont conjugués si, et seulement si, u′ et v′ sont conjugués. Nous allons mon-
trer que si u′ 6= v′ et u′ = c−1v′c, alors u′ est une permutation cyclique
de v′. Nous pouvons supposer que c est réduit. Comme u′ est cycliquement
réduit, c−1v′ ou v′c n’est pas réduit. Dans le premier cas, on a c ≡ sd et v′ ≡ sw,
avec s ∈ S ∪S−1. Alors u′ = d−1s−1swsd = d−1wsd et ws est une permutation
cyclique de v′. Comme |d| < |c|, nous terminons par récurrence sur |c|. Le second
cas est similaire. Donc u et v sont conjugués si, et seulement si, u′ et v′ sont
des permutations cycliques l’un de l’autre.

Soit F un groupe et U un sous-ensemble de F . Pour w ∈ F , on note
w−1Uw = {w−1uw : u ∈ U }. Si U est un sous-groupe, w−1Uw est un sous-
groupe. Les sous-groupes G et H sont dits conjugués s’il existe un w ∈ F tel
que H = w−1Gw.

Théorème 5.2. Soit F un groupe libre de rang fini et soient G et H des
sous-groupes de type fini de F . Alors, ou bien G est conjugué d’un sous-groupe
de H, ou bien il ne l’est pas. De même, ou bien G est conjugué de H, ou bien il
ne l’est pas.

Démonstration. Soit U un système générateur libre fini de G, et V un système
générateur libre fini de H. Nous pouvons supposer que V est un ensemble de
Nielsen de générateurs pour H et, en remplaçant G par un sous-groupe conjugué,
que U contient un élément u qui est cycliquement réduit (le cas U = ∅ est
trivial). Soit m = max{ |w| : w ∈ U ∪ V }. Nous montrons que, pour chaque
w ∈ F ,

si w−1Gw ⊆ H et |w| > m, nous pouvons trouver
un w′ ∈ GwH tel que |w′| < |w|.

(∗)

Si (∗) est démontré, comme w′ ∈ GwH, on a w′−1Gw′ ⊆ H ; donc, par récur-
rence, nous pouvons trouver un w′ ∈ GwH tel que |w′| 6 m. Le théorème résulte
alors du raisonnement suivant. Puisque F est de rang fini, il y a seulement
un nombre fini de mots w tels que |w| 6 m. Pour chaque mot w de ce type,
nous testons si w−1Uw ⊆ H ; on peut le faire parce que U est fini et H est
détachable. Si un tel w n’existe pas, G n’est pas conjugué d’un sous-groupe
de H. Si un tel w existe, w−1Gw est un sous-groupe de H conjugué de G. Si
w−1Uw ⊆ H, nous pouvons décider si 〈w−1Uw〉 = H parce que H est de type
fini et 〈w−1Uw〉 est détachable. Si c’est le cas, G et H sont conjugués ; sinon,
ils ne le sont pas.

Pour démontrer (∗), nous supposons que w est réduit avec |w| > m
et w−1Gw ⊆ H. Soit un u ∈ U cycliquement réduit. Alors u−1w ou uw est
réduit. Nous pouvons supposer, en remplaçant u par u−1 si nécessaire, que uw
est réduit. Si |w| > |u−1w|, nous pouvons prendre w′ = u−1w, sinon on a
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|w−1u| > |w−1|. Dans ce cas, c’est au plus la moitié de u qui disparait dans le
produit w−1u. Comme uw est réduit et |w−1| = |w| > m > |u|, nous voyons
que la forme réduite du produit w−1uw commence avec plus que la moitié du
facteur w−1, et se termine avec le facteur w. En particulier, |w−1uw| > |w| > m.

Écrivons w−1uw sur le système générateur libre V de H : w−1uw =
v1v2 · · · vn avec les vi dans V ∪ V −1 et vivi+1 6= 1 pour tout i < n. Comme
|w−1uw| > m > |v1|, on a nécessairement n > 1. Si |wv1| < |w|, nous pouvons
prendre w′ = wv1, et nous pouvons supposer que |w| 6 |wv1|. Comme V est un
ensemble de Nielsen, les lemmes 2.2 et 2.3 nous disent que la forme réduite de
w−1uw = v1 · · · vn commence avec au moins la moitié de v1, et d’après ce qui pré-
cède il commence aussi par au moins la moitié de w−1. Comme |w| > m > |v1|,
cela implique que w−1 commence avec au moins la moitié de v1. Cependant
|w| 6 |wv1|, donc w−1 commence avec au plus la moitié de v1. Donc la forme
réduite de w−1uw commence avec exactement la moitié de v1, et la moitié de
v1 disparait dans v1v2. De la même manière, il se termine avec exactement la
moitié de vn. Supposons que |v1| 6 |vn|. Comme w−1 commence avec la moitié
de v1 et w se termine avec la moitié de vn, la moitié de v1 disparait dans le
produit vnv1, et tout v1 disparait dans le produit vnv1v2. Comme v1v2 6= 1, et
comme V est un ensemble de Nielsen, on obtient v1 = v−1

n . De la même manière,
si |vn| 6 |v1|, v1 = v−1

n . Donc v1 = v−1
n . Comme w se termine avec la moitié de

vn = v−1
1 , au moins la moitié de v1 disparait dans le produit w′ = wv1, donc

|w′| 6 |w|. Mais w′−1uw′ = v2 · · · vn−1 et nous terminons récurrence sur n.

Exercices

1. Montrer que le théorème 5.2 est vrai pour tout groupe libre discret.
2. Construire des contre-exemples brouweriens pour des généralisations du

théorème 5.2, la première avec G de rang dénombrable et la seconde avec
H de rang dénombrable.

6 Notes
Le problème des mots pour un groupe G est celui de décider si deux éléments

de G sont égaux ; autrement dit, résoudre le problème des mots pour G, c’est
démontrer que G est discret. La terminologie provient de la considération de
groupes quotients F/N où F est un groupe libre et N un sous-groupe normal de
F ; dans cette situation le problème devient celui de reconnaitre si un mot de F
est ou n’est pas dans N . Il pourrait sembler plausible de résoudre le problème
des mots quand F est de rang fini et N est de type fini comme sous-groupe
normal, i.e. lorsqu’il y a un sous-ensemble fini A de N tel que tout élément de N
peut être écrit comme un produit de conjugués d’éléments de A. Cependant, une
construction célèbre de Novikov et Boone donne de tels F et A pour lesquels
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le problème des mots ne peut pas être résolu par un machine de Turing, et
donc aucun algorithme ne peut être écrit dans un langage de programmation
standard pour décider si un mot de F est dans N .

Le problème des mots généralisé pour un groupe G relativement à un sous-
groupe H est de décider si un élément de G est dans H. Le problème des mots
généralisé pour un groupe libre de rang fini relativement à un sous-groupe de
type fini est résolu par la construction de Nielsen (théorème 3.5).

La construction de Schreier montre, en mathématiques classiques, que tout
sous-groupe d’un groupe libre est libre. Pour construire une transversale de
Schreier, on munit S ∪ S−1 d’une relation de bon ordre et on procède comme
dans le cas fini.
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1 Groupes sans torsion de rang fini
Un groupe abélien est un module sur l’anneau des entiers. Ainsi, quand

nous étudions les groupes abéliens, nous pouvons faire appel aux faits généraux
concernant les modules que nous avons développés dans le chapitre III, ainsi
qu’à ceux que nous avons établis pour les modules sur les anneaux principaux
dans le chapitre V. Le théorème de structure pour les groupes abéliens de
présentation finie est un cas particulier du théorème de structure pour les
modules de présentation finie sur les anneaux principaux (théorème V.2.3).
Dans cette section, nous étudions les cas les plus simples de groupes abéliens
sans torsion qui ne sont pas de présentation finie.

Si G est un module sur l’anneau commutatif R et si r ∈ R, alors rG =
{ rx : x ∈ G } est un sous-module de G. Pour un x ∈ G, il est utile de savoir
pour quels r ∈ R nous avons x ∈ rG. Lorsque R = Z, cette question se ramène
celle de savoir si x ∈ qG pour un nombre q égal à une puissance d’un nombre
premier.
Lemme 1.1. Si G est un module sur un anneau commutatif R, et si a et b
sont des éléments étrangers de R, alors abG = aG ∩ bG.
Démonstration. Clairement abG ⊆ aG∩ bG, et si nous supposons que x = ay =
bz ∈ aG ∩ bG, nous pouvons écrire 1 = sa+ tb, de sorte que x = sax+ tbx =
sabz + tbay = ab(sz + ty) ∈ abG.

263
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Un groupe abélien G est sans torsion si pour tout entier non nul n et
tout x ∈ G, nx = 0 implique x = 0. Si G est un groupe abélien sans torsion,
l’application naturelle G→ Q⊗G qui envoie x sur 1⊗x, est un monomorphisme.
Notez que Q⊗G est discret si, et seulement si, G est discret, et que Q⊗G est un
espace vectoriel sur Q. On dit qu’un groupe abélien sans torsion est de rang n si
Q⊗G est un espace vectoriel discret de dimension n sur Q. Un groupe abélien
sans torsion est de rang 1 si, et seulement si, il est isomorphe à un sous-groupe
non nul du groupe additif Q. En mathématiques classiques, les groupes abéliens
sans torsion de rang 1 sont classifiés par les classes d’équivalence de fonctions
de l’ensemble P des nombres premiers vers N ∪ {∞}.

Si x est un élément d’un groupe sans torsion G, nous définissons la p-hauteur
de x comme hpx = sup{n : x ∈ pnG }, où le supremum est pris dans N ∪ {∞}.
Naturellement il n’y a aucune raison de croire que nous pouvons calculer hpx
en général 1 ; si nous pouvons le faire pour chaque nombre premier p et chaque
x ∈ G, nous disons que le groupe G possède des hauteurs. Lorsque G = A⊕B,
on voit facilement que G possède des hauteurs si, et seulement si, A et B
possèdent des hauteurs, auquel cas hGp x = min(hAp x, hBp x).

Lemme 1.2. Soit G un groupe abélien sans torsion qui possède des hauteurs.
Pour p ∈ P, m ∈ N et x ∈ G, les propriétés suivantes sont satisfaites.

— On a hpmx > hpx avec égalité dans le cas où (p,m) = 1.
— Si hpx ∈ N, alors hppx = hpx+ 1 2.

Démonstration. Clairement hpmx > hpx. Supposons que (p,m) = 1 et mx =
pny. Écrivons spn + tm = 1. Alors x = spnx + tmx = pn(sx + y) ; donc
hpx > hpmx.

Enfin, on a px = pn+1y si, et seulement si, x = pny parce que G est sans
torsion.

Un type est une fonction de P vers N ∪ {∞} ; deux types sont dits égaux
s’ils sont égaux sauf peut-être en un nombre fini de nombres premiers, où ils
sont tous les deux finis. L’ensemble des types est muni d’un ordre partiel naturel
en posant τ1 6 τ2 si τ1(p) 6 τ2(p) sauf peut-être en un nombre fini de nombres
premiers, où ils sont tous les deux finis. On voit alors facilement que l’ensemble
des types forme un treillis distributif avec un élément maximum et un élément
minimum.

Le type d’un élément x dans un groupe sans torsion G qui possède des
hauteurs est la fonction p 7→ hpx vue comme un type. D’après le lemme 1.2, si
x ∈ G et si m est un entier naturel non nul, alors le type de x est égal au type
de mx. Comme deux éléments non nuls d’un groupe sans torsion de rang 1 ont
un multiple commun, nous pouvons définir le type d’un groupe sans torsion de

1. NdT. Si le groupe est fortement discret, on peut à priori seulement décider si hpx > n.
2. NdT. Avec la convention usuelle ∞+ 1 =∞.
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rang 1 qui possède des hauteurs comme étant le type de n’importe quel élément
non nul du groupe. Le théorème qui suit montre que deux groupes de cette
sorte qui ont le même type sont isomorphes.

Théorème 1.3. Soient G et G′ des groupes abéliens sans torsion de rang 1 qui
possèdent des hauteurs, de types respectifs τ et τ ′.

— Il existe un morphisme non nul de G vers G′ si, et seulement si, τ 6 τ ′.
— Si τ = τ ′, les groupes G et G′ sont isomorphes.

Démonstration. Soit un morphisme non nul ϕ : G → G′. Clairement hpϕx >
hpx pour tout x ∈ G, donc τ 6 τ ′.

Supposons maintenant que τ 6 τ ′, et soient x et x′ des éléments non nuls
de G et G′. D’après le lemme 1.2, il existe des entiers non nuls m et m′ tels que
hpmx 6 hpm

′x′ pour tous les nombres premiers p, avec égalité si τ = τ ′. Soit
H le sous-groupe de G⊕G′ engendré par (mx,m′x′), et soit

K = {w ∈ G⊕G′ : nw ∈ H pour un entier non nul n ∈ N }.

Clairement, K est un sous-groupe de G⊕G′. Si y ∈ G, alors ny = `mx pour
des entiers non nuls ` et n, car G est de rang 1. Donc `m′x′ ∈ nG′ d’après
les lemmes 1.1 et 1.2. Par suite, il existe un y′ ∈ G′ tel que ny′ = `m′x′, et
donc (y, y′) ∈ K. Si τ = τ ′, alors, par symétrie, pour tout y′ ∈ G′ il existe un
y ∈ G tel que (y, y′) ∈ K. Si (y, y′) et (y, z′) ∈ K, alors (0, y′− z′) ∈ K, et donc
y′ = z′ puisque G et G′ sont sans torsion. En posant ϕ(y) = y′, nous obtenons
un morphisme non nul qui est un isomorphisme si τ = τ ′.

Les groupes abéliens sans torsion de rang 1 qui possèdent des hauteurs
forment une classe semirigide au sens suivant.

Corolaire 1.4. Soient A et B des groupes abéliens sans torsion de rang 1 qui
possèdent des hauteurs. S’il existe des morphismes non nuls de A vers B et
de B vers A, A et B sont isomorphes.

L’hypothèse que A et B possèdent des hauteurs ne peut pas être supprimée
dans le corolaire 1.4 ; un exemple est proposé dans l’exercice 7.

En mathématiques classiques, tout groupe abélien sans torsion de type fini
est une somme directe de groupes cycliques. Cela n’est pas vrai d’un point de
vue constructif (voir l’exercice 2) mais on a le théorème suivant.

Théorème 1.5. Tout sous-groupe de type fini d’un groupe abélien sans torsion
de rang fini est une somme directe de groupes cycliques.

Démonstration. Il suffit de considérer les sous-groupes de type fini G ⊆ Qn. En
multipliant G par un dénominateur commun des coordonnées des générateurs
de G, nous sommes ramenés au cas où G ⊆ Zn. Alors G est de présentation
finie en tant que sous-module de type fini d’un module cohérent, donc G est une
somme directe de groupes cycliques d’après le théorème de structure V.2.3.
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Les groupes abéliens sans torsion de rang fini les plus simples sont les sommes
directes finies de groupes abéliens sans torsion de rang 1 qui possèdent des
hauteurs. Un tel groupe peut être spécifié, à isomorphisme près, par une famille
finie de types. Il est à priori possible que deux familles distinctes de types
correspondent à des groupes isomorphes, mais il se trouve que ce n’est pas le
cas. Dans le contexte des mathématiques classiques, nous pouvons calculer, de
manière invariante, le nombre de facteurs de rang 1 et de type τ en considérant
le sous-groupe

G(τ) = {x ∈ G : type(x) > τ }
et le sous-groupe G(τ∗) engendré par {G(σ) : σ > τ } : le rang du groupe
quotient G(τ)/G(τ∗) est égal au nombre de facteurs de type τ . Mais comme
l’ensemble des types n’est pas discret, cela ne nous permet pas de déterminer ce
rang dans un contexte constructif. Notre approche repose sur le lemme suivant
au sujet des bases des espaces vectoriels de dimension finie.

Lemme 1.6. Soient e1, . . . , en et en+1, . . . , e2n des bases d’un espace vectoriel
de dimension finie sur un corps discret. Soit πi(x) le multiple scalaire de ei dans
l’expression de x sur la base concernée. Soit R la clôture transitive de la relation
πi(ej) 6= 0 sur {1, . . . , 2n}. Alors chaque classe d’équivalence d’éléments de
{1, . . . , 2n} pour la relation « i ≡ j si R(i, j) et R(j, i) » a exactement la moitié
de ses éléments dans le sous-ensemble {1, . . . , n}.

Démonstration. Soit C une classe d’équivalence d’éléments de {1, . . . , 2n}. Écri-
vons C = A ∪ B avec A = C ∩ {1, . . . , n} et B = C ∩ {n + 1, . . . , 2n}. Pour
S égal à A ou à B notons πS =

∑
i∈S πi et VS le sous-espace engendré par

{ ei : i ∈ S }, i.e. l’image de πS . Nous allons montrer que VA a la même dimen-
sion que VB. Par symétrie, il suffit de montrer que πAVB = VA. Nous mon-
trons que ei = πAπBei pour tout i ∈ A. On a πAπBei =

∑
k∈A

∑
j∈B πkπjei,

mais d’après la définition des classes d’équivalence, πkπjei = 0 si i, k ∈ A

et j ∈ {n+ 1, . . . , 2n} \B. Donc πAπBei =
∑
k∈A

∑2n
j=n+1 πkπjei = πAei

= ei.

Théorème 1.7. Supposons que G = H1⊕H2⊕· · ·⊕Hn = K1⊕K2⊕· · ·⊕Km,
où les Hi et Kj sont des groupes abéliens sans torsion de rang 1 qui possèdent
des hauteurs. Alors m = n, et il existe une permutation σ de {1, . . . , n} telle
que Hi ' Kσ(i) pour tout i.

Démonstration. Soient e1, . . . , en des éléments non nuls de H1, . . . ,Hn respecti-
vement, et en+1, . . . , en+m des éléments non nuls de K1, . . . ,Km respectivement.
Alors e1, . . . , en et en+1, . . . , en+m sont des bases de Q⊗G, donc m = n. Pour le
confort de la notation, nous posons Hn+i = Ki pour i = 1, . . . , n. On considère
la fonction πi comme dans le lemme 1.6, et on note que πiG = Hi, donc si
πiej 6= 0 nous avons une fonction non nulle de Hj vers Hi. Le résultat se déduit
maintenant du lemme 1.6 et du corolaire 1.4.
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Exercices

1. Montrer que tout groupe abélien fini est de présentation finie.

2. Soit a une suite binaire fugitive. Soit S le sous-groupe de Z⊕Z engendré
par l’ensemble { (1, nan) : n ∈ N }. Montrer que (Z⊕Z)/S est un exemple
brouwerien d’un groupe abélien sans torsion discret de type fini qui n’est
pas égal à une somme directe de groupes cycliques.

3. Pour tout entier i > 0, soitAi le sous-groupe deQ engendré par l’ensemble
{ 1/pi : p est un nombre premier }. Montrer que Ai possède des hauteurs,
et que Ai et Aj ne sont pas isomorphes si i 6= j. Pour quelles valeurs de
i le groupe Ai est-il de type fini ?

4. Soit a une suite binaire, et A le sous-groupe de Q engendré par 1 et par
l’ensemble { 1/2n : an = 1 }. Montrer que A est un exemple brouwerien
d’un groupe sans torsion de rang 1 qui ne possède pas de hauteurs.
Montrer que A est une partie détachable de Q si a est décroissante, mais
pas en général.

5. Étant donnée une fonction f : P→ N ∪ {∞}, construire un groupe sans
torsion de rang 1, et un élément x, tels que hpx = f(p) pour tout nombre
premier p.

6. Un sous-groupe A d’un groupe abélien B est plein si B/A est un groupe
de torsion. Montrer qu’un groupe abélien sans torsion est de rang n si,
et seulement si, il contient un sous-groupe plein isomorphe à Zn.

7. Soient a une suite binaire et A le sous-groupe de Q engendré par 1 et
{ an/2 : n ∈ N }. Construire des applications non nulles de Z vers A et
de A vers Z, mais montrer que A est un exemple brouwerien d’un groupe
qui n’est pas isomorphe à Z. Pourquoi le corolaire 1.4 ne s’applique-t-il
pas ? Construire un exemple de cette sorte où A et B ont la propriété
que mA et mB sont des sous-groupes détachables pour tout m.

8. Construire un exemple brouwerien qui montre que l’hypothèse dans le
théorème 1.7 selon laquelle les groupes ont des hauteurs est nécessaire.

9. Un exemple d’un groupe sans torsion indécomposable de rang 2 qui
possède des hauteurs. Soit G le sous-groupe de Q⊕Q engendré par les
éléments de la forme (2−m, 0), (0, 3−m), et (5−m, 5−m). Calculer hp(x)
pour p > 5, calculer hp(30mx) dans Z⊕Z. Dans le calcul de h2(x), nous
pouvons ignorer (2−m, 0), et de manière analogue pour h3 et h5. Le fait
que G est indécomposable résulte de ce qu’il a des éléments de trois types
deux à deux incomparables.
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2 Groupes divisibles
Un groupe est p-divisible si pG = G, divisible s’il est p-divisible pour tout

nombre premier p. Le lemme 1.1 nous dit que G est divisible si, et seulement si,
nG = G pour tout entier n 6= 0. Le groupe additif des nombres rationnels Q est
un groupe divisible sans torsion. L’exemple le plus simple d’un groupe de torsion
divisible non trivial est le sous-groupe p-primaire du groupe de torsion Q/Z,
noté Z(p∞), le groupe cyclique d’ordre p∞ pour ainsi dire.

Dans un groupe sans torsion divisible, l’endomorphisme induit par la multi-
plication par un entier non nul est bijectif, donc est un isomorphisme. Par suite
un groupe sans torsion divisible admet une unique structure d’espace vectoriel
sur le corps Q. Inversement, il est clair que le groupe additif d’un Q-espace
vectoriel est sans torsion et divisible.

Un groupe abélien cohérent est un groupe abélien qui est cohérent comme
Z-module 1. On voit facilement qu’un groupe cohérent est fortement discret, et
que tout groupe discret de torsion est cohérent.

Théorème 2.1. Soit D un sous-groupe divisible d’un groupe G tel que G/D
est dénombrable et cohérent. Alors on peut construire un sous-groupe dénom-
brable K de G tel que G = K ⊕D.

Démonstration. Soient x1, x2, . . . des éléments de G qui énumèrent G/D.
Comme G/D est cohérent, nous pouvons faire que,

ou bien 〈xi+1〉 ∩ (〈x1, . . . , xi〉+D) = 0,
ou bien pxi+1 ∈ 〈x1, . . . , xi〉+D pour un nombre premier p 2.

Nous allons construire une suite de sous-groupes de type fini K1 ⊆ K2 ⊆ · · · de
G telle que Ki +D = 〈x1, . . . , xi〉+D et Ki ∩D = 0. Alors K =

⋃
iKi sera le

groupe voulu.
On pose K0 = 0. Étant donné Ki, on construit Ki+1 comme suit. Si xi+1 ∈

Ki +D (ce qui est décidable), alors nous posons Ki+1 = Ki. Si xi+1 /∈ Ki +D,
alors ou bien 〈xi+1〉 ∩ (Ki +D) = 0, ou bien pxi+1 ∈ Ki +D. Dans le premier
cas, on pose Ki+1 = 〈xi+1〉+Ki. Dans le deuxième cas, on écrit pxi+1 = ki + d,
où ki ∈ Ki et d ∈ D. Comme D est divisible, nous pouvons trouver un
élément d′ ∈ D tel que d = pd′. Soit y = xi+1 − d′. Alors py = ki, et nous
posons Ki+1 = 〈y〉+Ki. On a bien Ki+1 +D = 〈x1, . . . , xi+1〉+D ; nous devons
montrer que Ki+1 ∩D = 0. Pour w ∈ Ki+1 ∩D, nous écrivons w = ny + z avec

1. NdT. La condition de cohérence est invisible en mathématiques classiques pour lesquelles
tout module sur un anneau noethérien est cohérent.

2. NdT. Le transporteur 〈x1, . . . , xi〉 : xi+1 dans G/D est un sous-groupe de type fini
de Z, donc de la forme dZ pour un d > 0. Si d = 0 on est dans le premier cas. Si d = 1 on
peut supprimer xi+1, ou le remplacer par 0. Si d > 1, on le décompose en facteurs premiers et
on utilise cette décomposition pour remplacer xi+1 par une suite finie d’éléments akxi+1 =
xk,i+1. Par exemple si d = 45, on utilisera (x1,i+1, x2,i+1, x3,i+1) = (9xi+1, 3xi+1, xi+1) :
5x1,i+1 ∈ 〈x1, . . . , xi〉+D, 3x2,i+1 ∈ 〈x1,i+1〉 et 3x3,i+1 ∈ 〈x2,i+1〉.
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z ∈ Ki. Donc ny = w − z ∈ D + Ki. Mais py ∈ Ki, donc si (p, n) = 1, alors
y ∈ Ki + D, et xi+1 ∈ Ki + D contrairement à notre hypothèse. Par suite p
divise n, donc ny ∈ Ki et ainsi w ∈ Ki ∩D = 0.

Nous pouvons utiliser le théorème 2.1 pour obtenir un théorème de structure
pour les groupes dénombrables cohérents divisibles.

Théorème 2.2. Soit G un groupe dénombrable cohérent divisible. Alors G est
une somme directe dénombrable de sous-groupes isomorphes à Q ou à Z(p∞)
pour des nombres premiers p.

Démonstration. Soit T le sous-groupe de torsion de G. Le groupe G/T est
cohérent parce que, comme G est cohérent, les sous-groupes de type fini de G
sont des sommes directes de groupes cycliques finis ou infinis. Donc le théo-
rème 2.1 dit que nous pouvons écrire G = T ⊕ F , avec F sans torsion. Il suffit
donc de démontrer le théorème dans les cas où G est de torsion, ou sans torsion.

Si G est sans torsion et divisible, alors G admet une unique structure
de Q-espace vectoriel, donc tout élément non nul de G est contenu dans un
unique sous-groupe de G isomorphe au groupe additif de Q. Soit x0, x1, . . .
une énumération de G. Définissons un sous-ensemble détachable S de N en
posant i ∈ S si xi n’est pas dans l’espace vectoriel engendré par x0, . . . , xi−1 ;
ceci est décidable parce que G est cohérent. On voit facilement que G est la
somme directe des sous-espaces Qxi ' Q pour i ∈ S.

Si G est de torsion, alors G est la somme directe de ses composantes primaires
Gp, donc nous pouvons supposer que G est un p-groupe 1. Il suffit alors de
démontrer que tout élément d’un p-groupe discret divisible est contenu dans un
sous-groupe isomorphe à Z(p∞) ; nous pouvons ensuite appliquer le théorème 2.1
de manière répétée. Étant donné un tel élément x, nous pouvons construire une
suite x = y0, y1, . . . telle que pyi+1 = yi pour tout i. Le sous-groupe engendré
par les yi est le sous-groupe recherché.

Un sous-groupe A d’un groupe abélien discret B est essentiel si pour tout
élément b non nul de B il existe un n ∈ Z tel que nb est un élément non nul
de A ; en particulier, B/A est de torsion (mais ce n’est pas suffisant). Une
enveloppe divisible 2 d’un groupe abélien discret A est un groupe abélien discret
divisible B qui contient A comme sous-groupe essentiel.

Théorème 2.3. Tout groupe abélien dénombrable discret a une enveloppe
divisible dénombrable discrète.

Démonstration. Nous pouvons supposer que le groupe est de la forme F/K, avec
F groupe abélien libre de rang dénombrable, et K un sous-groupe détachable de

1. NdT. Un groupe fini est appelé p-groupe si son ordre est une puissance de p. Une
définition plus générale est donnée au début de la section 3.

2. NdT. Divisible hull.
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F . Nous notons QF = Q⊗F et nous construisons un sous-groupe dénombrable
N de QF comme suit. Tout d’abord on note que si A est un sous-groupe de
type fini de QF , alors A ∩ F est de type fini, car A et les éléments de la base
de F qui interviennent peuvent être mis dans un sous-groupe libre de rang fini
de QF . Soit a0, a1, . . . une énumération de QF ; nous posons

N0 = 0

Ni+1 =
{
Ni + Zai si (Ni + Zai) ∩ F ⊆ K,
Ni sinon.

La décision pour savoir si l’on doit mettre ai dans Ni+1 est possible parce que
Ni + Zai est de type fini.

On pose N =
⋃
iNi et D = QF/N . Le sous-groupe N est détachable

dans QF parce que ai ∈ N si, et seulement si, (Ni +Zai)∩F ⊆ K ; donc D est
discret. Clairement N ∩ F = K, de sorte que nous pouvons voir F/K comme
un sous-groupe de QF/N = D. Enfin, si ai ∈ QF \N est un élément non nul
de D, il existe un x ∈ Ni et un n ∈ Z tels que x+ nai ∈ F \K. Donc nai est
égal à un élément non nul de F/K.

L’enveloppe divisible d’un groupe abélien dénombrable discret cohérent est
un groupe cohérent. En fait, on a le résultat plus général suivant.

Théorème 2.4. Soient A ⊆ B des groupes abéliens discrets. Si B/A est un
groupe de torsion, et si A est cohérent, alors B est cohérent.

Démonstration. Nous montrons d’abord que si B/A est de torsion et si A est
de présentation finie, alors B est discret. Étant donné b ∈ B, on a un n 6= 0 tel
que nb ∈ A. Si nb /∈ nA (décidable car A est de présentation finie), alors b /∈ A.
Si nb = na pour un a ∈ A, alors il suffit de décider si b− a ∈ A ou non. Mais il
y a seulement un nombre fini d’éléments de torsion dans A.

Dans le cas général, soit ϕ un homomorphisme d’un groupe abélien libre de
rang fini F vers B. On a un n 6= 0 tel que ϕ(nF ) ⊆ A. Le groupe B/ϕ(nF ) est
discret, d’après le premier cas, et A/ϕ(nF ) est cohérent d’après le théorème
III.2.5 ; donc les hypothèses du théorème sont satisfaites dans la situation
A/ϕ(nF ) ⊆ B/ϕ(nF ). Si B/ϕ(nF ) est cohérent, il en va de même pour B
d’après le théorème III.2.5, donc nous pouvons supposer que ϕ(nF ) = 0. Mais
F/nF est fini et B est discret, donc le morphisme induit de F/nF vers B a un
noyau fini, et le noyau de ϕ est de type fini.

Exercices

1. Montrer que tout groupe de torsion est égal à la somme directe de ses
sous-groupes p-primaires.
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2. Montrer que tout sous-groupe de type fini de Z(p∞) est cyclique, que
les sous-groupes de type fini de Z(p∞) forment une chaine pour l’inclu-
sion, et que pour tout n il existe un sous-groupe fini cyclique de Z(p∞)
d’ordre pn. Montrer que tout groupe G qui satisfait ces conditions est
isomorphe à Z(p∞).

3. Soit a une suite binaire fugitive, et soit H le sous-Q-espace de Q engendré
par { an : n = 1, 2, . . .}. Montrer que H est un exemple brouwerien d’un
sous-groupe dénombrable divisible de Q, en fait une somme directe
dénombrable de copies de Q, qui n’est pas un facteur direct. Pourquoi le
théorème 2.1 ne s’applique-t-il pas ?

4. Trouver deux endroits où l’axiome du choix dépendant est utilisé dans la
démonstration du théorème 2.2, autres que (de manière indirecte) l’appel
au théorème 2.1.

5. Soit G un p-groupe discret divisible, et soit X une base de {x ∈ G :
px = 0 }, vu comme espace vectoriel sur le corps Fp. Pour tout x ∈ X,
construire une suite x = y0, y1, . . . telle que pyi+1 = yi, et soit Ax
le sous-groupe de G engendré par les yi. Montrer que chaque Ax est
isomorphe à Z(p∞), et que G est somme directe des sous-groupes Ax.

6. Construire un exemple brouwerien d’un groupe abélien dénombrable
entre Z et Q qui n’est détachable dans aucune enveloppe divisible.

3 Fonctions de hauteur sur les p-groupes
Soit G un groupe abélien et p un nombre premier. Nous disons que G est

un p-groupe si pour chaque x ∈ G il y a un entier n > 0 tel que pnx = 0. Un
point important dans la théorie des groupes abéliens est la classification des
p-groupes dénombrables au moyen des dimensions de certains espaces vectoriels
définis en termes de la notion de hauteur. Si x ∈ G, rappelons que la p-hauteur
de x est l’entier naturel n lorsque x ∈ pnG et x /∈ pn+1G. Nous avons déjà vu
qu’il peut y avoir des problèmes pour calculer les hauteurs dans les groupes
sans torsion. En outre, pour obtenir un théorème de classification pour les
p-groupes dénombrables, nous devons étendre la notion de hauteur à des valeurs
transfinies.

SoitG un groupe abélien, p un nombre premier, λ un ordinal et λ∞ = λ∪{∞}.
Une fonction de p-hauteur sur G est une fonction surjective h de G sur λ∞ qui
satisfait les propriétés suivantes.

(i) On a hpx > hx pour tout x ; de plus, si hx <∞, alors hpx > hx.
(ii) Si (m, p) = 1, alors hmx = hx.
(iii) Si a < hx ou si a = hx =∞, il existe un y tel que py = x et a 6 hy.



272 Chapitre XI. Groupes abéliens

L’ordinal λ est appelé la p-longueur de G. Notez que (i) implique que h0 =∞.
Lorsque hx = ∞ implique x = 0 nous disons que G est p-réduit. Si G est un
p-groupe, alors (i) et (ii) impliquent que si q est un nombre premier autre que p,
la q-hauteur de tout élément de G est ∞ ; dans ce cas nous laissons tomber le
préfixe «p » dans «p-hauteur » et «p-longueur ». Une telle fonction de hauteur est
unique ; en fait, λ et h sont tous deux des invariants de (la classe d’isomorphisme
de) G au sens suivant.

Théorème 3.1. Soient G et G′ des groupes abéliens avec des fonctions de
p-hauteur h et h′ et des p-longueurs λ et λ′ respectivement. Soit ϕ : G→ G′ un
isomorphisme. Alors il existe un isomorphisme ρ : λ∞ → λ′∞ tel que h′ϕ = ρh.

Démonstration. Nous disons que ρ est défini en a si chaque fois que x, y ∈ G
avec hx = hy = a, on a h′ϕx = h′ϕy. Si ρ est défini en a, nous posons ρa = h′ϕx
pour tout x tel que hx = a. Définissons [0, a] = { b ∈ λ : b 6 a } et

S = { a ∈ λ : ρ est défini en tout élément de [0, a]
et, restreint à [0, a], c’est un plongement }

Nous allons montrer que S = λ. Supposons que a ∈ S pour tout a < b. Si hx = b,
nous allons voir que

(i) si a < b, alors ρa < h′ϕx,
(ii) si c < h′ϕx, alors il y a un a < b tel que ρa = c.

Ceci montrera que b ∈ S ; donc S est héréditaire, d’où S = λ.
Pour montrer (i), on suppose que a < b. Comme h est une fonction de

hauteur, il y a un z tel que a 6 hz < b et pz = x. Donc pϕz = ϕx et
h′ϕz = ρhz > ρa. Ainsi ρa < h′ϕx.

Pour montrer (ii), on suppose que c < h′ϕx. Comme h′ est une fonction
de hauteur, il existe un z tel que h′z > c et pz = ϕx. Alors pϕ−1z = x, donc
hϕ−1z = d < b = hx. Par suite h′z = h′ϕϕ−1z = ρhϕ−1z = ρd et ρ est un
plongement sur [0, d]. Il existe donc un a 6 d < b tel que ρa = c.

Comme S = λ, la fonction ρ est un plongement (définition page 27) de λ
dans λ′. De la même manière nous obtenons un plongement de λ′ dans λ. Leur
composition est un plongement de λ (ou de λ′) dans lui-même, donc c’est
l’identité d’après le théorème I.6.5. Enfin nous posons ρ∞ =∞.

Pour illustrer le type de structure que nous traitons, considérons l’exemple
le plus simple d’un p-groupe abélien qui possède des éléments d’une hauteur
transfinie autre que ∞. Ce groupe est construit en imposant aux générateurs
x0, x1, . . . les relations px0 = 0, et pnxn = x0 pour n > 0.

Exemple 3.2. Soit F le groupe abélien libre sur l’ensemble discret {xn :
n ∈ N }. Soit P le quotient de F par le sous-groupe R de F engendré par



3. Fonctions de hauteur sur les p-groupes 273

les éléments px0, px1 − x0, p2x2 − x0, . . . . Un exercice facile établit que R
est une partie détachable de F , que P est donc discret, et que tout élément
de P a un représentant canonique dans F de la forme

∑
nixi avec 0 6 n0 < p

et 0 6 ni < pi pour i > 0. Clairement, P est un p-groupe.
Soit λ l’ensemble bien ordonné {0, 1, 2, . . . , ω}. On définit une fonction h de P

vers λ∞ comme suit. Soit
∑
nixi le représentant canonique de l’élément y ∈ P .

On définit h(y) = ∞ si tous les ni sont nuls ; on prend h(y) = ω si n0 est
l’unique ni non nul ; sinon, on prend h(y) = min{ vpni : i 6= 0 }, où vpm est
l’exposant de p dans la décomposition de m en facteurs premiers. On vérifie
facilement que h est une fonction de hauteur sur P .

Le théorème suivant montre que les homomorphismes augmentent (fai-
blement) les hauteurs, dans la mesure où l’on peut donner un sens à cette
affirmation.

Théorème 3.3. Soient G et H des groupes avec des fonctions de p-hauteur et
dont les longueurs sont des segments initiaux d’un même ordinal λ. Si ϕ est un
homomorphisme de G vers H, alors hϕx > hx pour tout x ∈ G.

Démonstration. Posons S = { a ∈ λ : hϕx > a si hx = a }, et supposons que
a ∈ S pour tout a < b. Si hx = b et hϕx < b, alors x = py pour un y tel
que hy > hϕx. Comme b = hx = hpy > hy, nous avons hϕy > hy. Mais
hϕx = hpϕy > hϕy, donc hy > hϕy, une contradiction. Donc S = λ.

Maintenant posons S = { a ∈ λ : hϕx > a si hx = ∞}, et supposons que
a ∈ S pour tout a < b. Si hx = ∞, alors il existe un y tel que hy = ∞ et
py = x. Si hϕy > b, alors hϕx > b, donc nous avons montré que b ∈ S. Sinon,
hϕy = a < b, ce qui conduit à une contradiction hϕy > a car a ∈ S. Donc
S = λ.

Jusqu’à maintenant, la seule interaction entre une fonction de p-hauteur
sur un groupe et la structure additive du groupe que nous ayons considérée
concerne les relations entre hmx et hx. Nous examinons maintenant la relation
fondamentale entre hauteur et addition.

Théorème 3.4. Soit h une fonction de p-hauteur sur un groupe G. On a

h(x+ y) > min(hx, hy)

pour tous x, y ∈ G, avec égalité lorsque hx 6= hy.

Démonstration. Soit λ la longueur de G, et soit S l’ensemble des b ∈ λ pour
lesquels h(x1 + x2) > b chaque fois que b 6 hx1, hx2. Nous allons montrer que
si a ∈ S pour tout a < b, alors b ∈ S. Supposons au contraire que

a = h(x1 + x2) < b 6 hx1, hx2.
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Alors x1 = py1 et x2 = py2 avec hy1 > a et hy2 > a d’après la condition (iii)
sur la fonction de p-hauteur. Posons z = y1 + y2. On a hz <∞ car hpz <∞ et
donc

a = hpz > hz.

Or a ∈ S et donc hz > a. Contradiction. On vient de prouver S = λ. Si hx1
ou hx2 <∞ on a terminé avec b = min(hx1, hx2).
Si hx = hy = ∞, on obtient h(x + y) > b pour tout b ∈ λ. Comme λ∞ est
discret, et comme tout élément b de λ est de la forme hz < hpz, cela implique
h(x+ y) =∞.
Il reste à démontrer la dernière affirmation. Si hx < hy, alors

hx = h((x+ y) + (−y)) > min(h(x+ y), hy),

donc hx > h(x+ y), et hx = h(x+ y).

Comme conséquence du théorème 3.4, pour tout a ∈ λ, l’ensemble {x ∈ G :
hx > a } est un sous-groupe de G.

Exercices

1. Soit p un nombre premier et G un groupe abélien fini. Montrer que G
possède une fonction de p-hauteur. Quelle est la p-longueur de G (en
termes des invariants dans la section V.3) ?

2. Soit G un groupe avec une fonction de p-hauteur h. Montrer que h−1(∞)
est un sous-groupe p-divisible de G qui contient tout sous-groupe p-
divisible de G.

3. Soit G = A⊕B un groupe abélien avec une fonction de p-hauteur hG.
Montrer que A possède une fonction de p-hauteur qui est égale à la
restriction de hG à A, et que la p-longueur de A est un segment initial
de la p-longueur de G.

4. Donner un exemple d’un p-groupe abélien G avec une fonction de p-
hauteur, et un sous-groupe A de G tels que A possède une fonction de
p-hauteur, alors que la fonction de p-hauteur sur G ne se restreint pas
en une fonction de p-hauteur sur A.

5. Vérifier les affirmations concernant le p-groupe P dans l’exemple 3.2.
6. Soit a une suite binaire. Soit G le sous-groupe du groupe P de

l’exemple 3.2 engendré par les éléments anxn. Montrer que G est un
p-groupe dénombrable discret avec une fonction de hauteur. Quelle est
la longueur de G ?
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4 Le théorème d’Ulm
On considère un nombre premier fixé p. Si G est un p-groupe dénombrable

avec une fonction de hauteur h, alors le sous-groupe D = h−1(∞) est un
sous-groupe dénombrable divisible détachable de G, et G/D est un p-groupe,
par conséquent cohérent. D’après le théorème 2.1, nous obtenons G = D ⊕R,
avec D un groupe dénombrable cohérent divisible, donc de structure connue
(théorème 2.2), et R un p-groupe dénombrable réduit avec une fonction de
hauteur. Nous sommes ainsi amenés à étudier de tels groupes R, que nous
appelons des groupes d’Ulm. Les p-groupes finis sont clairement des groupes
d’Ulm. Le théorème suivant montre comment construire de nombreux groupes
d’Ulm plus grands.

Théorème 4.1. Pour tout ordinal λ, il existe un p-groupe réduit avec une fonc-
tion de hauteur, et de longueur λ. En particulier, pour tout ordinal dénombrable
λ, il existe un groupe d’Ulm de longueur λ.

Démonstration. Soit F le groupe abélien libre construit sur les suites finies
σ = (a1, . . . , an) d’éléments de λ telles que a1 < a2 < · · · < an avec n > 1.
Soit K le sous-groupe de F engendré par les éléments de la forme

p(a1), et p(a1, a2, . . . , an)− (a2, . . . , an) pour n > 1,

et soit G le groupe quotient F/K. Nous disons qu’un élément de F est en
forme standard si on peut l’écrire

∑
niσi, où les σi sont des générateurs libres

distincts de F , et 0 6 ni < p. Tout élément de G provient d’un unique élément
de F en forme standard : vu la nature des générateurs de K il est clair qu’on
peut trouver un tel élément ; qu’un tel élément soit unique résulte du fait que
tout élément non nul

∑
kiσi de K a une coordonnée non nulle ki divisible

par p. On définit h : G→ λ∞ en prenant pour hx le plus petit élément de λ qui
apparait dans une suite ayant un coefficient non nul dans la forme standard
de x, et hx =∞ si x = 0. On voit facilement que h est une fonction de hauteur
réduite sur G pour laquelle G est de longueur λ. Clairement G est un groupe
d’Ulm si λ est un ordinal dénombrable.

Un système complet d’invariants pour les groupes d’Ulm est fourni par
certains espaces vectoriels dénombrables discrets sur le corps à p éléments Fp,
que l’on appellera les invariants d’Ulm. Il est utile de définir ces invariants dans
le cadre plus général des groupes valués.

Définition 4.2. Un p-groupe valué est un p-groupe H avec un ordinal λ et
une fonction v : H → λ∞ qui satisfait les propriétés suivantes.

(i) Si vx <∞, alors vx < vpx.
(ii) Si (p,m) = 1, alors vmx = vx.
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(iii) v(x+ y) > min(vx, vy).

La fonction v sera appelée la valuation du p-groupe valué. Nous dirons que H
(ou v) est réduit(e) si v−1(∞) = 0.

Un p-groupe valué typique est donné par un sous-groupe H d’un p-groupe
avec une fonction de hauteur h : la fonction v est la restriction de h à H. Tout
p-groupe avec une fonction de hauteur h est un groupe valué pour v = h. Si λ est
un ordinal et si a, b sont des éléments de λ∞, nous écrivons a� b si a < b =∞
ou s’il existe un c tel que a < c < b. Notons que si vx > a, alors vpx� a.

Définition 4.3. Soit H un p-groupe valué à valeurs dans l’ordinal λ. Pour
chaque a ∈ λ nous définissons le a-ième invariant d’Ulm de H comme le groupe

fH(a) = {x ∈ H : vx > a et vpx� a }
{x ∈ H : vx > a }

.

La fonction fH est appelée la fonction d’Ulm de H. Notons que fH(a) est un
espace vectoriel discret sur le corps Fp.

Un espace vectoriel dénombrable discret sur un corps fini a une base dé-
nombrable, donc un invariant d’Ulm d’un groupe d’Ulm est déterminé par sa
dimension, qui est la cardinalité d’un certain sous-ensemble détachable de N. En
mathématiques classiques, les invariants d’Ulm sont pensés comme des éléments
de N ∪ {∞}. Une vertu de notre définition des invariants comme des espaces
vectoriels est d’en faire des foncteurs additifs.

Si H est un groupe cyclique fini d’ordre pn et si v est la fonction de hauteur,
alors la longueur de H est {0, 1, . . . , n − 1} et dim fH(n − 1) = 1, tandis que
fH(a) = 0 pour a < n − 1. Les invariants d’Ulm sont clairement additifs en
ce sens que si G est une somme directe d’une famille de sous-groupes H(i),
alors fG(a) est la somme directe des espaces vectoriels fH(i)(a). Comme tout
p-groupe fini est une somme directe finie de p-groupes cycliques, les invariants
d’Ulm fournissent un système complet d’invariants pour les p-groupes finis ; plus
généralement, ils fournissent un système complet d’invariants pour les sommes
directes de p-groupes cycliques finis.

Nous abordons maintenant la preuve du théorème d’Ulm : un groupe d’Ulm
est déterminé à un isomorphisme près par ses invariants d’Ulm. Si H est un
sous-groupe d’un groupe d’Ulm G et si x ∈ G, nous disons que x est H-propre
si x est de hauteur maximum parmi les éléments de x+H.

Théorème 4.4 (théorème d’Ulm). Soient G et G′ des groupes d’Ulm de
longueur λ avec des invariants d’Ulm isomorphes, et soit ϕ un isomorphisme
préservant les hauteurs d’un sous-groupe fini H de G sur un sous-groupe fini
H ′ de G′. Alors ϕ se prolonge en un isomorphisme de G sur G′.
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Démonstration. Soit x1, x2, . . . une énumération de G telle que pxi est dans
le sous-groupe engendré par x1, . . . , xi−1 pour chaque i 1, et soit x′1, x′2, . . .
une énumération de G′ du même type. Nous allons construire des suites de
sous-groupes finis H1 ⊆ H2 ⊆ · · · de G, et H ′1 ⊆ H ′2 ⊆ · · · de G′, et des
isomorphismes préservant les hauteurs ϕn : Hn → H ′n, telles que xn ∈ H2n−1
et x′n ∈ H ′2n, et de façon à ce que ϕn+1 prolonge ϕn. Par symétrie, il suffit
de montrer que si ϕ est un isomorphisme préservant les hauteurs entre un
sous-groupe fini H de G et un sous-groupe fini H ′ de G′, et si x ∈ G et px ∈ H,
alors ϕ peut être prolongé en un isomorphisme préservant les hauteurs défini
sur le sous-groupe H + 〈x〉 2.

Si x ∈ H, il n’y a rien à faire. Sinon, en prenant un élément de hauteur
maximum dans l’ensemble fini x + H, nous pouvons supposer que x est H-
propre. Parmi de tels x, on en prend un qui maximise hpx. Notez que h(x+z) =
min(hx, hz) pour tout z ∈ H parce que x est H-propre. On note a = hx. Nous
devons définir ϕx.

Comme h′ϕpx = hpx > a, nous pouvons trouver un x′ ∈ G′ tel que h′x′ > a
et px′ = ϕpx. Si h′x′ = a, et si x′ est H ′-propre (notez que ces questions sont
décidables), alors nous pouvons prolonger ϕ en posant ϕx = x′. Si h′x′ = a
mais x′ n’est pas H ′-propre, alors il existe un z ∈ H tel que

h′(x′ + ϕz) > a,

donc h′(px′ + ϕpz) � a, et donc h(px + pz) � a. Mais h(x + z) > a, car
hz = h′ϕz = a, donc x + z est H-propre. Ainsi, vu notre choix de x, nous
avons hpx > h(px + pz), donc hpx � a. Enfin, si h′x′ > a, nous avons aussi
hpx = h′px′ � a.

Nous examinons maintenant le cas où hpx� a, et donc x ∈ fG(a), mais, x
étant H-propre, x /∈ fH(a) ⊆ fG(a). Il nous faut trouver un élément x′∗ ∈ fG′(a)
qui n’est pas dans fH′(a). Soit σ un isomorphisme de fG(a) vers fG′(a). Notez
que l’ensemble fini fH′(a) est un sous-espace détachable de l’espace discret fG′(a).
Si σx /∈ fH′(a), nous avons terminé. Sinon, en appliquant de manière répétée ϕ−1

et σ, nous pouvons trouver un sous-espace fini V de fH(a) tel que σx ∈ ϕV = σV ,
ou trouver l’élément x′∗ que nous cherchons. Mais si σx ∈ σV , alors x ∈ V , ce
qui contredit le fait que x /∈ fH(a). Ainsi nous obtenons l’élément x′∗ recherché.

Nous pouvons prendre x′∗ de sorte que px′∗ = 0. De plus, x′∗ est H ′-propre,
car si h′(x′∗ + z′) > a, et donc h′z′ = a, alors

h′pz′ > min(h′p(x′∗ + z′), h′px′∗)� a,

donc z′ ∈ fH′(a), et x′∗ = −z′ comme éléments de fG′(a), une contradiction.

1. NdT. L’élément x1 doit être d’ordre p, et par exemple tout x d’ordre pk peut être
précédé par pk−1x, . . . , px dans l’énumération.

2. NdT. Ce résultat, appliqué aux Hn et H′n successifs, permettra de construire par
récurrence les isomorphismes ϕn.
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On pose ϕx = x′∗ + x′, où px′ = ϕpx et h′x′ > a, en notant que x′∗ + x′ est
H ′-propre parce que x′∗ l’est.

Nous utilisons maintenant le théorème d’Ulm pour démontrer le théorème de
Prüfer qui caractérise les sommes directes dénombrables de p-groupes cycliques
finis.

Théorème 4.5 (Prüfer). Un p-groupe dénombrable discret G est une somme
directe de p-groupes cycliques finis si, et seulement si, pnG est détachable pour
chaque n ∈ N et G \ {0} =

⋃
n∈N p

nG \ pn+1G.

Démonstration. Comme les p-groupes cycliques finis G ont les propriétés de-
mandées, il en va de même pour leurs sommes directes. Inversement, si les
propriétés demandées sont satisfaites, nous pouvons définir une fonction de
hauteur sur G en posant hx = n si x ∈ pnG \ pn+1G, et h0 =∞. Nous pouvons
alors construire une somme directe dénombrable de p-groupes cycliques finis
avec les mêmes invariants d’Ulm que G. D’après le théorème d’Ulm, G est
isomorphe à ce groupe, donc est une somme directe de p-groupes cycliques
finis.

Un corolaire immédiat du théorème 4.5 est que les p-groupes finis sont des
sommes directes de groupes cycliques.

Exercices

1. Une forêt de torsion est un ensemble discret X avec un sous-ensemble
détachable R et une fonction π : X \ R → X telle que pour chaque
x ∈ X il existe un n tel que πnx ∈ R. Définir ce qu’est une fonction de
hauteur sur une forêt de torsion (X,R, π). Soit S(X,R, π) (abrégé en
S(X)) le groupe abélien libre sur X modulo les relations px = 0 si x ∈ R,
et px = πx si x /∈ R. Montrer que S(X) est un p-groupe discret, et que
si X admet une fonction de hauteur, il en va de même pour S(X). Quel
est l’ensemble X dans la démonstration du théorème 4.1 ? Les groupes
de la forme S(X) pour des (X,R, π) qui admettent une fonction de
hauteur sont appelés des p-groupes simplement présentés. Montrer que
tout p-groupe fini est simplement présenté.

2. Soit e le générateur d’un groupe cyclique fini H d’ordre p3, et soit v la
valuation sur H telle que ve = 0, vpe = 2, et vp2e = 3. Quels sont les
invariants d’Ulm de H ? Plonger H dans un groupe G de façon à ce que
la valuation sur H soit la restriction de la fonction de hauteur sur G, et
que les invariants d’Ulm de H et G soient isomorphes.

3. Quels sont les invariants d’Ulm du groupe dans l’exemple 3.2 ?
4. Soit λ = {0, 1, 2, 3}. Quels sont les invariants d’Ulm du groupe d’Ulm de

longueur λ construit dans la démonstration du théorème 4.1 ?
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5. La formulation classique du théorème 4.5 met
⋂
n∈N p

nG = 0 à la place
de G \ {0} =

⋃
n∈N p

nG \ pn+1G. Montrer que cette version modifiée du
théorème 4.5 est équivalente au principe de Markov.

6. Construire un exemple brouwerien d’un groupe d’Ulm de longueur λ ⊆
{0, 1} qui n’est pas une somme directe de groupes cycliques. Montrer
qu’un groupe d’Ulm de longueur λ est une somme directe de groupes
cycliques si, et seulement si, λ 6 ω (i.e. il existe un plongement de λ
dans ω).

7. Un sous-groupe H d’un p-groupe G est pur si pnH = H ∩ pnG pour tout
n ∈ N. Utiliser le théorème 4.4 pour montrer qu’un sous-groupe pur d’un
p-groupe fini est un facteur direct.

8. Soient G un groupe d’Ulm et x, y ∈ G des éléments d’ordre p. Montrer
que hx = hy si, et seulement si, il y a un automorphisme de G qui
envoie x sur y.

5 Construction de groupes d’Ulm
Cela simplifie grandement les choses d’imposer une condition modérée sur

la longueur de G. Soit λ un ensemble bien ordonné. Si a < b dans λ, nous
disons que b est le successeur de a, et nous écrivons b = a+ 1, s’il n’y a aucun
c ∈ λ tel que a < c < b. Pour un entier naturel n, nous définissons b = a+ n
par récurrence sur n en posant a + 0 = a, et a + (n + 1) = c si b = a + n
et c = b+ 1 1. On dit qu’un ensemble bien ordonné λ admet des successeurs si
chaque fois que l’on a a, b dans λ avec b > a, alors a+ 1 existe 2.

Soit f une fonction qui assigne à tout élément d’un ordinal dénombrable avec
successeurs un espace vectoriel dénombrable discret sur Fp. Quand pouvons-nous
construire un groupe d’Ulm G tel que fG = f ? Une condition nécessaire est
donnée dans le théorème suivant.

Théorème 5.1. Soient λ un ordinal avec successeurs et G un groupe d’Ulm
de longueur λ. Si a ∈ λ, nous pouvons trouver un entier naturel n tel que a+ n
existe et fG(a+ n) 6= 0.

Démonstration. On prend un x tel que hx = a et pour n le plus petit entier
naturel tel que hpn+1x = ∞ ou hpn+1x > hpnx+ 1. Alors pnx représente un
élément non nul de fG(a+ n).

Soient λ un ordinal dénombrable avec successeurs et f une fonction qui
assigne à tout élément d’un ordinal dénombrable avec successeurs un espace

1. NdT. On voit facilement que les deux définitions de l’égalité « b = a+ 1 » coïncident.
2. NdT. L’énoncé «a+ n existe » est une abréviation pour « il existe un b dans λ tel que

b = a+ n ».
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vectoriel dénombrable discret sur Fp. Nous disons que f est une U -fonction si,
pour tout a ∈ λ, il existe un n ∈ N tel que a + n existe et f(a+ n) 6= 0. Le
théorème 5.1 dit qu’une fonction d’Ulm d’un groupe d’Ulm dont la longueur
est un ordinal avec successeurs, est une U -fonction. Nous allons montrer que,
réciproquement, si f est une U -fonction sur λ, alors nous pouvons construire un
groupe d’Ulm G de longueur λ tel que fG(a) est isomorphe à f(a) pour chaque
a ∈ λ. Ce résultat est connu sous le nom de théorème de Zippin.

Soit H un p-groupe réduit valué à valeurs dans un ordinal dénombrable avec
successeurs λ. Soit f une U -fonction sur λ. Nous disons que H est f -admissible
si nous pouvons immerger fH(a) comme sous-espace de f(a) pour tout a ∈ λ.
Cette condition est certainement nécessaire pour immerger H comme sous-
groupe d’un groupe ayant une fonction d’Ulm f qui prolonge la valuation sur H.
Il se trouve que c’est aussi suffisant lorsque H est fini ; le cas H = 0 est le
théorème de Zippin. La construction clé consiste à agrandir un groupe fini
valué f -admissible en un groupe fini valué f -admissible dans lequel une instance
donnée de la propriété (iii) d’une fonction de hauteur est satisfaite.

Lemme 5.2. Soit H un p-groupe fini valué réduit à valeurs dans λ∞ pour un
ordinal avec successeurs λ. Soient f une U -fonction sur λ et ϕc : fH(c)→ f(c)
des fonctions injectives pour chaque c ∈ λ. Étant donnés x ∈ H et a < vx = b,
nous pouvons construire un p-groupe valué fini K qui contient H et tel que les
propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) la valuation sur K prolonge celle sur H ;
(ii) les fonctions ϕc se prolongent en des fonctions injectives de fK(c) vers

f(c) ;
(iii) il existe un y ∈ K tel que py = x et vy > a.

Démonstration. En faisant croitre a, si nécessaire, nous pouvons supposer que
b = a+ 1, ou que f(a) 6= 0 et il n’y a aucun élément z ∈ H tel que vz = a. Nous
pouvons également supposer que la valeur de x est maximale dans l’ensemble
{x+ pz : z ∈ H et vz > a }, car si py = x+ pz, alors p(y − z) = x. On ajoute
un élément y à H, soumis à la seule relation py = x, et on pose

v(z +my) = min(vz, a)

pour z ∈ H et 0 < m < p. On vérifie facilement que cela définit un p-groupe
valué K qui contient H, dont la valuation prolonge celle sur H. Nous devons
maintenant prolonger les fonctions ϕc.

Le plongement H ⊆ K donne des fonctions injectives fH(c)→ fK(c) pour
chaque c ∈ λ. Supposons que z + my représente un élément de fK(c), avec
z ∈ H et 0 < m < p. Alors c = min(vz, a) 6 a. Comme nous sommes intéressés
uniquement par le sous-espace engendré par z + my, nous pouvons supposer
que m = 1. Si c < a, alors z + y = z dans fK(c), donc z + y représente un
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élément de fH(c). Si c = a et b = a+1, alors vp(z+y) > b, donc v(pz+x) > vx,
contrairement au choix que nous avons fait pour x. Donc si c < a ou b = a+ 1,
alors fH(c) = fK(c) et il n’y a pas de problème pour étendre ϕc. Il reste à traiter
le cas suivant : c = a, il n’y a aucun z ∈ H tel que vz = c, et f(c) 6= 0. Alors
fH(c) = 0 et fK(c) est de dimension 1, et nous plongeons ce dernier dans f(c)
comme bon nous semble.

Théorème 5.3. Soient λ un ordinal dénombrable avec successeurs et f une
U -fonction définie sur λ. Soit H un p-groupe fini valué à valeurs dans λ∞.
Si H est f -admissible, alors il peut être plongé dans un groupe d’Ulm G de
longueur λ tel que la fonction de hauteur sur G induise la valuation sur H, et
que fG(a) ' f(a) pour chaque a ∈ λ.

Démonstration. Si µ est un sous-ensemble fini de λ et si ϕa : fH(a)→ f(a) est
une fonction injective pour chaque a ∈ λ, alors par des applications répétées du
lemme 5.2, nous pouvons plonger H dans un p-groupe fini valué E(H,µ) tel que

(i) la valuation sur E(H,µ) prolonge la valuation sur H ;
(ii) les fonctions ϕa se prolongent en des fonctions injectives de fK(a) vers

f(a) ;
(iii) si a ∈ µ et si x ∈ H avec a < vx, alors il y a un y ∈ E(H,µ) tel que

py = x et vy > a.
Nous allons construire une chaine de groupes finis valués H = H0 ⊆ H1 ⊆ · · ·
avec une même valuation v, et des fonctions injectives

ϕai : fHi
(a)→ f(a)

telles que ϕai+1 prolonge ϕai pour chaque i ∈ N et a ∈ λ. Soit x1, x2, . . . une
énumération de la réunion disjointe de la famille {f(a)}a∈λ et soit a1, a2, . . .
une énumération de λ, et posons µn = {a1, . . . , an}. Si xn ∈ f(b), on définit

H2n = E(H2n−1, µn),

H2n−1 =
{
H2n−2 si xn ∈ ϕb2n−2(fH2n−2(b)),
H2n−2 ⊕ 〈y〉 où py = 0 et vy = b sinon.

Dans le dernier cas, prolongeons la fonction ϕb2n−2 en posant ϕb2n−1(y) = xn.
Alors le groupe G =

⋃
j Hj est clairement un p-groupe valué dénombrable à

valeurs dans λ. Le fait que v est une fonction de hauteur sur G résulte de la
construction H2n = E(H2n−1, µn), pourvu que nous puissions montrer que v
envoie G sur λ∞. Cela résulte du fait que f est une U -fonction : si a ∈ λ, il
existe m ∈ N tel que f(a + m) 6= 0. D’après la construction de H2n−1, nous
pouvons trouver un élément y1 ∈ G tel que vy1 = a + m. Si m = 0, nous
avons terminé. Sinon, d’après la construction de H2n, nous pouvons trouver un
élément y2 de G tel que a 6 vy2 < vy1, et nous terminons par récurrence sur m.
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L’isomorphisme de fG(a) sur f(a) est fourni par les fonctions ϕaj ; il est
surjectif d’après la construction de H2n−1.

Exercices

1. Donner un exemple brouwerien d’un ordinal dénombrable qui n’admet
pas de successeurs.

2. Montrer qu’un ordinal a des successeurs si, et seulement si, chaque fois
que a < b, alors ou bien a� b, ou bien b = a+ 1.

3. Soit λ un ordinal dénombrable avec successeurs, et f une U -fonction sur λ.
En utilisant des arguments semblables à ceux donnés dans les démonstra-
tions du lemme 5.2 et du théorème 5.3, montrer qu’il existe un groupe
d’Ulm simplement présenté avec une fonction d’Ulm isomorphe à f .

4. Soit λ un ordinal dénombrable avec successeurs, et soit f une U -fonction
sur λ. Si f(b) 6= 0, montrer qu’il existe une U -fonction g sur [0, b] et une
U -fonction f ′ sur λ telles que
(i) f(a) = g(a)⊕ f ′(a) pour a 6 b ;
(ii) f(a) = f ′(a) pour a > b ;
(iii) dim g(b) = 1.
Conclure que tout élément d’ordre p et de hauteur a dans un groupe
d’Ulm G de longueur λ est contenu dans un facteur direct H de G de
longueur [0, a] avec dim fH(a) = 1.

5. Utiliser l’exercice 4 pour montrer que si λ est un ensemble bien ordonné
avec successeurs et si G est un groupe d’Ulm de longueur λ, alors G est
une somme directe de groupes d’Ulm de longueurs [0, a] pour des a ∈ λ.

6. Soit λ un ensemble bien ordonné avec successeurs tel que ω 6 λ. Montrer
que tout groupe d’Ulm de longueur λ contient un facteur direct qui est
une somme directe non bornée de groupes cycliques. Pouvez-vous trouver
un tel facteur direct dans l’exemple 3.2 ?

6 Notes
Notre construction d’une enveloppe divisible pour un groupe abélien dénom-

brable discret est due à Rick Smith (1981) qui travaillait dans le contexte de
l’algèbre récursive. Dans le même article, il démontre que l’enveloppe divisible
d’un p-groupe est unique si, et seulement si, pG est détachable dans G. La dé-
monstration de la partie « seulement si » de ce théorème fournit une illustration
dramatique de la différence entre mathématiques constructives et mathématiques
récursives. Pour établir l’existence d’un algorithme qui décide pour n’importe
quel élément de G s’il appartient à pG, il construit un algorithme qui ne fait pas
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exactement la chose demandée pour chaque élément, mais qui ne peut pas se
tromper une infinité de fois. D’un point de vue récursif, un tel algorithme peut
être facilement modifié pour obtenir celui que l’on désire : il suffit de changer
un nombre fini de réponses. D’un point de vue constructif, cet algorithme est
essentiellement sans valeur : non seulement nous avons la mauvaise réponse
dans un nombre fini de cas, mais nous n’avons aucune idée sur comment décider
quelles réponses peuvent être considérées comme correctes.

Le traitement par Smith de l’unicité des enveloppes divisibles est calqué sur
le traitement de l’unicité des clôtures algébriques dans [Metakides & Nerode
1979] où il est démontré, pour les corps discrets dénombrables de caractéristique
nulle, que la clôture algébrique est unique si, et seulement si, le corps est factoriel.
Pour plus de précisions sur cette question, voir le traitement de l’unicité des
corps de décomposition dans [Bridges-Richman 1987].

Un contre-exemple en algèbre récursive pour le théorème d’Ulm est soi-disant
construit dans [Lin 1981a], mais il s’appuie sur une démonstration fautive du
théorème de Zippin.

Mal’cev (1971) contient une brève discussion des types des groupes abéliens
sans torsion de rang 1 dans le contexte de l’algèbre récursive.

Le matériau présenté ici sur les théorèmes d’Ulm et de Zippin est une version
simplifiée de [Richman 1973].

Rogers (1980) a étudié les p-groupes qui ne sont pas nécessairement discrets
ou nécessairement dénombrables. Elle a examiné les p-groupes G tels que pnG
est un sous-groupe détachable de G pour tout n, et elle a démontré, pour les
groupes avec des sous-ensembles dénombrables denses, que cette propriété est
équivalente au fait d’avoir un sous-groupe basique 1. En mathématiques clas-
siques, tout p-groupe possède un sous-groupe basique ; mais constructivement
c’est déjà un problème de construire un sous-ensemble dense discret. Tant que
nous n’avons pas d’exemples à l’esprit, il semble inutile de spéculer sur les
extensions de ce résultat.

1. NdT. Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Sous-groupe_basique.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Sous-groupe_basique
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1 Valeurs absolues
Soit k un corps de Heyting. Une valeur absolue 1 sur k est une fonction qui

assigne à tout élément x de k un nombre réel |x| > 0 tel que
— |x| > 0 si, et seulement si, x est inversible ;
— |xy| = |x||y| ;

1. NdT. (Rank one) valuation. Nous avons repris la terminologie «valeur absolue »
de Bourbaki. La terminologie «valuation » serait ici en contradiction avec la terminologie
française usuelle, de Bourbaki, qui correspond à celle de Krull. En mathématiques clas-
siques, une valuation v sur un anneau A est une fonction v de A vers Γ ∪ {∞}, où Γ est
un groupe abélien totalement ordonné, telle que : v(1) = 0, v(0) =∞, v(xy) = v(x) + v(y)
et v(x + y) > inf(v(x), v(y)). Lorsque Γ est (isomorphe à) un sous-groupe additif de R, la
valuation est dite de rang 6 1. Si A est un corps de Heyting, la fonction x 7→ 2−v(x) est
alors une valeur absolue. En mathématiques constructives, comme x = 0 n’est pas testable,
la définition classique ne fonctionne bien que dans le cas des corps discrets. Pour un corps
de Heyting, pour que la fonction v soit bien définie, il faut munir R ∪ {∞} d’une topologie
convenable.

285
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— |x+ y| 6 |x|+ |y|.
L’ensemble { |x| : x ∈ k est inversible } forme un groupe appelé le groupe
de valeurs de la valeur absolue. Un corps avec une valeur absolue est appelé
un corps valorisé 1. Un corps valorisé est un espace métrique pour la distance
|x− y|.

Une valeur absolue généralisée 2 sur un corps de Heyting k est une fonction
qui assigne à tout élément x de k un nombre réel vx > 0 qui satisfait les
propriétés suivantes :

(i) vx 6= 0 si, et seulement si, x est inversible ;
(ii) v(xy) = (vx)(vy) ;
(iii) il existe une constante B telle que v(x+ y) 6 B · sup(vx, vy) pour tous

x et y.
La constante B de (iii) est appelée une borne 3 pour v. Notez que (i) et (ii)
impliquent v1 = 1, donc en prenant x = 1 et y = 0 dans (iii) on obtient B > 1.
Notez qu’une valeur absolue généralisée bornée par 1 est une valeur absolue et
que toute valeur absolue est une valeur absolue généralisée bornée par 2.

Théorème 1.1. Une valeur absolue généralisée est une valeur absolue si, et
seulement si, elle est bornée par 2.

Démonstration. Supposons que v est une valeur absolue généralisée avec 2 pour
borne. Une récurrence facile montre que v(a1 + · · ·+ am) 6 m · supmi=1 vai si m
est une puissance de 2. Comme m est toujours compris entre deux puissances
de 2 consécutives, nous obtenons v(a1 + · · ·+ am) 6 2m · supmi=1 vai pour tout
m ; en particulier v(m) 6 2m. Donc, pour tout n > 1,

v(x+ y)n = v
(∑n

i=0

(n
i

)
xiyn−i

)
6 2(n+ 1) supni=0 v

((n
i

)
xiyn−i

)
6 2(n+ 1)

∑n

i=0
2
(n
i

)
vxivyn−i = 4(n+ 1)(vx+ vy)n.

En prenant les racines n-ièmes, pour n assez grand, on obtient v(x + y) 6
vx+ vy.

1. NdT. En anglais, le livre utilise la terminologie de valued field, en contradiction avec
celle de Bourbaki, pour qui un corps valué est muni d’une valuation et non pas d’une valeur
absolue. Nous utilisons dans notre traduction l’innovation terminologique de corps valorisé.
Sinon, nous aurions dû utiliser à chaque fois « corps muni d’une valeur absolue », ce qui est
un peu lourd.

2. NdT. General valuation. Même problème terminologique que précédemment concernant
le mot valuation. Bourbaki ne donne pas de nom particulier à une valeur absolue généralisée,
mais il note V(k) l’ensemble des valeurs absolues généralisées sur k. Le traitement des valeurs
absolues généralisées de [CCA] est semblable à celui de Bourbaki, mais les auteurs prennent
en compte la nécessité de démonstrations complètement constructives, notamment pour les
corps de Heyting, inconnus en mathématiques classiques.

3. NdT. Bounding constant.
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Un valeur absolue généralisée est non triviale si vx > 1 pour un x ∈ k, non
archimédienne ou ultramétrique si v(x+ y) 6 sup(vx, vy) pour tous x et y ∈ k,
et archimédienne 1 si vn > 1 pour un entier n. Nous disons que deux valeurs
absolues généralisées sont équivalentes si elles définissent la même structure
uniforme, i.e. pour tout ε > 0 il existe un δ > 0 tel que v1x < δ implique v2x < ε,
et v2x < δ implique v1x < ε. Nous disons que v1 et v2 sont inéquivalentes s’il
existe un x tel que v1x < 1 et v2x > 1, ou v2x < 1 et v1x > 1.

Théorème 1.2. Soient v1 et v2 des valeurs absolues généralisées et considérons
les trois propriétés suivantes.

(i) Il existe un nombre réel r > 0 tel que v1x = (v2x)r pour tout x inversible,
(ii) v1 est équivalente à v2,
(iii) v1x < 1 implique v2x < 1 pour tout x.

On a (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii). Et si v1 est non triviale, (iii) ⇒ (i).

Démonstration. Supposons (i) et montrons (ii). Pour un ε > 0, on prend δ = εr.
On a v2x < ε ou v2x > 0, et dans ce dernier cas x est inversible, donc si v1x < εr,
v2x < ε. Le même argument fonctionne en échangeant les rôles de v1 et v2.

Supposons (ii) et montrons (iii). Si v1x < 1 on prend un δ tel que si v1y < δ,
alors v2y < 1. Nous avons (v1x)n < δ pour un n > 0, donc (v2x)n < 1, puis
v2x < 1.

Supposons (iii) avec v1 non triviale. Notez que si v1y > 1, alors v1y
−1 < 1,

donc v2y > 1. Comme v1 est non triviale, nous avons un y tel que v1y > 1 et
donc v2y > 1. Nous prenons r = (log v1y)/(log v2y) > 0. Il suffit de montrer,
pour x 6= 0, que γ1 = (log v1x)/(log v1y) est égal à γ2 = (log v2x)/(log v2y).
Notons ∼ pour <, ou pour >, et soient des entiers naturels m et n avec n > 0.
Alors m/n ∼ γ1 implique v1(ymx−n) ∼ 1, qui implique v2(ymx−n) ∼ 1, qui
implique m/n ∼ γ2.

Théorème 1.3. Soient v1 et v2 des valeurs absolues généralisées non triviales.
Si v1 et v2 sont inéquivalentes, il existe un x tel que v1x < 1 et v2x > 1. Si v1
et v2 ne sont pas inéquivalentes, elles sont équivalentes.

Démonstration. Premier point. Supposons v1 et v2 inéquivalentes. En rempla-
çant x par x−1 dans la conclusion, on voit que la propriété est symétrique.
Supposons donc qu’il existe un y tel que v1y < 1 et v2y > 1. On prend un z tel
que v2z > 1 et on pose x = ynz. Alors v2x > 1, et, pour n assez grand, nous
avons v1x < 1.

1. NdT. Une valeur absolue généralisée ultramétrique admet la borne 1 et c’est donc
toujours une valeur absolue. Dans la suite, nous abandonnons valeur absolue généralisée
ultramétrique au profit de valeur absolue ultramétrique. En mathématiques classiques, la
notion de de valeur absolue ultramétrique correspond aux valuations de rang 6 1 : voir la
note du traducteur 1 page 285.
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Supposons maintenant que v1 et v2 ne sont pas inéquivalentes. D’après le
théorème 1.2, il suffit de démontrer que si v1x < 1, alors v2x < 1. Soit y un
élément tel que v2y > 1. Alors v1(xny) < 1 pour un n ∈ N. Si nous avions
v2(xny) > 1, les deux valeurs absolues généralisées seraient inéquivalentes.
Donc v2(xny) 6 1 (voir l’exercice II.3.1), donc v2x

n 6 v2y
−1 < 1, et enfin

v2x < 1.

L’hypothèse de non trivialité dans le théorème 1.2 est essentielle, même si
l’on prend pour (iii) la propriété «v1x < 1 si, et seulement si, v2x < 1 ». En fait,
sans l’hypothèse de non trivialité, on ne peut démontrer ni (iii) ⇒ (ii), ni (ii)
⇒ (i).

Pour voir qu’on ne peut pas démontrer (iii) ⇒ (ii), on considère un nombre
réel t > 0 et on définit les valeurs absolues v1 et v2 sur les nombres rationnels
en posant v1x = |x|t, et v2x = (v1x)t si x 6= 0. Ici |x| est la valeur absolue
usuelle de x. Alors v1x < 1 si, et seulement si, v2x < 1, mais si nous avions un
δ > 0 tel que v1x < δ ⇒ v2x < 1/2, nous aurions t > 0 ou δt > 3/4, et dans
ce dernier cas t = 0, car si nous avions t > 0, nous aurions un x tel que le réel
v1x < δ soit aussi près que nous le voudrions de δ, donc v2x serait aussi près
que nous le voudrions de δt > 3/4. Et nous aurions le moyen de décider si t > 0
ou t = 0, ce qui est LPO.

Pour voir qu’on ne peut pas démontrer (ii) ⇒ (i), on considère un nombre
réel t et on définit les valeurs absolues généralisées v1 et v2 sur les nombres
rationnels en posant v1x = |x||t| pour x 6= 0 et v2x égal à v1x si t > 0 et à v1x

2

si t < 0. On prolonge ceci à tous les t par continuité. On vérifie facilement
que v2 est une valeur absolue généralisée et que v1 et v2 sont équivalentes. Mais
si nous avions un r tel que v1x = (v2x)r, nous pourrions décider si t > 0 ou
t 6 0, ce qui est LLPO, car r < 1 implique t 6 0, et r > 1/2 implique t > 0.

Notons que si v1 = vr2 (r > 0) et si B est une borne pour v2, alors Br est
une borne pour v1. Donc toute valeur absolue généralisée est équivalente à une
valeur absolue 1.

Théorème 1.4. Soient v une valeur absolue généralisée sur k, x et y dans k,
et m et n des entiers > 1. Alors

(i) vm 6 sup(1, vn)logm/ logn,
(ii) sup(1, v2) est une borne pour v.

Démonstration. Notons log = log2 et remarquons que

v(x1 + · · ·+ xj) 6 B1+log j supji=1 vxi.

1. NdT. En effet, pour un choix convenable de r, on a Br 6 2, donc vr1 est une valeur
absolue (théorème 1.1).
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Pour démontrer le point (i), on écrit ms = a0 + a1n+ · · ·+ arn
r, où 0 6 ai < n

et r logn 6 s logm. Alors on a

vms 6 B1+log((n−1)(r+1)) sup(1, vn)r.

En élevant les deux membres à la puissance 1/s, et en faisant tendre s vers ∞,
on obtient le résultat.
Pour démontrer le point (ii), on pose q = sup(vx, vy) et on considère

v(x+ y)s = v
∑s

i=0

(s
i

)
xiys−i 6 B1+log(s+1) supsi=0 q

sv
(s
i

)
.

D’après le point (i), nous avons v
(
s
i

)
6 sup(1, v2)log( s

i ). Mais
(
s
i

)
6
(

s
[s/2]

)
,

donc
v(x+ y) 6 B(1+log(s+1))/sq · sup(1, v2)(log( s

[s/2] ))/s

et (1 + log(s+ 1))/s→ 0 tandis que log
(

s
[s/2]

)
/s→ 1 (utiliser la formule de

Stirling), donc v(x+ y) 6 q · sup(1, v2) = sup(1, v2) · sup(vx, vy).

Comme corolaires nous obtenons les caractérisations suivantes des valeurs
absolues non archimédiennes et archimédiennes.

Corolaire 1.5. Soit v une valeur absolue généralisée sur k. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) v est non archimédienne (ultramétrique) ;
(ii) v(1 + x) 6 1 pour tout x tel que vx 6 1 ;
(iii) vm 6 1 pour tous les entiers m ;
(iv) v2 6 1 ;
(v) vn 6 1 pour un entier n > 1.

Démonstration. Clairement (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (v).
Si l’on a (v), alors v2 6 1 d’après le théorème 1.4(i), donc on peut prendre B = 1
d’après le théorème 1.4(ii).

Corolaire 1.6. Soit v une valeur absolue généralisée sur un corps k. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) v(x+ y) > sup(vx, vy) pour un couple (x, y) ;
(ii) on a un q > 0 tel que si B est une borne pour v, alors B > 1 + q ;
(iii) v2 > 1 ;
(iv) vm > 1 pour un entier m (v est archimédienne) ;
(v) vn > 1 pour tous les entiers n > 1 ;
(vi) on a un x tel que vx 6 1 et v(1 + x) > 1.
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Démonstration. Clairement (i) implique (ii). Que (ii) implique (iii) se déduit du
fait que v2 est une borne pour v (théorème 1.4(ii)). Clairement (iii) implique (iv).
Que (iv) implique (v) résulte du théorème 1.4(i). Clairement (v) implique (vi)
en prenant x = 1. Enfin (vi) implique (i) en prenant y = 1.

Comme conséquence des corolaires 1.5(iv) et 1.6(iii), une valeur absolue
généralisée de k est non archimédienne si, et seulement si, elle n’est pas archi-
médienne, car affirmer v2 6 1 est la même chose que nier v2 > 1.

Exemple 1.7 (un exemple brouwerien d’une valeur absolue non triviale qui
n’est ni archimédienne ni non archimédienne). Soit a une suite binaire fugitive.
Soit R = Z[X]/I, où I est l’idéal (premier détachable) engendré par l’ensemble
{ an(X − 2n) : n ∈ N }. Soit k le corps de fractions de R. Nous définissons une
valeur absolue v sur R en faisant correspondre à un polynôme f(X) la limite
de la suite de Cauchy définie par

rm =
{
|f(2m)|1/m si an = 0 pour tout n 6 m

|f(2n)|1/n si an = 1 pour un n 6 m.

Ici | | est la valeur absolue usuelle. La valeur absolue v se prolonge de manière
unique à k. Elle est non triviale parce que vX = 2. Cependant, décider si v est
archimédienne revient à décider si an = 1 pour un n, ou non.

Théorème 1.8. Soit v une fonction sur un corps de Heyting k vers les réels > 0
qui satisfait les points (i) et (ii) de la définition d’une valeur absolue généralisée.
Si vx 6 1 implique v(1 + x) 6 B pour un certain B, v est une valeur absolue
généralisée de borne B.

Démonstration. Il suffit de démontrer que l’on ne peut pas avoir v(x + y) >
B · sup(vx, vy).
Supposons que ce soit le cas. Si vx > 0 et v(y/x) < 1, alors

v(x+ y) = vx · v(1 + y/x) 6 B · vx 6 B · sup(vx, vy),

une contradiction, donc v(y/x) > 1, puis vy > 0 et v(x/y) 6 1. Mais alors

v(x+ y) = vy · v(1 + x/y) 6 B · vy 6 B · sup(vx, vy),

une contradiction. Donc vx = 0 et par suite x = 0 car k est un corps de Heyting.
Mais alors v(x+ y) = vy 6 B · sup(vx, vy).

Exercices

1. Prenons pour k un anneau commutatif dans la définition d’une valeur
absolue généralisée. Montrer que si k admet une valeur absolue généralisée,
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c’est un anneau local. Vérifier que les théorèmes de 1.1 à 1.4, et les
corolaires 1.5 et 1.6, sont valides dans ce contexte plus général. Montrer
que le théorème 1.8 est satisfait si k est un anneau local, et construire un
contre-exemple (classique) pour ce théorème lorsque k n’est pas supposé
local.

2. La valeur absolue triviale. Montrer que tout corps discret admet la valeur
absolue v définie par v(x) = 1 pour tout x 6= 0.

3. Les valeurs absolues p-adiques de Q. Soit p un nombre premier. Tout
nombre rationnel non nul s’écrit de manière unique sous la forme r =
±pna/b, avec des entiers a et b premiers entre eux et non divisibles
par p ; on définit vpr = p−n. Montrer que vp est une valeur absolue
ultramétrique sur Q. Montrer que toute valeur absolue ultramétrique
sur Q est équivalente à une valeur absolue vp.

4. Soit v une valeur absolue ultramétrique. Montrer que si vx < vy, alors
v(x+ y) = vy.

5. Soit k un corps discret. On définit une fonction v sur le corps des
fractions rationnelles k(X) en posant v(f) = 2− deg f pour f ∈ k[X], et
v(f/g) = v(f)/v(g). Montrer que v est une valeur absolue ultramétrique
sur k(X).

6. Soit S l’ensemble des valeurs absolues non triviales sur un corps de
Heyting k, avec pour égalité dans S l’équivalence des valeurs absolues.
Montrer que l’inéquivalence est une relation de séparation étroite sur S.

2 Valeurs absolues localement précompactes
Un sous-ensemble B d’un espace métrique X est borné s’il existe un N

tel que d(x, y) 6 N pour tous x, y ∈ B. Un espace métrique est localement
précompact si on peut approximer les sous-ensembles bornés par des ensembles
finis, c’est-à-dire, si pour tout sous-ensemble borné B et tout ε > 0, il existe
un sous-ensemble fini Y tel que si x ∈ B, alors d(x, y) < ε pour un y ∈ Y . Un
espace localement précompact est localement compact s’il est complet.

On voit facilement qu’un corps valorisé k est localement précompact si, pour
tout entier N > 0 et tout nombre ε > 0, il existe un sous-ensemble fini Y de k
tel que si |x| 6 N , alors |x − y| < ε pour un y ∈ Y . Un tel sous-ensemble Y
est appelé une ε-approximation de la N -boule. la valeur absolue usuelle et les
valeurs absolues p-adiques sur Q ont cette propriété.

Théorème 2.1. Une valeur absolue localement précompacte est archimédienne
ou ultramétrique.

Démonstration. Notons |x| cette valeur absolue. On considère un sous-ensemble
fini Y de k tel que si |x| 6 2, alors |x− y| < 1/3 pour un y ∈ Y . On considère
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les entiers 0, 1, . . . , card Y . Vus dans k, ou bien l’un d’entre eux a une valeur
absolue> 1, donc k est archimédienne, ou bien ils ont tous une valeur absolue< 2.
Dans ce cas, deux d’entre eux doivent approcher à 1/3 près un même y, donc
leur distance est inférieure à 2/3, i.e. leur différence a une valeur absolue plus
petite que 2/3 ; donc | | est ultramétrique d’après le corolaire 1.5(v) : comme
|1| = 1, la différence doit être > 1.

Soit k un corps valorisé ultramétrique. Le corps résiduel de (la valeur absolue
de) k est l’ensemble k = {x ∈ k : |x| 6 1 } avec l’égalité définie par x = y
si |x − y| < 1. Notez que x ∈ k est inversible si, et seulement si, |x| = 1, et
que k est un corps par négation. Le corps résiduel k n’est pas nécessairement
un anneau local comme nous le verrons dans l’exemple qui suit le théorème 6.2.
Cependant, si le groupe de valeurs de k est discret, k est un corps discret. Une
valeur absolue ultramétrique non triviale sur k est dite discrète 1 si le groupe
de valeurs de k est cyclique. Notez qu’une valeur absolue discrète a un groupe
de valeurs discret et un corps résiduel discret.

Théorème 2.2. Soit k un corps de Heyting avec une valeur absolue ultramé-
trique non triviale. Alors k est localement précompact si, et seulement si, la
valeur absolue est discrète et le corps résiduel fini.

Démonstration. Supposons k localement précompact. Comme la valeur absolue
est non triviale, on a un z ∈ k tel que 0 < |z| < 1. On considère une |z|-
approximation x1, . . . , xn de la N -boule pour N > 1/|z| 2. Montrons que le
groupe de valeurs est un sous-ensemble discret de {x ∈ R : x > 0 }. Pour
x ∈ k, ou bien |xn| 6= 1, auquel cas |x| 6= 1, ou bien |z| < |xn| < 1/|z|, auquel
cas |z| < |xt| < 1/|z| pour t = 0, 1, . . . , n. Dans ce dernier cas, on doit avoir
des entiers s, t et i avec s 6= t, |xs − xi| 6 |z| et |xt − xi| 6 |z|. Comme
|xs| > |z| et |xt| > |z|, et comme la valeur absolue est ultramétrique, nous avons
|xs| = |xi| = |xt|, donc |x| = 1.

Ainsi, le groupe de valeurs est un sous-ensemble discret de {x ∈ R : x > 0 }.
Comme |z| < 1 < N , on a un i tel que |z − xi| < |z|, donc |xi| 6 sup(|z − xi|,
|z|) = |z| < 1, |z| 6 sup(|z − xi|, |xi|) = |xi|, et finalement |z| = |xi|. Prenons
parmi x1, . . . , xn l’élément π de plus grande valeur absolue strictement plus
petite que 1. Pour tout y inversible, on a un entier m tel que |π| < |π−my| 6 1.
On considère un indice j tel que |xj − π−my| < |z|. Notons que |z| = |xi| 6 |π|.
Alors |xj | = |xj − π−my + π−my| = |π−my|, donc |π−my| ne peut pas être plus

1. NdT. Dans la terminologie classique, un anneau de valuation discrète est un anneau de
valuation dont le groupe de valuation est isomorphe à (Z,>). La valeur absolue correspondante
s’écrit |x| = a−vx pour un réel a > 0. C’est cette situation que décrit ici une valeur absolue
discrète. Ceci explique l’utilisation du mot discret dans un sens inhabituel pour les mathéma-
tiques constructives.

2. NdT. Ici, 1/|z| est introduit en tant qu’élément de valeur absolue > 1. Tout autre ferait
aussi bien l’affaire.
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petit que 1 d’après le choix de π. Donc |π−my| = 1, et |y| = |π|m. Ceci montre
que la valeur absolue est discrète.

Pour montrer que le corps résiduel est fini, on considère une 1-approximation
finie Y de la 1-boule. Les éléments de Y représentent tous les éléments du corps
résiduel, qui est donc fini puisqu’il est discret.

Inversement, si la valeur absolue est discrète et si le corps résiduel est fini,
soit |π| < 1 un générateur du groupe de valeurs et soit A un système fini de
représentants du corps résiduel. Étant donnés N > 0 et ε > 0, nous devons
trouver un ensemble fini Y tel que si |x| 6 N , alors |x− y| < ε pour un y ∈ Y .
On considère un entier m tel que |π|m < ε et |π|−m > N et on définit

Y =
{∑m

i=−m
aiπ

i : ai ∈ A
}
.

Si |x| 6 N , alors |πmx| 6 1 et l’on peut écrire 1

πmx = a−m + a−m+1π + · · ·+ amπ
2m + am+1π

2m+1.

En posant b = am+1π
m+1, on a |b| < |π|m, donc x =

∑m
i=−m aiπ

i + b et
|b| < |π|m < ε.

Dans le cas localement précompact, on peut décider si la valeur absolue est
archimédienne ou ultramétrique, mais on ne peut pas nécessairement décider si
la valeur absolue est triviale ou non triviale.

Exemple 2.3. Soient k un corps fini et X une indéterminée. Soit α une suite
binaire fugitive, avec α0 = α1 = 0. Soit F le sous-corps de k(X) engendré par k
et {αnX : n ∈ N }. Nous définissons une valeur absolue ultramétrique sur F
en posant |X| = n si αn = 1. Donc |f | = ndeg f si f est un polynôme non nul
dans F . Notez que si αn = 0, alors pour tout x ∈ F , ou bien |x| > n, ou bien
|x| 6 1. Dans ce dernier cas, |x− t| < 1/n pour un t ∈ k. Comme α0 = α1 = 0,
le corps résiduel de F est k. Pour obtenir une ε-approximation de la N -boule,
on considère un n > sup(N, 1/ε). Si αn = 1, la valeur absolue est discrète et le
théorème 2.2 montre que F est localement précompact. Si αn = 0, k est une
ε-approximation de la N -boule selon l’argument précédent.

Exercices

1. Montrer que la valeur absolue usuelle et les valeurs absolues p-adiques sur
Q sont localement précompactes. Montrer que la valeur absolue triviale
sur n’importe quel corps discret est localement compacte.

1. NdT. Puisque |πmx| 6 1, πmx est égal dans k à un a−m ∈ A. Donc |πmx− am| < 1 ;
on écrit cet élément sous la forme πy avec |y| 6 1 et on recommence.
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2. Montrer que la valeur absolue sur le corps des fractions rationnelles Q(X)
donnée par v(f) = 2− deg f n’est pas localement précompacte (voir l’exer-
cice 1.5).

3. Montrer que tout corps résiduel est un corps par négation.
4. Construire un exemple brouwerien d’une valeur absolue ultramétrique

dont le groupe de valeurs est cyclique mais n’est pas discret.

3 Corps pseudofactoriels
Un corps k avec une valeur absolue | | est pseudofactoriel si le nombre réel

inf{ |f(a)| : a ∈ k } existe pour tout polynôme f ∈ k[T ]. L’explication de cette
terminologie est que le test de racines (théorème VII.1.7) dit qu’un corps discret
k est factoriel si, et seulement si, pour tout polynôme f ∈ k[X], ou bien f a
une racine dans k, ou bien f(a) 6= 0 pour tout a ∈ k. Donc un corps discret
k est factoriel précisément lorsqu’il est pseudofactoriel pour la valeur absolue
triviale. Un exemple d’un corps factoriel qui n’est pas pseudofactoriel est obtenu
en prenant pour k le corps

⋃
kn où kn est Q(αnY ) (ici, α est une suite binaire

fugitive, et si αn = 1, le corps Q(Y ) ' Q(iπ) ⊆ C est muni de la valeur absolue
induite par celle de C : l’infimum de |X2 + 1| sur k ne peut pas être calculé.

Lorsque k est un corps valorisé, nous pouvons construire le complété k̂ de k
de la même manière que nous avons construit R à partir de Q en utilisant la
valeur absolue usuelle sur Q. La valeur absolue sur k se prolonge de manière
naturelle à k̂, et k̂ est un corps de Heyting complet. Les nombres p-adiques
sont construits de cette manière à partir de la valeur absolue p-adique sur les
nombres rationnels. Si k est ultramétrique, et si E est un corps intermédiaire
entre k et k̂, alors k et E ont le même corps résiduel et le même groupe de
valeurs.

Théorème 3.1 (méthode de Newton). Soient k un corps discret avec une
valeur absolue et k̂ le complété de k. Soit f un polynôme séparable de k[X].
Alors il existe un δ > 0 tel que, étant donné un a0 ∈ k pour lequel |f(a0)| < δ,
nous pouvons construire une racine de f dans k̂.

Démonstration. Si f est constant, on prend δ = f 1. Supposons maintenant
deg f > 0. On considère un N tel que |f(a)| > 1 pour tout |a| > N , et donc
|a| 6 N lorsque |f(a)| < 1. On écrit

f(Y + Z) = f(Y ) + Zf ′(Y ) + Z2g(Y,Z)

et l’on considère un M tel que |g(a, b)| 6M si |a| 6 N et |b| 6 1.

1. NdT. Si un polynôme séparable est constant, cette constante est inversible car le
polynôme étranger à sa dérivée formelle.
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Soient s et t ∈ k[X] tels que s(X)f(X) + t(X)f ′(X) = 1. Soit 0 < r 6 1 tel
que |t(a)| 6 r−1 et |s(a)| 6 r−1 si |a| 6 N . Si |f(a)| < 1, |a| 6 N , donc

r−1|f ′(a)| > |t(a)f ′(a)| > 1− |s(a)||f(a)| > 1− r−1|f(a)|,

d’où
|f ′(a)| > r − |f(a)|.

On considère un δ 6 r/2 tel que si u > 1/δ, on a

2M
(

1
ru− 1

)2
6

1
u
.

Soit maintenant un a0 tel que |f(a0)| < δ. Nous utilisons alors la méthode de
Newton pour construire une racine de f , précisément comme suit. On définit an
par récurrence en posant an+1 = an+hn, où hn = −f(an)/f ′(an). Montrons que
|f(an)| 6 2−nδ. C’est vrai pour n = 0. Si |f(an)| 6 2−nδ < 1, alors |an| 6 N et
|f ′(an)| > r − 2−nδ, donc |hn| 6 (r2n/δ − 1)−1. Or

|f(an+1)| = |f(an + hn)| = |h2
n| · |g(an, hn)| 6 |hn|2M 6 2−(n+1)δ

(prendre u = 2n/δ). Donc {an} est une suite de Cauchy qui converge vers une
racine de f dans k̂.

Corolaire 3.2. Soient k un corps discret pseudofactoriel, k̂ son complété et f
un polynôme séparable de k[X]. Alors ou bien f a une racine dans k̂, ou bien il
existe un r > 0 tel que |f(a)| > r pour tout a ∈ k.

Démonstration. On prend un δ comme dans le théorème 3.1. Ou bien inf{ |f(a)| :
a ∈ k } > δ/2, auquel cas |f(a)| > δ/3 pour tout a ∈ k, ou bien inf{ |f(a)| : a ∈
k } < δ, auquel cas on a une racine de f dans k̂ d’après le théorème 3.1.

En utilisant la notion du nombre de tours, nous obtenons une nouvelle
démonstration de la version discrète du théorème fondamental de l’algèbre.

Corolaire 3.3. Soient k un sous-corps discret de C et K la clôture algébrique
de k dans C. Alors K est algébriquement clos.

Démonstration. Soit f un polynôme unitaire de degré n à coefficients dans K,
qui est un corps discret d’après le théorème VI.1.9. On prend un r > 0 tel
que si z est un nombre complexe de module r, alors |zn − f(z)| < rn. Alors le
nombre de tours autour de 0 du chemin obtenu en restreignant f au cercle de
rayon r est n. Si on avait inf{ |f(x)| : |x| 6 r } > 0, ce nombre de tours serait
nul. Donc inf{ |f(x)| : |x| 6 r } = 0. Comme f est un produit de polynômes
séparables (théorème VI.6.3), nous pouvons trouver une racine de f dans C
d’après le théorème 3.1. D’après le corolaire VI.1.5, une telle racine est dans K,
et le corolaire est démontré.
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Nous donnons dans le théorème suivant des exemples de corps pseudofacto-
riels.
Théorème 3.4. Soit k un corps discret avec une valeur absolue. Si k est
localement précompact ou si la valeur absolue est ultramétrique discrète avec
un corps résiduel factoriel, le corps k est pseudofactoriel.
Démonstration. Soit f un polynôme dans k[X]. On doit montrer que inf{ |f(a)| :
a ∈ k } existe. Il suffit de traiter le cas où deg(f) > 0 et |f(0)| > 0.

Si k est localement précompact, on considère un N tel que |f(a)| > |f(0)|
si |a| > N . Donc si |f(a)| < |f(0)|, on a |a| 6 N . Soit Yn une 1/n-approximation
de la N -boule. Alors la suite rn = inf{ |f(y)| : y ∈ Yn } est une suite de Cauchy
et converge vers inf{ |f(a)| : a ∈ k }, donc k est pseudofactoriel.

Supposons la valeur absolue discrète avec un corps résiduel factoriel. En
remplaçant f(X) par dcdeg ff(X/c) nous pouvons supposer que f est unitaire
et que les valeurs des autres coefficients de f sont < 1. Supposons le groupe de
valeurs engendré par r < 1 et considérons un π ∈ k tel que |π| = r. Nous allons
construire une suite d’ensembles finis (possiblement vides)

Bm ⊆ { b ∈ k : |b| 6 1 et |f(b)| 6 rm },

et des entiers nm > 0 tels que si |f(a)| 6 rnm , alors |a − b| 6 rm pour un
b ∈ Bm.

L’ensemble B1 est formé par des représentants de chacune des racines de f
vue dans le corps résiduel (qui est factoriel), et on prend n1 = 1. Si |f(a)| 6 r,
alors |a| < 1 parce que f est unitaire avec de petits coefficients, donc a représente
une racine de f dans le corps résiduel. Alors a ∈ B1 et donc |a− b| 6 r pour
un b ∈ B1. Pour construire Bm+1 à partir de Bm, nous procédons comme
suit. Pour chaque b ∈ Bm, nous écrivons f(b+ πmX) sous la forme πebgb(X)
avec gb ∈ k[X] et la valeur maximum des coefficients de gb égale à 1. Comme
f(b+ πmX)− f(b) est divisible par πmX, et comme |f(b)| 6 rm, nous avons
eb > m. Soient cb1, . . . , cbs des représentants des racines de gb vues dans le corps
résiduel, et prenons pour Bm+1 l’ensemble de tous les éléments de la forme

b+ πmcbi

pour b ∈ Bm. Soit nm+1 strictement plus grand que nm et que les eb pour b
dans Bm. Supposons que |f(a)| 6 rnm+1 . Alors |a− b| 6 rm pour un b ∈ Bm,
donc a = b+ πmc pour un c ∈ k tel que |c| 6 1. Comme |f(a)| 6 rnm+1

et f(a) = πebgb(c), nous avons |gb(c)| 6 r, donc c représente une racine de gb
vue dans le corps résiduel. Donc |c− cbi | 6 r pour un i, et |a− (b+ πmcbi)| =
|πmc− πmcbi | 6 rm+1.

Si B1 est vide, 1 = |f(0)| 6 |f(a)| pour tout a ∈ k. Sinon, on calcule
inf{ |f(a)| : a ∈ k } comme limite de la suite de Cauchy des valeurs absolues

dn = inf{ |f(b)| : b ∈
⋃

m6n
Bm }.
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Corolaire 3.5. Soit k un corps discret pseudofactoriel. La clôture algébrique
(séparable) de k dans son complété k̂ est séparablement factorielle.

Démonstration. La clôture algébrique (séparable) K de k dans k̂ est un corps
discret (théorème VI.1.9). En outre, K est pseudofactoriel parce que k est dense
dans K. Donc, si f est un polynôme séparable de K[X], ou bien f a une racine
dans K̂ = k̂, ou bien |f(a)| > 0 pour tout a ∈ K, d’après le corolaire 3.2.
Mais toute racine de f dans k̂ est dans K, donc K est séparablement factoriel
(théorème VII.1.7).

Exercices

1. Soit k un corps discret. On munit le corps des fractions rationnelles
K = k(X) de la valeur absolue de l’exercice 1.5. Le complété K̂ de K est
le corps de séries formelles sur k. Montrer que nous pouvons identifier
les éléments de K̂ avec des sommes formelles du type

f =
∑∞

i=m
aiX

i,

où m ∈ Z et ai ∈ k. Montrer que si am 6= 0, alors v(f) = m.
2. L’hypothèse selon laquelle f est séparable ne peut pas être supprimée

dans le théorème 3.1. Soit {an} une suite binaire fugitive. Soit K le corps
des séries formelles en Y sur le corps Z2. Soit ζ un élément de K qui est
transcendant sur Z2(Y ). Montrer que l’élément

η =
(

1 +
∑

anY
2n+1

)
ζ2

est transcendant sur Z2(Y ). Soient k = Z2(Y, η) et f(X) = X2 − η.
Montrer que f a une racine dans K = k̂ si, et seulement si, an = 0 pour
tout n. Montrer que k est pseudofactoriel d’après le théorème 3.4. Le
corolaire 3.2 nous permettrait donc de décider si f a ou n’a pas une
racine dans K.

3. Décrire la valeur absolue sur le complété k̂ d’un corps ultramétrique k.
Montrer que le corps résiduel et le groupe de valeurs de k et k̂ sont les
mêmes.

4. Montrer que les suites rn et dn dans la démonstration du théorème 3.4
sont des suites de Cauchy.

4 Espaces vectoriels normés
Soit k un corps valorisé. Un espace vectoriel normé sur k est un espace

vectoriel V sur k, avec une inégalité étroite, et une fonction, appelée norme, qui
envoie chaque x ∈ V sur un réel |x| > 0, satisfaisant les propriétés suivantes.
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(i) |x| 6= 0 si, et seulement si, x 6= 0 ;
(ii) |ax| = |a||x| ;
(iii) |x+ y| 6 |x|+ |y|.

Si V n’est pas muni d’une inégalité et si nous remplaçons (i) par « |x| = 0
seulement si x = 0 », nous pouvons utiliser (i) pour définir une inégalité étroite
sur V . Un espace vectoriel normé est un espace métrique pour la distance |x−y|.

On définit l’inégalité forte sur kn en posant x 6= y si xi 6= yi pour un i. Nous
faisons de kn un espace vectoriel normé en posant |x| = sup{ |xi| : i = 1, . . . , n}
(norme du sup). Si nous prenons la valeur absolue usuelle sur Q et sur R, tout
sous-corps de R est un espace vectoriel normé sur Q.

Soit V un espace vectoriel normé sur un corps valorisé k. Nous disons que
v1, . . . , vn ∈ V sont métriquement indépendants si pour tout ε > 0 on a un
δ > 0 tel que si |

∑
aivi| < δ, alors |ai| < ε pour chaque i. Si, en outre, tout

élément de V peut être écrit comme une combinaison linéaire des vi, nous disons
que les vi forment une base métrique de V . Ainsi V admet un base métrique
si, et seulement si, il y a un isomorphisme bicontinu de V vers kn, ce dernier
équipé de la norme du sup.

Le sous-corps Q(
√

2) de R est un espace vectoriel normé de dimension finie
sur un corps discret qui n’admet pas de base métrique. D’autre part, comme les
applications linéaires entre espaces vectoriels de dimension finie sont continues, si
un espace vectoriel normé sur un corps discret valorisé admet une base métrique,
toute base est une base métrique.

Deux normes | |1 et | |2 sont équivalentes s’il existe un ε > 0 tel que
ε|x|1 6 |x|2 6 ε−1|x|2 pour tout x ∈ V . On démontre facilement que les normes
| |1 et | |2 sont équivalentes si, et seulement si, l’application identique de
(V, | |1) sur (V, | |2) est bicontinue.

Soit V un espace vectoriel normé sur k. Un ensemble d’éléments v1, . . . , vn
de V est appelé une base de V si l’application linéaire ϕ de kn vers V définie
par ϕ(ei) = vi est un isomorphisme qui préserve l’inégalité. Nous allons voir que
pour un corps localement compact k, toute base de V est une base métrique ;
cela revient à dire que toutes les normes sur kn sont équivalentes. Attention :
un corps discret est localement compact pour la valeur absolue triviale, mais
pas nécessairement pour d’autres valeurs absolues – par exemple, Q avec la
valeur absolue usuelle n’est pas complet.

Lemme 4.1. Soit k un corps valorisé, et soit e1, . . . , en la base naturelle de kn.
Une norme sur kn est équivalente à la norme du sup si, et seulement si, ei est
éloigné 1 de ki−1 = ke1 + · · ·+ kei−1 pour i = 2, . . . , n.

Démonstration. Le « seulement si » est clair d’après la définition de la norme
du sup. Pour le « si », il suffit de démontrer que les fonctions coordonnées

1. NdT. Dans un espace métrique (S, d), un élément x est éloigné d’un sous-ensemble T
s’il existe un δ > 0 tel que d(x, y) > δ pour tout y ∈ T .
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πi(x1e1 + · · ·+xnen) = xi sont continues. Supposons que |en−α| > δ > 0 pour
tout α ∈ kn−1. Alors |xnen − α| > δ|xn| pour |xn| > 0 et α ∈ kn−1, et donc
δ|xn| 6 |x1e1 + · · ·+ xnen| pour tous x1, . . . , xn. Ainsi, la projection de kn sur
sa dernière coordonnée, et donc aussi sur kn−1, est continue. Nous terminons la
démonstration par récurrence sur n.

Un sous-ensemble A d’un espace métrique X est situé 1 si, pour tous x ∈ X
et ε > 0, il existe un a0 ∈ A tel que d(x, a0) < d(x, a) + ε pour tout a ∈ A ;
dans ce cas, la distance

d(x,A) = inf{ d(x, a) : a ∈ A }

existe. Tout sous-ensemble A localement précompact non vide est situé : consi-
dérer un N tel que l’ensemble borné B = { a ∈ A : d(x, a) < N } soit non vide ;
approximer B à ε/2 près par un ensemble fini F ⊆ A ; prendre un a0 ∈ F tel
que d(x, a0)− inf{ d(x, a) : a ∈ F } < ε/2.

Théorème 4.2. Si k est un corps valorisé localement compact, kn est un espace
normé localement compact pour la norme du sup, et toute norme sur kn est
équivalente à cette dernière.

Démonstration. Clairement kn est localement compact pour la norme du sup.
Considérons une autre norme sur kn. Par récurrence kn−1 est localement compact
et donc situé dans kn.
D’après le lemme 4.1, il suffit de montrer que d(en, kn−1) > 0. En utilisant le
fait que kn−1 est situé, on définit une suite d’éléments θi ∈ kn−1 de la manière
suivante. Pour i > 0, on décide si d(en, kn−1) < 1/i ou d(en, kn−1) > 1/(i+ 1).

— Dans le premier cas, on prend pour θi dans kn−1 un élément qui vérifie
|θi − en| < 1/i. Dans ce cas, on a aussi |θi−1 − en| < 1/(i− 1) (si i > 2)
car on est forcément dans le premier cas pour l’indice i− 1.

— Dans le second cas on pose θi = θi−1. La suite est alors constante à
partir de l’indice i− 1.

Dans le premier cas pour l’indice i, on voit que si j > i > 1, |θj − en| < 1/i
(faire une récurrence sur j) et par suite |θj − θi| < 2/i. Dans le deuxième cas
pour l’indice i, si j > i > 1, on a |θj−θi| = 0 < 2/i. La suite des θi est donc une
suite de Cauchy. Comme kn−1 est complet, la suite converge vers un θ ∈ kn−1

avec |θ − θi| 6 2/i pour tous i > 2. Comme en est distinct de tout élément
de kn−1, on obtient θ 6= en, donc |θ − en| > 0, et par suite |θ − en| > 1/` pour
un `. Or si l’on avait d(en, kn−1) < 1/(`+ 1), on serait dans le premier cas pour
l’indice ` et donc |θj − en| < 1/` pour tout j > `, d’où |θ − en| 6 1/`. Donc
d(en, kn−1) > 1/(`+ 1).

1. NdT. Located subset.



300 Chapitre XII. Théorie des valeurs absolues

L’hypothèse dans le théorème 4.2 selon laquelle le corps k est localement
compact ne peut pas être affaiblie en disant seulement que k est complet, comme
dans le contexte classique ; l’appel au fait que kn−1 est situé est essentiel dans
la démonstration, comme le montre le contre-exemple brouwerien suivant.

Exemple 4.3. Soit r > 0 un nombre réel, et soit k le complété du sous-
corps R(ri) de C. Alors k est un sous-corps fermé de C. Nous allons construire
une norme sur k2 telle qu’on ne puisse pas montrer que e2 est éloigné de k1 = ke1.

Soit e1, e2 la base naturelle de C2, qui est aussi la base naturelle de k2 ⊆ C2.
Tout élément de C2 s’écrit de manière unique sous la forme z = α(e1 − ie2) +
β(e1 + ie2) avec α et β ∈ C. Si z = γ1e1 + γ2e2 ∈ k2, on a 2α = γ1 + iγ2,
2β = γ1 − iγ2 et 2(α − β) = (γ1 + γ1) + i(γ2 − γ2), de sorte que α − β 6= 0
implique r > 0.

Munissons C2 de la seminorme 1 ‖z‖ = |β|+ r|α|. Montrons que cela définit
une norme sur k2, i.e. que z 6= 0 et z ∈ k2 impliquent ‖z‖ > 0. Supposons
z 6= 0, donc α 6= 0 ou β 6= 0. Si β 6= 0, ‖z‖ > 0. Supposons |α| > 0. Ou bien
|α− β| < sup(|α|, |β|)/2, auquel cas |β| > 0, donc ‖z‖ > 0 ; ou bien |α− β| > 0,
auquel cas r > 0 et par suite ‖z‖ > r|α| > 0.

Supposons maintenant que d(e2, k
1) existe. Notons que r = ‖e1 − ie2‖ >

d(e2, k
1). Supposons d(e2, k

1) < 1/2, alors |γ1 − i| < 1 pour un γ1 ∈ k, donc
r > 0. Supposons d(e2, k

1) > 0. On a r > 0 ou r < d(e2, k
1). Si r < d(e2, k

1),
r = 0 parce que r > 0 est impossible. Ainsi dans tous les cas, ou bien r > 0, ou
bien r = 0, ce qui est équivalent à LPO.

Exercices

1. La métrique triviale sur un ensemble discret X est définie par d(x, y) = 0
si x = y, et d(x, y) = 1 sinon. Montrer qu’un sous-ensemble de X est
détachable si, et seulement si, il est situé pour la métrique triviale.

2. Montrer que l’espace Q(
√

2) est discret.
3. Définir une notion positive d’inéquivalence entre normes sur un espace

vectoriel, et montrer que la norme du sup sur Q2 est inéquivalente à la
norme sur Q2 induite par un isomorphisme avec Q(

√
2).

5 Corps réels et complexes
Tout corps valorisé archimédien contient une copie du corps des nombres

rationnels Q, et il y a essentiellement une seule valeur absolue archimédienne
sur Q. Le théorème suivant décrit toutes les valeurs absolues non triviales sur Q.

1. NdT. Une seminorme sur un k-espace vectoriel V , où k est un corps valorisé, est une
fonction qui satisfait les mêmes propriétés qu’une norme, à l’exception de la propriété (i).
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Théorème 5.1. Toute valeur absolue non triviale sur Q est équivalente à la
valeur absolue usuelle ou à la valeur absolue p-adique pour un nombre premier p.

Démonstration. Si |n/p| > 1 pour des entiers strictement positifs n et p, alors
|n| > |p| et, par cotransitivité, |n| > 1 ou |p| < 1. Si |n| > 1, alors |m| > 1 pour
tout entier m > 1 d’après le corolaire 1.6. De plus,

|m| 6 |n|logm/ logn et |n| 6 |m|logn/ logm

d’après le théorème 1.4, donc |m| = |n|logm/ logn = mr pour un r ; donc la
valeur absolue est équivalente à la valeur absolue usuelle. D’autre part si |p| < 1,
la valeur absolue est ultramétrique (corolaire 1.5) et nous pouvons supposer
que p est un nombre premier. Si sm+ tp = 1, on a

1 = |sm+ tp| 6 sup(|sm|, |tp|),

mais |tp| = |t||p| < 1, donc |sm| = 1 et |m| = 1. Ainsi, la valeur d’un entier positif
arbitraire mpe est |p|e si (m, p) = 1 ; donc la valeur absolue est équivalente à la
valeur absolue p-adique.

Notez que toute valeur absolue non triviale sur Q est localement précompacte,
et que la valeur absolue usuelle est la seule valeur absolue archimédienne sur Q
telle que |2| = 2.

Il y a deux types importants de corps archimédiens.

Définition. Soit k un corps archimédien. S’il y a un δ > 0 tel que |a2 + 1| > δ
pour tout a ∈ k, on dit que k est un corps réel. Si pour tout δ > 0 il existe un
a ∈ k tel que |a2 + 1| < δ, on dit que k est un corps complexe.

En mathématiques classiques tout corps archimédien est réel ou complexe.
Cependant, le corps k de l’exemple 4.3 ne peut pas être dit réel ou complexe.

La construction du corps valorisé C des nombres complexes à partir du corps
valorisé R des nombres réels peut être utilisée pour construire un corps valorisé
de décomposition pour X2 + 1 (unique) sur n’importe quel corps réel.

Théorème 5.2. Si k est un corps réel, il peut être plongé dans un corps
valorisé K qui contient un élément i tel que i2 = −1 et K = k(i). De plus, si k
est plongé dans un corps valorisé E qui contient un élément j tel que j2 = −1,
alors j est éloigné de k et k(j) est isomorphe à K en tant que corps valorisé.

Démonstration. Soit K l’anneau des sommes formelles a+ bi avec a, b ∈ k et
i2 = −1. Nous définissons une inégalité sur K en posant a + bi 6= 0 si a 6= 0
ou b 6= 0, ce qui fait de K un corps de Heyting. Nous définissons une valeur
absolue sur K en posant |a+ bi| =

√
|a2 + b2|.
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Pour montrer tout d’abord que l’on a bien une valeur absolue généralisée,
il nous suffit de trouver une constante B telle que |(1 + a)2 + b2| 6 B lorsque
|a2 + b2| 6 1 (théorème 1.8). Or

|(1 + a)2 + b2| 6 1 + |a2 + b2|+ 2|a| 6 2 + 2|a| si |a2 + b2| 6 1,

donc il suffit simplement de borner |a|. Or si |a| > 0, on a 1 > |a2 + b2| =
|a|2|1 + b2/a2| > |a|2δ.

Enfin, comme |2| 6 2, on a bien une valeur absolue (théorèmes 1.1 et 1.4).
Pour démontrer la seconde affirmation, nous établissons d’abord que j est

éloigné de k. Pour un a ∈ k arbitraire, on a |a| > 2 ou |a| < 3. Si |a| > 2,
|a− j| > |a| − |j| > 1 ; si |a| < 3, |a− j| = |a2 + 1|/|a+ j| > |a2 + 1|/4, et ce
dernier est uniformément éloigné de 0 parce que k est réel.

On définit ϕ : K → k(j) en posant ϕ(a+ bi) = a+ bj : ϕ est un homomor-
phisme de K sur k(j). Nous montrons d’abord que ϕ préserve l’inégalité. Si
a + bj 6= 0, a 6= 0 ou bj 6= 0 car E est un corps de Heyting, donc a 6= 0 ou
b 6= 0, et donc a + bi 6= 0. Inversement, si a + bi 6= 0, alors a 6= 0 ou b 6= 0,
donc 0 6= a2 + b2 = (a+ bj)(a− bj), d’où a+ bj 6= 0. La valeur absolue sur k(j)
induit, via ϕ, une valeur absolue sur K. Le lemme 4.1 implique que cette valeur
absolue est équivalente à la valeur absolue que nous avons construite sur K,
donc chacune est une puissance strictement positive de l’autre (théorème 1.2).
Comme elles coïncident sur k, elles sont égales.

Corolaire 5.3. Il y a une seule valeur absolue sur le corps C qui prolonge la
valeur absolue usuelle sur R.

Démonstration. Immédiat d’après le théorème 5.2.

Théorème 5.4 (Gelfand-Tornheim). Si k est un corps normé 1 sur C, alors
k = C.

Démonstration. Comme C est complet, il suffit de démontrer que C est dense
dans k. Si nous cherchons un élément de C qui est proche d’un élément donné
a ∈ k, alors comme 0 est proche de a ou |a| > 0, nous pouvons toujours supposer
être dans le dernier cas. Nous construisons un carré de largeur |8a|, centré en 0,
découpé en 4n2 petit carrés de largeur |4a|/n, et nous considérons la ligne
polygonale S formée par les côtés des petits carrés situés sur le périmètre du
grand carré. Soit δ l’infimum des |z − a| pour les z qui se trouvent au milieu
des côtés ou au centre des petits carrés. Nous allons montrer que δ3 6 3|4a|3/n,
et donc on pourra trouver des nombres complexes arbitrairement proches de a
en prenant n suffisamment grand. Par cotransitivité, nous pouvons supposer
que δ > 0.

1. NdT. On dit que k est un corps normé lorsque c’est un corps de Heyting et un espace
vectoriel normé sur C, et que la norme est une valeur absolue sur k.
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Étant donnée une fonction f : C → k et une ligne polygonale P avec les
sommets successifs z0, . . . , zn ∈ C, nous définissons l’« intégrale » IP (f) comme
la somme ∑n

i=1
(zi − zi−1)f((zi + zi−1)/2).

Clairement IP est linéaire en f , et si f(z) = cz + d, alors

IP (f) = (zn − z0)((zn + z0)c/2 + d).

En particulier, si P est une ligne polygonale fermée, c’est-à-dire si z0 = zn,
l’intégrale IP est nulle pour les polynômes de degré au plus 1.

Considérons la fonction g(z) = 1/(z − a) de C vers k. Nous majorons tout
d’abord IQ(g) lorsque Q est un carré de largeur ε. Soit δ > 0 un minorant de
l’infimum des distances de a aux milieux des côtés ou au centre de Q. Notre
borne dépendra seulement de ε et δ ; nous pouvons supposer que 0 est le centre
de Q. Comme

g(z) = 1
z − a

= z2

a2(z − a) −
a+ z

a2

et comme IQ est nul pour les polynômes de degré au plus 1, nous avons
|IQ(g)| 6 4ε(ε/2)2/δ3 = ε3/δ3.

Comme IS(g) est égal à la somme des intégrales IQ(g), où Q parcourt les
4n2 petits carrés de largeur ε = |4a|/n, nous avons |IS(g)| 6 4|4a|3/δ3n. Nous
utilisons ceci pour majorer IS(1/z). On a

1
z

= 1
z − a

− a

z(z − a) ,

et donc
|IS(1/z)| 6 4|4a|3

δ3n
+ |a|4|8a|
|4a|(|4a| − |a|) = 4|4a|3

δ3n
+ 8

3 .

Nous calculons maintenant un minorant de IS(1/z) directement à partir de
la définition. Chacun des quatre côtés du carré contribue pour

i

n

∑n

k=1

(
1

1 + i(k − 1/2)/n + 1
1− i(k − 1/2)/n

)
dont la valeur absolue usuelle est égale à∑n

k=1

2n
n2 + (k − 1/2)2 >

∑n

k=1

2n
2n2 = 1.

En combinant ceci avec le majorant de |IS(1/z)|, nous obtenons

4 6
4|4a|3

δ3n
+ 8

3 .

Ainsi δ3 6 3|4a|3/n.
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Corolaire 5.5. Soit k un corps archimédien avec |2| = 2. Alors k est réel si, et
seulement si, k̂ ' R comme corps valorisé.

Démonstration. Clairement, tout sous-corps de R est réel. Inversement, si k est
réel, k̂ est réel et nous construisons k̂(i) (théorème 5.2). Le théorème 5.1 nous
permet de supposer que R ⊆ k̂. Comme R(i) ' C d’après le théorème 5.2, nous
avons k̂(i) = R(i) d’après le théorème 5.4. Mais i est éloigné de k̂ car k̂ est réel,
donc k̂ = R.

Théorème 5.6. Soit k un corps archimédien avec |2| = 2. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) k est complexe ;
(ii) |a2 + 1| < 3/4 pour un a ∈ k ;
(iii) il existe un i ∈ k̂ tel que i2 = −1 ;
(iv) k̂ ' C.

Démonstration. Clairement (i) implique (ii), et (iv) implique (i).
Supposons (ii). Si |a2 + 1| < 3/4, |a|2 > 1/4, donc si b = (a− 1/a)/2, on a

|b2 + 1| = |(a2 + 1)2/4a2| 6 |a2 + 1|2.

Définissons une suite en posant a0 = a et an+1 = (an − 1/an)/2. Nous avons
a2
n → −1, et l’inégalité |an+1 − an| = |a2

n + 1|/2|an| < |a2
n + 1| montre que nous

avons une suite de Cauchy.
Supposons maintenant (iii). D’après le théorème 5.1, nous pouvons supposer

que R ⊆ k̂, et R(i) ' C d’après le théorème 5.2, donc k̂ ' R(i) d’après le
théorème 5.4.

En utilisant la condition (ii) du théorème 5.6 et la cotransitivité, nous voyons
qu’un corps archimédien est réel si, et seulement si, il n’est pas complexe.

Corolaire 5.7 (Ostrowski). Soit k est un corps valorisé localement précompact
avec |2| = 2. Alors k̂ ' R ou k̂ ' C.

Démonstration. Comme k est localement précompact, nous pouvons calculer
l’infimum de |a2 + 1| pour a ∈ k. Si cet infimum est < 3/4, k est complexe
d’après le théorème 5.6. Si l’infimum est > 0, k est réel.

Comme le complété k̂ d’un corps discret n’est pas discret en général, il
est souvent utile de travailler plutôt avec la clôture séparable k̃ de k dans k̂.
Comme dans le cas ultramétrique le corps k̃ est intimement relié avec le lemme
de Hensel, nous appelons k̃ le hensélisé de k. Le théorème suivant caractérise
pour un corps archimédien k le fait d’être réel ou complexe en termes de son
hensélisé.
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Théorème 5.8. Soit k un corps discret archimédien. Alors k̃ est factoriel si, et
seulement si, k est réel ou complexe. Si k est complexe, k̃ est algébriquement
clos. Si k est réel, le hensélisé de k(i) est k̃(i), qui est algébriquement clos, et
tout polynôme sur k̃ est un produit de polynômes irréductibles de degrés 1 ou 2.

Démonstration. Si k̃ est factoriel, ou bien X2 + 1 a une racine dans k̃, ou bien
X2 + 1 est irréductible sur k̃. Dans le premier cas, k est complexe d’après
le théorème 5.6(iii) ; dans le second cas, k est réel parce que le point (iii) du
théorème 5.6 est impossible, donc |a2 + 1| > 1/2 pour tout a ∈ k. Si k est
complexe, k̂ ' C, donc k̃ est algébriquement clos, donc factoriel. Si k est réel,
k̂ ' R, et nous pouvons supposer que k̂ = R. Soit f un polynôme de degré > 0
dans k̃[X]. Alors f a une racine complexe a+ bi, et a− bi est aussi une racine
de f . Donc a et b sont algébriques sur k̃, et donc sont dans k̃ (ainsi le hensélisé
de k(i) est k̃(i)). Si b = 0, X−a est un facteur de f . Si b 6= 0, X2−2aX+a2 +b2

est un facteur irréductible de f dans k̃[X].

Exercices

1. Construire un exemple brouwerien d’une valeur absolue ultramétrique
sur Q qui n’est ni triviale ni équivalente à une valeur absolue p-adique.
Comparer avec le théorème 5.1.

2. Montrer que IS(1/z) dans la démonstration du théorème 5.4 tend vers
2πi lorsque n→∞, en utilisant que∫ 1

0
(1 + x2)−1dx = π/4.

3. Montrer que si tout corps archimédien peut être plongé dans C, alors
l’axiome du choix le plus simple du monde est satisfait (utiliser la
construction de l’exercice VI.3.1).

6 Le lemme de Hensel
Soient k un corps valorisé ultramétrique et k son corps résiduel. Soit f un

polynôme unitaire de k[X] dont la valeur des coefficients est 6 1. Alors f définit
un polynôme f ∈ k[X]. Une forme standard du lemme de Hensel est que si f a
une racine simple dans k[X] et si k est complet, alors f a une racine dans k.
Plus généralement, si f se décompose en facteurs deux à deux étrangers, cette
factorisation provient d’une factorisation de f (voir l’exercice 6.2). Notre version
du lemme de Hensel concerne la manière d’approximer des factorisations de f
par des factorisations en facteurs deux à deux étrangers.

Tout d’abord, nous montrons comment étendre une valeur absolue ultramé-
trique sur k en une valeur absolue sur k(X), en spécifiant (de manière arbitraire)
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la valeur absolue de X. Le lemme suivant est nécessaire parce que nous n’avons
pas moyen de déterminer un coefficient de valeur maximum.

Lemme 6.1. Soient s1, . . . , s` des nombres réels, σ leur supremum, et m un
entier > 0. Alors, sauf pour au plus (m+ 1)(`− 1) entiers strictement positifs n,
nous pouvons construire un sous-ensemble fini A de {1, . . . , `} tel que

si > σ − 2−(m+n) si i ∈ A, et si < σ − 2−n si i /∈ A.

Démonstration. Pour chaque entier n > 0, nous pouvons construire un sous-
ensemble fini An de {1, . . . , `} tel que

si > σ − 2−(n−1) si i ∈ An, et si < σ − 2−n si i /∈ An.

Les An forment une chaine descendante de sous-ensembles finis non vides de
{1, . . . , `}. Comme #A1 6 `, il y a au plus ` − 1 valeurs de n pour lesquelles
An+1 6= An, et donc au plus (m+1)(`−1) valeurs de n telles que Am+n+1 6= An.
Pour une autre valeur de n nous posons A = An = Am+n+1.

Théorème 6.2. Soient k un corps ultramétrique et λ un nombre réel > 0. Pour
f(X) =

∑
aiX

i ∈ k[X] on pose |f | = sup |ai|λi. Cela définit une valeur absolue
sur k(X).

Démonstration. Il suffit de démontrer que l’on a défini une valeur absolue
sur k[X].
Soit g(X) =

∑
biX

i. La seule difficulté est de montrer que |fg| = |f ||g|.
Clairement |fg| 6 |f ||g|, donc il suffit de montrer que |fg| + ε > |f ||g| pour
tout ε > 0. Si |f ||g| < ε, nous avons terminé. Supposons donc |f ||g| > 0, i.e.
|f | > 0 et |g| > 0. On considère m et n tels que

2−m sup(1, |f |+ |g|) < inf(|f |, |g|) et 2−n inf(|f |, |g|) < ε,

et on utilise le lemme 6.1 pour construire des sous-ensembles finis A et B des
ensembles d’indices des coefficients de f et g, respectivement, tels que

|ai| > |f | − 2−(n+m) > 0 si i ∈ A
|ai| < |f | − 2−n si i /∈ A
|bj | > |g| − 2−(n+m) > 0 si j ∈ B
|bj | < |g| − 2−n si j /∈ B

Soit r = |f ||g| − 2−n inf(|f |, |g|). Si i ∈ A et j ∈ B, alors

|aiXibjX
j | > (|f | − 2−(n+m))(|g| − 2−(n+m))

> |f | |g| − 2−(n+m)(|f |+ |g|) > r.

Si j /∈ B, |aiXibjX
j | < |f |(|g| − 2−n) = |f ||g| − 2−n|f | 6 r. Même chose pour

i /∈ A.
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On écrit f = f1 + f2 et g = g1 + g2 avec f1 =
∑
i∈A aiX

i et g1 =
∑
j∈B bjX

j .
Alors

fg = f1g1 + f1g2 + f2g1 + f2g2 et |f1g2 + f2g1 + f2g2| < r.

En considérant le monôme de plus haut degré dans f1g1, on voit que |f1g1| > r.
Donc |fg| = |f1g1| > r > |f ||g| − ε.

Nous pouvons maintenant donner un exemple d’un corps résiduel qui n’est
pas un anneau local. Soit k un corps avec une valeur absolue ultramétrique, et
soient α et β des nombres réels > 0 tels que sup(α, β) = 1. En appliquant deux
fois le théorème 6.2, nous obtenons une valeur absolue sur le corps des fractions
rationnelles k(X,Y ) telle que |X| = α et |Y | = β et |X + Y | = sup(α, β) = 1.
Dans le corps résiduel k(X,Y ), nous avons X + Y inversible, mais nous ne
pouvons pas affirmer que X ou Y est inversible (voir l’exercice II.3.5).

Le théorème suivant donne une borne sur la valeur du reste dans l’algorithme
de division (théorème II.5.2) dans le cas d’un corps ultramétrique.

Théorème 6.3. Soient k un corps ultramétrique,

g(X) = b0 + b1X + · · ·+ bmX
m et ϕ(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n.

avec an inversible. On étend la valeur absolue à k[X] selon le théorème 6.2. On
pose s = |ϕ(X)|/|anXn| et M = max(m − n + 1, 0). Il existe des polynômes
q, r ∈ k[X] tels que

g(X) = q(X)ϕ(X) + r(X)
avec deg r(X) < degϕ(X) et |r(X)| 6 sM |g(X)|.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur m, que nous pouvons sup-
poser > n. On écrit

g1(X) = g(X)− ϕ(X)Xm−nbm/an.

Alors |ϕ(X)Xm−nbm/an| = s|bmXm| 6 s|g(X)|, donc |g1(X)| 6 s|g(X)| (parce
que s > 1). Par récurrence, g1(X) = q1(X)ϕ(X) + r(X) avec deg r(X) <
degϕ(X) et |r(X)| 6 sM−1|g1(X)| 6 sM |g(X)|. On prend q(X) = q1(X) +
Xm−nbm/an.

L’objectif du lemme de Hensel est de construire une factorisation approchée
d’un polynôme avec des facteurs approximativement étrangers.

Définition 6.4. Soit k un corps ultramétrique. On étend la valeur abso-
lue à k[X] selon le théorème 6.2. Un contexte hensélien est donné par

f, ϕ, ψ, h,A,B,C ∈ k[X], d ∈ k, L,M ∈ N, ε ∈ Q

tels que
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(i) f = ϕψ + h ;
(ii) Aϕ+Bψ = d+ C ;
(iii) |ψ| 6 1 et |B| 6 1 ;
(iv) ϕ =

∑n
i=0 aiX

i et |an| 6= 0 ;
(v) deg f , deg h, n 6 L ;
(vi) degA 6M − L− 1 et degB 6M − 2(L− n)− 1 ;
(vii) 0 < |d| 6 1 et ε < 1 ;
(viii) sM |C/d| 6 ε et s2M |h/d2ϕ| 6 ε où s = |ϕ|/|anXn| > 1.

La condition (i) dit que ϕψ approche f à h près, et (viii) dit que h est petit par
rapport à ϕ. La condition (viii) dit également que |C| est petit par rapport à |d|,
donc (ii) dit ϕ et ψ sont approximativement étrangers 1.

Lemme 6.5. Soit f, ϕ, ψ, h,A,B,C, d, L,M, ε un contexte hensélien. Alors
(i) |Aϕ| 6 1,
(ii) degψ 6 L− n,
(iii) degC 6M ,
(iv) degCh, degBh 6M + n− 1.

Démonstration. La définition 6.4(ii) nous donne

|Aϕ| 6 sup{|Bψ|, |d|, |C|} 6 1

en utilisant les majorations sur |B|, |ψ|, |d| et |C| dans la définition. Comme
degϕψ = deg(f − h) 6 L, et comme le coefficient dominant an de ϕ est
inversible, nous avons degψ 6 L− n. Donc

degC 6 sup(degA+ n, degB + L− n) 6M − L− 1 + n

et degCh 6M + n− 1. Enfin,

degBh 6M − (L− n) + n− 1 6M + n− 1.

Le cœur du lemme de Hensel consiste en la possibilité de raffiner un contexte
hensélien.

1. NdT. Un contexte hensélien pour un corps ultramétrique décrit donc d’une manière
précise, contrôlée par ε, une factorisation approchée de f ∈ k[X] en un produit ϕψ de deux
polynômes approximativement étrangers. Notez que si k n’est pas discret, seul le degré de ϕ
est à priori bien défini. Par ailleurs, la valeur précise de s dépend du choix de λ = |X| dans le
théorème 6.2.
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Théorème 6.6. Il existe une fonction entre contextes henséliens qui, à partir
du contexte

f, ϕ, ψ, h,A,B,C, d, L,M, ε

produit un contexte

f, ϕ∗, ψ∗, h∗, A,B,C∗, d, L,M, ε

avec les propriétés suivantes 1.
(i) |h∗| 6 ε|h| ;
(ii) ϕ∗ a le même degré et le même coefficient dominant que ϕ ;
(iii) |ϕ∗ − ϕ| 6 sM |h/d| 6 s−Mε|dϕ|, d’où |ϕ∗| = |ϕ| ;
(iv) |ψ∗ − ψ| 6 sM |h/dϕ| 6 s−Mε|d|.

Démonstration. Nous allons construire ϕ∗ = ϕ+ β et ψ∗ = ψ + α qui satisfont
les conditions (ii), (iii) et (iv), et nous définirons

h∗ = f − ϕ∗ψ∗ et C∗ = Aϕ∗ +Bψ∗ − d.

Nous devons d’abord démontrer la condition (i), deg h∗ 6 L, et sM |C∗/d| 6 ε.
Le fait que |ψ∗| 6 1 résulte de la condition (iv).

D’après le lemme 6.5(iv), nous pouvons appliquer le théorème 6.3 avec
g = Bh/d et g = Ch/d ce qui donne

Bh/d = qϕ+ β,

Ch/d = pϕ+ r,

où deg β < n, deg r < n et

|β| 6 sM |Bh/d| 6 sM |h/d|,
|r| 6 sM |Ch/d| 6 ε|h|.

En définissant ϕ∗ = ϕ+ β, on obtient les conditions (ii) et (iii). On pose

α = Ah/d+ qψ − p.

Alors en multipliant 6.4(ii) par h/d, on a

αϕ+ βψ = h+ r,

1. NdT. D’après les égalités dans (ii) et (iii), la valeur de s dans le nouveau contexte
est la même que celle dans le premier contexte ; et ceci explique qu’il n’y ait pas de s∗ dans
l’énoncé. Notez que seuls ϕ,ψ, h et C sont modifiés. Le point (i) indique dans quelle mesure
la contexte a été amélioré.
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donc degαϕ 6 L, puisque deg βψ 6 n+ (L− n) d’après le point 6.5(ii), donc
degα 6 L− n. Nous avons aussi

|αϕ| 6 sup{|βψ|, |h|, |r|}
6 sup{|β|, |h|, |r|}
6 sup{sM |h/d| , |h| , ε |h|} = sM |h/d| ,

et donc
|α| 6 sM |h/dϕ|.

Ainsi la condition (iv) est satisfaite pour ψ∗ = ψ + α.
Soit h∗ = f − ϕ∗ψ∗. Alors

h∗ = h− (h+ r)− αβ = −r − αβ,

donc
deg h∗ 6 sup(deg r, degαβ) 6 L.

Nous avons aussi

|h∗| 6 sup(|r|, |αβ|)
6 sup{sM |Ch/d| ,

(
sM |h| / |dϕ|

)
sM |h/d|}

6 ε|h|,

ce qui donne la condition (i). Nous définissons C∗ par

Aϕ∗ +Bψ∗ = d+ C∗

Il reste à vérifier la majoration pour |C∗| dans la définition 6.4(viii). Nous avons

C∗ = C +Aβ +Bα,

donc
sM |C∗| 6 sM sup{|C|, |Aβ|, |Bα|} = sM sup{|C|, |Aϕ||β/ϕ|, |α|}

= sup{sM |C|, s2M |h|/ |dϕ| , s2M |h|/|dϕ|} 6 ε|d|.

Définition 6.7. Soit k un corps ultramétrique. On prolonge la valeur abso-
lue à k[X] via le théorème 6.2. Nous disons que k est hensélien si chaque fois
que

f, ϕ, ψ, h,A,B,C, d, L,M, ε

est un contexte hensélien, il existe un contexte hensélien

f, ϕ̂, ψ̂, 0, A,B, Ĉ, d, L,M, ε

tel que ϕ̂ a le même degré et le même coefficient dominant que ϕ 1.
1. NdT. Notez que l’on a maintenant la factorisation exacte f = ϕ̂ ψ̂.
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Notez que cette définition dépend de la valeur absolue λ = |X| choisie dans
le théorème 6.2. En fait, cette dépendance est seulement apparente, au moins
pour les corps discrets, comme nous le verrons dans le théorème 6.11.

Théorème 6.8 (lemme de Hensel). Un corps ultramétrique complet est hensé-
lien.

Démonstration. Soit f, ϕ, ψ, h,A,B,C, d, L,M, ε un contexte hensélien. D’après
le théorème 6.6, nous pouvons construire des suites {ϕi}, {ψi}, {hi} et {Ci}
telles que f, ϕi, ψi, hi, A,B,Ci, d, L,M, ε est un contexte hensélien, ϕ0 = ϕ,
ψ0 = ψ, h0 = h, C0 = C et

(i) |hi+1| 6 ε|hi| ;
(ii) ϕi a le même degré et le même coefficient dominant que ϕ ;
(iii) |ϕi+1 − ϕi| 6 sM |h/d| 6 s−Mε|dϕ| ;
(iv) |ψi+1 − ψi| 6 sM |h/dϕ| 6 s−Mε|d|.

Les points (i), (iii) et (iv) impliquent que hi → 0, et que les autres suites sont
de Cauchy. Comme tous les degrés sont bornés, et comme k est complet, nous
avons ϕi → ϕ̂, ψi → ψ̂, et Ci → Ĉ, avec ϕ̂, ψ̂, Ĉ ∈ k[X]. Comme toutes les
conditions sur ϕ̂, ψ̂ et Ĉ sont des égalités et des inégalités larges satisfaites par
ϕi, ψi et Ci, on obtient facilement le résultat 1.

Notez que si k est un corps discret, la clôture algébrique de k dans k̂ est
un corps hensélien d’après le corolaire VII.1.5, et un corps discret d’après le
théorème VI.1.9. Ceci nous donne une grande quantité de corps henséliens
discrets : par exemple, la clôture algébrique du corps des rationnels dans le
corps des nombres p-adiques.

Corolaire 6.9. Soit f(X) = arX
r + · · ·+ a1X + a0 un polynôme sur un corps

hensélien k. Si pour un n < r on a an 6= 0 et

|(ajXj/anX
n)2(2(r−n)+1)amX

m| < sup{ |aiXi| : 0 6 i 6 n }

pour tout j 6 n < m 6 r, alors f a un facteur de degré n dans k[X].

Démonstration. Nous définissons un contexte hensélien. On pose ϕ = anX
n +

· · · + a0 et ψ = 1, donc h = f − ϕψ = arX
r + · · · + an+1X

n+1. On prend
A = C = 0, B = d = 1, L = r et M = 2(r − n) + 1. Les hypothèses impliquent
qu’il y a un ε < 1 tel que s2M |h| 6 ε|ϕ|. Ainsi, f, ϕ, ψ, h,A,B,C, d, L,M, ε
est un contexte hensélien. Comme k est hensélien, nous obtenons le facteur
souhaité.

1. NdT. De plus, |ϕ̂− ϕ| 6 sM |h/d| et |ϕ̂| = |ϕ|.
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Corolaire 6.10. Soit f = arX
r + · · ·+ a1X + a0 un polynôme sur un corps

hensélien k. Si

0 < |arXr| < |f | = sup{ |aiXi| : 0 < i < r },

le polynôme f est réductible sur k.

Démonstration. D’après le lemme 6.1, nous pouvons construire un sous-
ensemble fini A de {0, . . . , r} tel que

|aiXi| > |f | − 2−(m+t) si i ∈ A

et
|aiXi| < |f | − 2−t si i /∈ A.

De plus, nous pouvons prendre m et t tels que N = 4r + 2 < 2m et 2−t < |f |.
Alors

(|f | − 2−(m+t))N > (|f | − 2−t/N)N

> |f |N − 2−t|f |N−1 = |f |N−1(|f | − 2−t),

donc (
|f |

|f | − 2−(m+t)

)N
(|f | − 2−t) < |f |.

Nous pouvons aussi supposer que |arXr|+ 2−(m+t) < |f |, donc que r /∈ A. Soit
n le plus grand élément de A. Comme |f | = sup{ |aiXi| : 0 < i < r }, nous
avons n > 0. Les hypothèses du corolaire 6.9 sont satisfaites, donc f a un facteur
de degré n dans k[X].

Théorème 6.11. Soit k un corps hensélien discret avec une valeur absolue
triviale ou non triviale, et soit f un polynôme séparable de k[X]. Alors il existe
un δ > 0 tel que si |f − ϕψ| < δ et si deg f = degϕψ, alors f a un facteur
dans k[X] de même degré que ϕ.

Démonstration. Le cas de la valeur absolue triviale est trivial, donc nous pou-
vons supposer qu’il existe un e ∈ k tel que 0 < |e| < 1. Pour tout polynôme non
nul p ∈ k[X], notons L(p) la valeur absolue du monôme dominant de p. Comme
la fonction qui envoie le polynôme F (X) sur F (X/em) est un automorphisme de
k[X] uniformément bicontinu sur les polynômes de degré borné, nous pouvons
supposer que |f | = L(f). En utilisant l’algorithme d’Euclide, et en multipliant
par une puissance convenable de e, nous trouvons a et b ∈ k[X] tels que |a| 6 1,
|b| 6 1 et

0 6= af + bf ′ = d ∈ k
avec |d| 6 1, et |af | < |e|2 et |bf | < |e|2|X|. On pose

δ = |d|2 inf(|X|, |f |).
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Supposons maintenant que |f − ϕψ| < δ et deg f = degϕψ. Comme δ 6
2|f | = L(f), nous avons |f | = |ϕψ| et L(f) = L(ϕψ), donc |ϕ| = L(ϕ), i.e.
s = 1 dans la définition 6.4. On prend h = f − ϕψ. En multipliant ψ par une
puissance convenable de e, et en multipliant ϕ par la même puissance de e−1,
nous pouvons supposer que |e|2 < |ψ| < 1, donc |f | = |ϕψ| < |ϕ| < |f |/|e|2.
Alors |aϕ| < |af |/|e|2 < 1 et |bϕ| < |bf |/|e|2 < |X|. Il existe un ε < 1 tel
que |h| 6 εδ 6 ε|d2| inf(|X|, |f |) 6 ε|d2ϕ|. Notez que si F ∈ k[X], alors
|F ′| 6 |F |/|X|, donc |f ′ − ϕ′ψ − ϕψ′| 6 ε|d|2 et |bϕ′| < 1. Donc

ε|d|2 > |ah+ b(f ′ − ϕ′ψ − ϕψ′)| = |d− [(aϕ+ bϕ′)ψ + bψ′ϕ]| ;

en posant
A = bψ′,

B = aϕ+ bϕ′,

C = Aϕ+Bψ − d,

L = max(deg f, deg h, n),
et en prenant M aussi grand que nécessaire (s = 1), nous obtenons un contexte
hensélien. Comme le corps k est hensélien, le facteur souhaité peut être construit.

Ce théorème reste-t-il vrai sans l’hypothèse que la valeur absolue sur k est
triviale ou non triviale ?

Rappelons que lorsque k est un corps valorisé discret, nous définissons le
hensélisé k̃ de k comme la clôture séparable de k dans k̂. Cette terminologie est
justifiée par le fait qu’un corps discret avec une valeur absolue ultramétrique
est hensélien exactement quand il est séparablement clos dans son complété
(théorème 6.13).

Lemme 6.12. Soit ϕ(X) = anX
n + · · ·+ a0 un polynôme sur un corps ultra-

métrique k avec |an| 6= 0. Posons s = |ϕ|/|anXn|. Soient C ∈ k[X] et d ∈ k tels
que sM |C| < |d| et degC 6M . Alors ϕ et d+ C sont premiers entre eux.

Démonstration. Soit θ = θ0 + θ1X + · · · + θrX
r un facteur commun de ϕ et

d + C. Soit d + C = θσ avec σ = σ0 + σ1X + · · · + σtX
t. Comme |C| < |d|,

on a |θ0σ0| = |d| = |d+ C| = |θ||σ|, donc |θ| = |θ0| et nous pouvons supposer
que θ0 = 1. Supposons, par contradiction, que r > 0 et θr 6= 0. Comme θ
est un facteur de ϕ et que |ϕ/θ| = |ϕ|, on a |θrXr| > |anXn|/|ϕ| = 1/s.
Donc |σtXt| 6 s|C|. De la même manière |σt−1X

t−1| 6 s2|C| et de même
jusqu’à |σ0| 6 st+1|C|. Donc t+ 1 > M > degC et σt = 0, et nous terminons
par récurrence sur t, ce qui donne une contradiction pour t = 0.

Théorème 6.13. Soit k un corps ultramétrique discret. Alors k est hensélien
si, et seulement si, il est séparablement clos dans son complété.
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Démonstration. Supposons k séparablement clos dans son complété k̂. Comme k̂
est hensélien, nous pouvons construire les polynômes voulus ϕ̂ et ψ̂ à coefficients
dans k̂. Le coefficient dominant de ϕ̂, et par suite le coefficient dominant de ψ̂,
sont dans k. D’après le théorème VII.1.4, tous les coefficients de ϕ̂ et ψ̂ sont
algébriques sur k. Le lemme 6.12 dit que ϕ̂ et ψ̂ sont premiers entre eux, donc
étrangers car leurs coefficients sont dans un sous-corps discret. Comme k est
séparablement clos dans k̂, les coefficients de ϕ̂ et ψ̂ sont dans k d’après le
corolaire VII.1.6.

Supposons maintenant que k est hensélien et que θ ∈ k̂ est séparable sur k,
i.e. θ annule un polynôme séparable f de k[X]. Si deg f = 1, θ ∈ k et nous avons
terminé. Sinon nous pouvons trouver un α ∈ k tel que |f(α)| < 1. Comme k
est discret, on sait si α annule f . Donc, ou bien f a une racine dans k, et nous
obtenons un polynôme de degré plus petit annulé par θ, ou bien |f(α)| 6= 0 et la
valeur absolue sur k est non triviale. Dans ce cas, comme f(α) = f − (X − α)ψ
pour un ψ ∈ k[X], le théorème 6.11 dit que nous pouvons trouver un facteur
linéaire de f dans k[X], et donc obtenir un polynôme de plus petit degré annulé
par θ.

Comme on l’avait signalé plus tôt, ce théorème montre que la définition d’un
corps hensélien pour un corps discret est indépendante du choix de |X|.

Exercices

1. Soit f ∈ Z[X]. Notons f l’image de f dans Zp[X]. Montrer que si f a
une racine simple dans Zp, il existe un x dans le complété p-adique de Q
qui annule f .

2. Lemme de Hensel. Soit k un corps hensélien et soit f un polynôme
unitaire de k[X] dont tous les coefficients ont une valeur absolue 6 1. Si
l’image f de f dans k[X] est un produit de deux polynômes unitaires
étrangers λ et µ, f est un produit de polynômes unitaires ϕ et ψ tels
que ϕ = λ et ψ = µ.

7 Extensions de valeurs absolues
Nous étudions maintenant la question du prolongement d’une valeur absolue

de k à k(θ) lorsque θ est algébrique sur k. En général, nous devons nous
restreindre au cas où k(θ) est de dimension finie sur k, i.e. où θ annule un
polynôme irréductible (théorème VI.1.13). L’exemple suivant illustre à la fois
les cas archimédien et ultramétrique.

Exemple. On munit le corps Q de la valeur absolue usuelle ou de la valeur
absolue 7-adique. Soit

√
2 une racine carrée de 2, fixée, dans le complété Q̂ de Q.
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Soit a une suite binaire fugitive. Le corps

k =
⋃

n
Q(an

√
2) ⊆ Q̂

est discret, dénombrable, et localement précompact. On définit un corps E = k(θ)
avec θ algébrique sur k en posant

E = { s+ tθ : s, t ∈ k }

où θ2 = 2 et l’égalité est définie en posant s + tθ = 0 si s = t = 0, ou si
am = 1 et s = (−1)mt

√
2. Notez que E est un corps discret. Si nous arrivions à

prolonger la valeur absolue à E, on aurait dans Ê la disjonction |θ −
√

2| 6= 0
ou |θ +

√
2| 6= 0. Et donc am = 0 pour tous les m impairs, ou am = 0 pour tous

les m pairs, ce qui donne LLPO.

Lemme 7.1. Soient K un corps ultramétrique et k un sous-corps discret
hensélien de K sur lequel la valeur absolue est triviale ou non triviale. Soit
θ ∈ K une racine d’un polynôme séparable irréductible de degré n sur k. Alors
il existe un ε > 0 tel que |g(θ)| > ε|g| pour tout g ∈ k[X] de degré 6 n. Donc
les éléments 1, θ, . . . , θn−1 forment une base métrique de k(θ) sur k.

Démonstration. Nous construisons une suite 1 = ε0 > ε1 > · · · > εn−1 > 0 telle
que |g(θ)| > εm|g| si deg g = m. Soit g(X) = g0 + g1X + · · ·+ gmX

m. Comme
|g| 6 sup(1, |X|n) sup{ |gi| : 0 6 i 6 m }, nous pouvons supposer que |X| = 1.
Nous pouvons supposer aussi que g est unitaire, donc |g| > 1.

Notons f le polynôme minimal de θ et supposons que nous avons
construit εm−1. On pose µ = sup(1, |θ|n) et

εm = δ(εm−1/2µ)n−m+2|f |−1,

où δ 6 1 est obtenu par le théorème 6.11. On écrit f = qg + r avec deg r < m.
D’après le théorème 6.3, on a |r| 6 |g|n−m+1|f |, donc

|q| = |f − r|/|g| 6 |f ||g|n−m,

d’où
|q(θ)| 6 |q|µ 6 |f ||g|n−mµ.

On a |g| > µ/εm−1 ou |g| < 2µ/εm−1.
Si |g| > µ/εm−1 > 1, alors, par récurrence,

|g(θ)− θm| > εm−1|g(X)−Xm| = εm−1|g| > µ > |θm|,

et comme la valeur absolue est ultramétrique, on a

|g(θ)| = |g(θ)− θm| > εm−1|g| > εm|g|.
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Si |g| < 2µ/εm−1, alors

|g(θ)| = |r(θ)|/|q(θ)| > εm−1|r|/|f ||g|n−mµ

car deg r < m. Comme f est irréductible, le théorème 6.11 dit que |r| > δ, d’où

εm−1|r|/|f ||g|n−mµ > εm−1δ|g|/|f |(2µ/εm−1)n−m+1µ = 2εm|g| > εm|g|.

L’hypothèse que la valeur absolue est triviale ou non triviale dans ce lemme
était nécessaire pour appliquer le théorème 6.11. Le lemme reste-t-il vrai sans
cette hypothèse ?

Lemme 7.2. Soient k un corps discret hensélien et K une extension séparable
de dimension finie de k. Alors deux valeurs absolues sur K qui prolongent la
valeur absolue sur k sont égales.

Démonstration. On peut écrire K = k(θ) avec θ séparable de degré n (coro-
laire VI.5.5). Notons f le polynôme minimal de θ. Soient | |1 et | |2 des valeurs
absolues sur K qui prolongent celle sur k.

Supposons que |b|1 > |b|2 pour un b ∈ K. Comme f(θ) = 0, si on prend
|X| = 1 (théorème 6.2), on a |θ|i 6 |f(X)|. Tout élément a de K peut être écrit
de manière unique sous forme a = ga(θ) avec ga ∈ k[X] de degré < n. Si la
valeur absolue sur k est triviale ou non triviale, alors d’après le lemme 7.1, nous
avons pour un ε > 0

|f(X)|n|ga(X)| > |a|i > ε|ga(X)|.

Mais alors il existe un m tel que |bm|1 > (|f(X)|n/ε)|bm|2, ce qui est impossible.
Donc si |b|1 > |b|2, il est impossible que la valeur absolue soit triviale ou non
triviale ; mais une valeur absolue sur un corps discret est triviale si, et seulement
si, elle n’est pas non triviale, donc |b|1 > |b|2 implique que la valeur absolue
est à la fois triviale et non triviale. En bref |b|1 > |b|2 est impossible.

Donc |b|1 6 |b|2 pour tout b ∈ K.

Soit E un corps extension de dimension finie d’un corps discret k. La norme 1

NE/k de l’extension E/k est définie en posant, pour x ∈ E, NE/k(x) égal au
déterminant de la transformation k-linéaire de E définie par la multiplication
par x.

Nous noterons Vk le groupe de valeurs d’un corps valorisé k.

Théorème 7.3. Soient k un corps discret hensélien et E une extension de
dimension finie de k. Alors la valeur absolue sur k se prolonge de manière
unique à E, et V `

E ⊆ Vk pour un entier ` > 0. Donc si le groupe de valeurs de k
est discret, il en va de même pour le groupe de valeurs de E.

1. NdT. The field norm of NE/k from E to k.
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Démonstration. Soit F la clôture séparable de k dans E. Comme Em ⊆ F pour
un entier m > 0 (théorème VI.6.8), toute valeur absolue sur F se prolonge
de manière unique à E, et nous pouvons supposer que E est séparable. Le
lemme 7.2 donne l’unicité. Pour construire une valeur absolue sur E, on pose
pour θ ∈ E

|θ| = |N(θ)|1/n,
où N = NE/k et n = dimk E. Pour montrer que cela définit une valeur absolue
ultramétrique, il suffit de vérifier que |N(1 + θ)| 6 1 si |N(θ)| 6 1 (corolaire 1.5).
On suppose |N(θ)| 6 1 et l’on note

f(X) = Xm + am−1X
m−1 + · · ·+ a0.

le polynôme minimal de θ.
Comme N(θ) est une puissance de |Nk(θ)/k(θ)| 1, on a |a0| = |Nk(θ)/k(θ)| 6 1.

D’après le corolaire 6.10, on a |ai| 6 1 pour tout i, car sup |ai| > 1 implique
que f est réductible, ce qui est impossible. Or f(X−1) est le polynôme minimal
de 1 + θ et son terme constant est ±(1 +

∑
±ai). Comme la valeur absolue est

ultramétrique, on a |1 +
∑
±ai| 6 1, et comme N(1 + θ) est une puissance de

ce terme, on a |N(1 + θ)| 6 1.
Enfin, on prend ` = mn.

Théorème 7.4. Soient k un corps discret hensélien avec une valeur absolue
triviale ou non triviale, et E une extension séparable de dimension finie de k.
Alors E est hensélien.

Démonstration. D’après le théorème 6.13, il suffit de démontrer que E est sépa-
rablement clos dans son complété. Soit E = k(θ). Comme k est séparablement
clos dans k̂, le théorème VII.2.3 dit que E est séparablement clos dans k̂(θ).
Le lemme 7.1 montre que la norme sur k(θ) donnée par la valeur absolue est
équivalente à la norme du sup sur kn, donc k̂(θ) = Ê.

D’après le corolaire 3.5, le hensélisé d’un corps discret pseudofactoriel est
séparablement factoriel. Il y a donc un grand nombre de situations où le théorème
suivant s’applique.
Théorème 7.5. Soit k un corps discret avec une valeur absolue non triviale
qui est réelle, ou complexe, ou ultramétrique. On note k̃ le hensélisé de k,
et on considère un corps E = k(θ) extension de dimension finie séparable
de k. Si le polynôme minimal de θ sur k est un produit g1g2 · · · gs de facteurs
irréductibles dans k̃[X], il existe des valeurs absolues | |1, . . . , | |s distinctes
sur E qui prolongent la valeur absolue | | sur k, et telles que, en notant Ẽi le
hensélisé de E pour | |i, les propriétés suivantes sont satisfaites.

1. NdT. Si e1, . . . , er est une base de E sur k(θ), E est la somme directe des k-espaces
vectoriels eik(θ) ; alors la multiplication par θ opère sur chaque facteur direct avec pour
déterminant |Nk(θ)/k(θ)|.
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(i) Le polynôme gi est le polynôme minimal de θ sur k̃ vu comme sous-corps
de Ẽi.

(ii) Toute valeur absolue sur E qui prolonge | | est égale à une | |i.

(iii) Le degré ni = [Ẽi : k̃] est égal au degré de gi, et l’on a
∑
i ni = n.

Démonstration. Soit α une racine de gi dans un corps discret extension de k̃
(c’est possible parce que gi est irréductible sur k̃). D’après le théorème 7.3 dans
le cas ultramétrique, et d’après les théorèmes 5.2 et 5.8 dans le cas archimédien,
nous pouvons prolonger | | à k̃(α) de manière unique. Comme α annule le
polynôme minimal de θ sur k, il y a un monomorphisme ϕ : E → k̃(α) qui est
l’identité sur k et qui envoie θ sur α. Pour x ∈ E, on pose |x|i = |ϕ(x)|. Comme
k̃(α) est le hensélisé de k(α) d’après les théorèmes 7.4 et 5.8, nous pouvons
identifier Ẽi avec k̃(α), donc (i) et (iii) sont clairs.

Démontrons (ii). On considère une valeur absolue sur E qui prolonge la
valeur absolue sur k, et on note Ẽ le hensélisé de E pour cette valeur absolue.
Alors il y a un i tel que gi(θ) = 0, donc la valeur absolue sur Ẽ doit être
égale à | |i d’après le lemme 7.2 et le théorème 5.2.

Montrons que | |i 6= | |j si i 6= j. Comme gigj est séparable, on a des
polynômes s et t tels que sgi + tgj = 1. Donc gi(θ) = 0 dans Ẽi et gi(θ) 6= 0
dans Ẽj . En prenant une approximation suffisamment précise g∗i ∈ k[X] de gi,
nous avons |g∗i (θ)|i aussi petit que nous voulons et nous avons |g∗i (θ)|j éloigné
de 0, donc | |i 6= | |j .

Exercices

1. Soit K un corps ultramétrique. Montrer que si θ ∈ K est une racine de
f ∈ K[X], alors |θ| 6 |f | si |X| = 1 (théorème 6.2).

2. Trouver toutes les valeurs absolues archimédiennes sur les corps suivants.

(i) Q[X]/(X2 − 2).

(ii) Q[X]/(X2 + 1).

(iii) Q[X]/(X3 − 2).

Trouver toutes les extensions de la valeur absolue 5-adique sur Q pour
les mêmes corps.

3. SoitK un corps extension de dimension finie de Q. Montrer qu’un élément
x de K est entier sur Z si, et seulement si, |x| 6 1 pour toute valeur
absolue ultramétrique sur K.
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8 Indice de ramification et degré résiduel
(e et f)

Soient k un corps discret avec une valeur absolue discrète et E une extension
séparable de k de dimension finie avec une valeur absolue qui prolonge celle
de k. Si le quotient VE/Vk des groupes de valeurs de E et k est fini, on définit
l’indice de ramification e = e(E/k) comme le nombre d’éléments de VE/Vk. De
la même manière, si le corps résiduel E est de dimension finie sur k, on définit le
degré résiduel f = f(E/k) comme la dimension de E sur k. Comme le passage
aux hensélisés k̃ ⊆ Ẽ conserve le groupe de valeurs et le corps résiduel, nous
pouvons supposer que k est hensélien.

La méthode en mathématiques classiques pour construire e consiste à choisir
un π ∈ k qui engendre le groupe de valeurs Vk de k. Alors (théorème 7.3) VE
est un sous-groupe du groupe cyclique engendré par |π|1/`, donc il est cyclique
et contient Vk comme sous-groupe d’indice fini e. Comme nous ne pouvons pas
établir qu’un sous-groupe non trivial d’un groupe cyclique est cyclique, notre
construction de e doit être plus élaborée. Le problème pour calculer f est qu’une
extension algébrique de type fini d’un corps discret n’est pas nécessairement de
dimension finie. Nous devons imposer la condition P de Seidenberg sur le corps
résiduel.

Théorème 8.1. Soit k un corps discret hensélien avec une valeur absolue
discrète. Soit E une extension séparable de k, de dimension finie n. Supposons
que le corps résiduel k satisfait la condition P de Seidenberg. Alors le groupe
quotient VE/Vk est fini (de cardinalité notée e), le corps résiduel E est de
dimension finie (notée f) sur k, et n = ef . En particulier, la valeur absolue
sur E est discrète, et E satisfait la condition P .

Démonstration. D’après le théorème 7.3, la valeur absolue sur k s’étend de
manière unique à E, et le groupe VE est discret, donc E est discret. De plus
VE/Vk est discret parce que Vk est cyclique et V `

E ⊆ Vk.
Nous allons construire un sous-ensemble fini S de E qui s’envoie injectivement

sur VE/Vk, et un sous-ensemble fini W de {w ∈ E : |w| = 1 } qui s’envoie
injectivement sur une base de E sur k, avec SW = { sw : s ∈ S et w ∈W } une
base de E sur k. Nous faisons une construction par récurrence en commençant
avec S = W = {1}.

À chaque étape de notre construction, nous avons un ensemble fini S d’élé-
ments non nuls de E qui contient 1 et qui s’envoie injectivement dans VE/Vk,
et un sous-ensemble fini W de {w ∈ E : |w| = 1 } qui s’envoie sur une famille
k-linéairement indépendante W ∈ E. De plus, nous demandons que kW , le
sous-k-espace vectoriel de E engendré par W , soit un corps.

Si bw ∈ k pour w ∈ W , alors |
∑
w∈W bww| = max |bw| car si |

∑
bww| <

|bw′ | = max |bw|, nous obtenons en divisant par bw′ une relation de dépendance
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linéaire dans W . Donc si asw ∈ k avec s ∈ S et w ∈W , alors∣∣∣∑
S×W

aswsw
∣∣∣ = maxW

∣∣∣∑
S
asws

∣∣∣ = maxS×W |asws|

parce que les valeurs des asws non nuls sont distinctes pour un w fixé. Ainsi SW
est linéairement indépendant sur k. Notons kSW le sous-k-espace vectoriel de E
engendré par SW . Si |asws| = 1, s = 1, donc si x ∈ kSW et |x| 6 1, l’image x
de x dans E est dans kW .

Si E = kSW , nous avons terminé car S s’envoie sur VE/Vk et E = kW .
Sinon il existe un α ∈ E \ kSW . Comme k est hensélien, E a une base métrique
sur k d’après le lemme 7.1, donc {α} ∪ SW est métriquement indépendant,
donc α est éloigné de kSW avec une distance > 0. Soit π ∈ k tel que |π| < 1
engendre Vk. Nous pouvons supposer que si s ∈ S \ {1}, alors |π| < |s| < 1.
Soit r le maximum des valeurs des éléments de S \ {1}, avec r = |π| si S = {1}.
Étant donné b ∈ kSW , nous allons construire l’un des objets suivants :

(i) b′ ∈ kSW tel que |α− b′| 6 r|α− b| ;
(ii) β ∈ E tel que |β|/|s| n’est dans Vk pour aucun s ∈ S ;
(iii) un corps K ⊆ E extension de k de dimension m > 1 tel que K est de

dimension m sur k (donc VK = Vk) ;
(iv) un corps extension de kW de dimension finie contenu dans E.

Comme le quotient VE/Vk est discret, ou bien β = α− b satisfait (ii), ou bien
nous pouvons trouver t ∈ k et s ∈ S tels que θ = (α − b)/st est de valeur
absolue 1. Dans ce cas, nous allons voir que, ou bien θ ∈ kW , ou bien (iii) est
satisfait, ou bien (iv) est satisfait. Voyons d’abord ce qu’il faut faire si θ ∈ kW .
On a alors un u ∈ kW tel que θ = u et donc |θ − u| < 1. Ou bien |θ − u| 6 r,
ou bien β = θ − u satisfait (ii). Si |θ − u| 6 r, nous posons b′ = b+ stu, et (i)
est satisfait parce que α− b = stθ et |θ| = 1.

Nous retournons à la question si θ ∈ kW .
Notons Ak le sous-anneau de k défini par Ak = {x ∈ k : |x| 6 1 }. Alors Ak

est un anneau intègre discret dans lequel a divise b si, et seulement si, |a| > |b| ;
ainsi a divise b ou b divise a, et le pgcd de deux éléments est l’un d’entre eux.
Donc Ak est un anneau intègre à pgcd (voir page 108) 1.

Comme Vk est discret, et comme θ est algébrique sur k, nous pouvons
diviser le polynôme minimal de θ par son coefficient de valeur absolue maximum
pour montrer que θ est algébrique sur k. D’après le théorème VI.6.3, on a
un polynôme unitaire g à coefficients dans k, tous de valeur absolue 6 1, tel
que g est séparable et g(θq) = 0, où q est égal à 1 ou à une puissance de la
caractéristique finie de k. Comme E est hensélien (théorème 7.4), on a un ω ∈ E
qui annule g avec ω = θ

q. Le polynôme minimal de ω, qui existe parce que E est

1. NdT. Pour tout x 6= 0 dans k, on a x ∈ Ak ou 1/x ∈ Ak ; on dit dans ce cas que Ak
est un anneau de valuation du corps discret k.
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de dimension finie sur k, divise g et, par le lemme de Gauss (lemme IV.4.3), tous
ses coefficients sont de valeur absolue 6 1. Nous pouvons donc supposer que g
est irréductible. Comme E est hensélien et g est séparable, g est irréductible.
Ainsi k(ω) est de dimension finie sur k. Si deg g > 1, on pose K = k(ω) et on
obtient (iii). Si deg g = 1, θ est purement inséparable sur k, et donc sur kW .
D’après la condition P , nous savons que kW (θ) est de dimension finie sur kW .
Si cette dimension est égale à 1, θ ∈ kW . Sinon kW (θ) est le corps voulu dans
le point (iv).

Si le point (ii) est satisfait, on peut agrandir S ; si (iv) est satisfait, on peut
agrandir W . Comme α est éloigné de kSW , la situation (i) ne peut se produire
qu’un nombre fini de fois. Enfin, si (iii) est satisfait, on a VK = Vk et K est
hensélien (théorème 7.4) ; de plus, K satisfait la condition P parce que K/k
est de dimension finie (théorème VII.3.1(ii)) ; nous terminons par récurrence
sur n.

L’hypothèse dans le théorème 8.1 que k satisfait la condition P ne peut pas
être supprimée, en tout cas pas complètement. Pour nous en convaincre, nous
démontrons le théorème suivant.

Théorème 8.2. Soit K un corps discret de caractéristique p. Il existe un corps
discret hensélien k muni d’une valeur absolue discrète avec pour corps résiduel
k = K et tel que pour chaque y ∈ k il y a une extension séparable de dimension
finie E de k avec y ∈ Ep.

Démonstration. Lorsque k est un corps de caractéristique p, on note k1/p un
corps qui contient k et tel que (k1/p)p = k. Le fait qu’un tel corps existe est
rendu évident par la contemplation de l’isomorphisme k ' kp ⊆ k. Soit k
le hensélisé du corps des fractions rationnelles K(T ) pour la valeur absolue
T -adique (la valeur absolue de l’exercice 1.5). Si y = 0, on prend E = k. Si y 6= 0,
on considère le polynôme séparable f(X) = Xp + TX + y ∈ k[X]. On voit
facilement que f(X) est irréductible (sur k1/p) en considérant la substitution
X = Z − λ, où λ est la racine p-ième de y dans k1/p, et en utilisant le critère
d’Eisenstein. Ainsi nous pouvons construire E = k(θ) avec f(θ) = 0. Clairement
|θ| = |y|1/p = 1 et y = θ

p.

Un corps discret k de caractéristique p satisfait la condition P si, et seu-
lement si, Kp est détachable dans K pour tout corps K extension de dimension
finie de k (théorème VII.3.1(ii)), i.e. pour tout y ∈ K, y ∈ Kp ou y /∈ Kp. Le
corolaire suivant montre donc que le corps k dans le théorème 8.1 doit au moins
satisfaire une forme faible de la condition P .

Corolaire 8.3. Soit K un corps discret. Supposons que pour tout corps discret
hensélien k dont le corps résiduel k est isomorphe à K, et pour tout corps E
extension séparable de dimension finie de k, le corps résiduel E soit de dimension
finie sur k. Alors Kp est détachable dans K.
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Démonstration. Soit y ∈ k ; on applique le théorème 8.2 pour construire k et E
avec y ∈ Ep. Alors E est de dimension finie sur k. Donc Ep est de dimension
finie sur kp. Donc y est ou n’est pas dans kp.

L’hypothèse dans le théorème 8.1 selon laquelle l’extension est séparable
ne peut pas être supprimée. On se reporte à l’exercice 3.2 avec k = Z2(Y 2, η2)
et E = Z2(Y 2, η) muni de la valeur absolue qui provient du corps des séries
formelles en Y . Alors le groupe de valeurs de E est égal au groupe de valeurs
de k si, et seulement si, an = 0 pour tout n. Le passage aux hensélisés ne change
pas la situation.

Les valeurs absolues p-adiques sur Q satisfont les hypothèses du théorème
suivant.

Théorème 8.4. Soit k un corps discret avec une valeur absolue telle que
(i) la valeur absolue est discrète ;
(ii) le hensélisé est séparablement factoriel (c’est le cas par exemple si k est

pseudofactoriel) ;
(iii) le corps résiduel satisfait la condition P .

Si E est une extension finie séparable de k, toute valeur absolue sur E qui
prolonge celle sur k satisfait les points (i), (ii) et (iii).

Démonstration. Soient Ẽ le hensélisé de E et k̃ le hensélisé de k. Nous pouvons
supposer que k̃ ⊆ Ẽ. On prend un α ∈ E tel que E = k(α). Comme k̃ est
séparablement factoriel, k̃(α)/k̃ est de dimension finie, donc k̃(α) est hensélien
d’après le théorème 7.4. Par suite k̃(α) = Ẽ. Donc Ẽ est séparablement factoriel
d’après le théorème VII.2.4, donc (ii) est satisfait. Comme les groupes de valeurs
et les corps résiduels de E et Ẽ sont les mêmes, les points (i) et (iii) sont vérifiés
d’après le théorème 8.1.

Théorème 8.5. Soit k un corps avec une valeur absolue qui satisfait les
hypothèses du théorème 8.4. Soit E une extension séparable de dimension n
de k. Alors il y a un nombre fini s de valeurs absolues sur E qui prolongent la
valeur absolue sur k. Notons E1, . . . , Es le corps E muni de ces valeurs absolues.
Alors e(Ei/k) et f(Ei/k) sont définis et l’on a

n =
∑s

i=1
e(Ei/k)f(Ei/k).

Démonstration. Le théorème 7.5 construit les valeurs absolues sur E (en nombre
fini égal à s). On a e(Ẽi/k̃)f(Ẽi/k̃) = ni = [Ẽi : k̃] d’après le théorème 8.1, et
n =

∑
ni d’après le théorème 7.5. Enfin le hensélisé ne change ni le groupe de

valeurs ni le corps résiduel.
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Exercice

1. Calculer e et f pour les extensions de la valeur absolue 5-adique sur Q
pour l’extension Q[X]/(X3 − 2). Vérifier le théorème 8.5 dans ce cas.

9 Notes
Pour un traitement plus complet de la théorie constructive des nombres

réels et des espaces métriques la lectrice peut consulter [Bishop 1967] et [Bishop-
Bridges 1985].

La théorie des valeurs absolues joue un rôle central dans la théorie des corps
d’un point de vue constructif. L’étude des corps munis d’une valeur absolue
fournit un mélange intéressant de constructions discrètes, purement algébriques,
combinées avec des constructions analytiques comme le complété d’un corps.

Bien que la théorie algébrique des nombres est généralement ressentie comme
essentiellement constructive dans sa forme classique, même les auteurs qui
attachent une attention particulière aux aspects constructifs de la théorie
emploient des techniques hautement non constructives qui annulent leurs efforts.
Par exemple, dans l’ouvrage [Borevich et Shafarevich 1966], les auteurs supposent
que tout polynôme peut être décomposé en un produit de facteurs irréductibles
(tout corps est factoriel), et qu’étant donné un sous-ensemble non vide des
entiers naturels, on peut trouver son plus petit élément.

La définition d’une valeur absolue généralisée sur un corps a été adoptée
par Staples (1971) dans son traitement constructif des valeurs absolues, et
la démonstration du théorème 1.8 se trouve dans cet article. Le problème ici
est que nous ne pouvons pas en général décider si vx 6 vy ou vy 6 vx, ni si
vx est nul. Notre démonstration du théorème 1.1 est prise dans [Weiss 1963,
Proposition 1-1-8]. Les deux dernières affirmations de notre démonstration du
théorème 1.2 viennent de [Weiss 1963, Theorem 1-1-4].

La notion d’un corps pseudofactoriel est purement constructive et n’a pas de
contrepartie classique (tout corps muni d’une valeur absolue est pseudofactoriel
en mathématiques classiques). Cependant, cette notion nous donne exactement
l’information requise pour construire une racine d’un polynôme, ou (sinon)
pour éloigner ce polynôme de 0, dans le complété du corps (corolaire 3.2).
La démonstration du corolaire 3.3 qui utilise le nombre de tours provient de
[Brouwer-de Loor 1924]. Le théorème 3.4 montre que nous avons beaucoup de
corps pseudofactoriels. Le corolaire 3.5 montre comment factoriser des poly-
nômes séparables dans la clôture séparable ou la clôture algébrique d’un corps
pseudofactoriel dans son complété. Par exemple, nous pouvons factoriser les
polynômes sur les nombres algébriques p-adiques.

Notre démonstration du théorème de Gelfand-Tornheim provient de [Ar-
tin 1967, page 24].
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Le lemme de Hensel un peu compliqué de la section 4 est une modification
de [Artin 1967]. Les hypothèses du lemme sont légèrement affaiblies en ne
réclamant pas que le terme dominant de ϕ ait la même valeur absolue queϕ (on
ne réclame pas s = 1), ceci en vue de traiter les situations où nous ne pouvons pas
déterminer quels coefficients d’un polynôme ont une valeur absolue maximale,
et nous devons traiter quelques particularités d’un point de vue constructif.
La définition de hensélien, quand s = 1, est la conclusion du lemme de Hensel
donné dans [Artin 1967, theorem 5]. Le théorème essentiel est le théorème 6.13
qui affirme qu’un corps discret avec une valeur absolue ultramétrique satisfait
la conclusion du lemme de Hensel exactement quand il est séparablement clos
dans son complété.

La construction de la valeur absolue dans le théorème 7.3 provient de
[O’Meara 1963, Theorem 14:1].
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1 Ensembles de Dedekind (de valeurs absolues
discrètes)

Si S est un ensemble de valeurs absolues sur un corps de Heyting k, nous
noterons un élément de S par | | avec un indice. Au lieu d’écrire | |p ∈ S, nous
écrirons souvent p ∈ S.

Pour chaque nombre premier p, nous avons une valeur absolue discrète sur
le corps Q des nombres rationnels définie par |p|p = 1/p, et |q|p = 1 si q est
un nombre premier différent de p. Cette famille de valeurs absolues forme un
ensemble de Dedekind au sens de la définition suivante.

Définition 1.1. Un ensemble discret non vide S de valeurs absolues discrètes
non triviales (voir page 292) sur un corps de Heyting k est appelé un ensemble
de Dedekind lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites.

(i) Pour tout x ∈ k, il existe un sous-ensemble fini T de S tel que |x|p 6 1
pour les p ∈ S \ T 1.

(ii) Si | |q et | |q′ sont des valeurs absolues distinctes dans S, et si ε > 0, il
existe un x ∈ k tel que |x|p 6 1 pour toute p ∈ S, |x−1|q < ε, et |x|q′ < ε.
Par suite, des valeurs absolues distinctes dans S sont inéquivalentes.

1. NdT. Pour un x ∈ k inversible, on en déduit que |x|p = 1 pour toutes les valeurs
absolues p en dehors d’un sous-ensemble fini T ′ de S. Mais comme on ne sait pas tester
l’inversibilité dans un corps de Heyting, l’information donnée ici est plus précise.

325
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Notez qu’un sous-ensemble non vide détachable d’un ensemble de Dedekind
est un ensemble de Dedekind.

Soit S un ensemble de Dedekind de valeurs absolues sur un corps de Heyting k.
Si p ∈ S, alors, comme p est ultramétrique, l’ensemble R(p) = {x ∈ k : |x|p 6 1 }
est un anneau, qui est local parce que p est discrète. L’anneau R(p) est appelé
l’anneau local en p. Les éléments de l’anneau

⋂
p∈S R(p) sont appelés les élé-

ments entiers de S. Un anneau est appelé un domaine de Dedekind si c’est
l’anneau des entiers d’un ensemble de Dedekind de valeurs absolues sur un corps
de Heyting.

Théorème 1.2. L’anneau des entiers d’un ensemble de Dedekind S de valeurs
absolues sur un corps de Heyting k est détachable dans k.

Démonstration. Soit x ∈ k. On a un sous-ensemble fini T de S tel que |x|p 6 1
pour toute p ∈ S \ T . Alors x est un entier de S si, et seulement si, |x|p 6 1
pour les p dans l’ensemble fini T de valeurs absolues discrètes.

Étant données des valeurs absolues inéquivalentes | |1, . . . , | |n sur k et
des éléments x1, . . . , xn ∈ k, nous sommes intéressés par la construction d’un
élément de k qui approche simultanément chaque xi pour la valeur absolue | |i.
Nous avons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 1.3. Soient | |1, . . . , | |n des valeurs absolues inéquivalentes non
triviales sur un corps de Heyting k. Alors il existe un x ∈ k tel que |x|1 > 1, et
|x|i < 1 pour i 6= 1.

Démonstration. Si n = 1, alors, comme | |1 est non triviale, il y a un x ∈ k tel
que de |x|1 > 1. Si n = 2, alors, comme | |1 et | |2 sont des valeurs absolues
inéquivalentes non triviales, il existe un x ∈ k tel que |x|1 < 1 et |x|2 > 1.
Pour n > 2, nous procédons par récurrence. Nous supposons que nous avons
un y ∈ k tel que |y|1 > 1, et |y|i < 1 pour 2 6 i < n. Nous prenons un z ∈ k,
d’après le cas n = 2, tel que |z|1 > 1 et |z|n < 1, et nous prenons m assez
grand pour que |ym|i|z|i < 1 pour 2 6 i < n. Comme |z|−1

n > 1, |ym|n > 1 ou
|ym|n < |z|−1

n . Dans ce dernier cas, |ymz|n < 1, donc x = ymz est l’élément
voulu. Dans le premier cas, on pose xm = zym/(1 + ym). La suite des |xm|i
converge vers |z|i si i = 1 ou n, et converge vers 0 sinon. On prend x = xm
avec m suffisamment grand pour que |xm|1 > 1 et |xm|i < 1 pour 2 6 i 6 n.

Nous notons kp le corps k avec la métrique associée à la valeur absolue | |p.
Le théorème suivant dit que la diagonale est dense dans le produit

∏
p kp.

Théorème 1.4 (théorème d’approximation faible). Soient | |1, . . . , | |n des
valeurs absolues inéquivalentes non triviales sur un corps de Heyting k, x1, . . . , xn
des éléments de k, et un ε > 0. Il existe x ∈ k tel que |x− xi|i < ε pour tout i.
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Démonstration. Le lemme 1.3 construit pour chaque i un yi ∈ k tel que |yi|i > 1
et |yi|j < 1 si j 6= i. Pour m ∈ N, on définit

zi,m = ymi xi/(1 + ymi ).

Alors limm→∞ |zi,m − xi|i = 0, et limm→∞ |zi,m|j = 0 si j 6= i. On pose
zm =

∑n
i=1 zi,m. Si m est suffisamment grand, |zm − xi|i < ε pour tout i.

Le théorème d’approximation forte donne des approximations entières.

Théorème 1.5 (théorème d’approximation forte). Soit T un sous-ensemble
fini d’un ensemble de Dedekind S sur un corps de Heyting k. Soit ε > 0, et
pour tout p ∈ T soit xp ∈ k. Alors il existe un y ∈ k tel que

(i) |y − xp|p < ε pour tout p ∈ T ,
(ii) |y|q 6 1 pour tout q ∈ S \ T .

Démonstration. On peut supposer ε 6 1. Pour chaque p ∈ T , il y a seulement
un nombre fini de q ∈ S tels que |xp|q > 1. Pour chaque p ∈ T et q ∈ S \ T
tel que |xp|q > 1, on ajoute q à T et on définit xq = 0. Nous pouvons alors
supposer que |xp|q 6 1 pour tous p ∈ T et q ∈ S \ T .

Fixons p ∈ T . Pour chaque q ∈ T \ {p}, on a, d’après la définition 1.1(ii),
un élément de k qui est un entier de S, qui est proche de 1 en p, et qui est
proche de 0 en q. Soit yp le produit de ces éléments (le produit vide est égal à 1).
Les éléments yp sont proches de 1 en p et proches de 0 en les valeurs absolues
q ∈ T \ {p}. Enfin, on prend y =

∑
p∈T ypxp ; donc |y|q 6 1 pour chaque

q ∈ S \ T , et y est proche de xp en p.

Le théorème d’approximation forte nous permet d’écrire les éléments de k
comme quotients d’entiers de S.

Théorème 1.6. Soit S un ensemble de Dedekind de valeurs absolues sur un
corps de Heyting k, et soit R l’ensemble des entiers de S. Alors tout élément de
k est un quotient d’éléments de R, et R est intégralement clos dans k.

Démonstration. Soit x ∈ k. D’après la définition 1.1(i), on a un sous-ensemble
fini T de S tel que |x|q 6 1 pour chaque q ∈ S \ T . Si |x|p 6 1 pour toute p
dans l’ensemble fini T , alors x ∈ R, donc nous pouvons supposer que x 6= 0.
Comme les valeurs absolues dans l’ensemble fini T sont discrètes, nous pouvons
supposer que |x|p > 1 pour toute p ∈ T .

D’après le théorème 1.5, on a un y ∈ k tel que

|y − x−1|p < min{ |x−1|p : p ∈ T } < 1

pour toute p ∈ T , et |y|q 6 1 pour toute q ∈ S \ T . Comme |y − x−1|p < |x−1|p
pour toute p ∈ T , et comme | |p est ultramétrique, on a |y|p = |x−1|p < 1



328 Chapitre XIII. Domaines de Dedekind

pour toute p ∈ T . En particulier, y ∈ R. Si p ∈ T , alors |xy|p = |x|p|y|p =
|x|p|x−1|p = 1, et si q ∈ S \ T , alors |xy|q 6 1. Donc xy ∈ R, et x = (xy)y−1

est un quotient d’éléments de R.
Enfin, comme les valeurs absolues dans S sont ultramétriques, tout élément

de k qui annule un polynôme unitaire de R[X] est dans R.

Exercices

1. Soit S l’ensemble des valeurs absolues p-adiques sur Q. Montrer que
l’anneau des entiers de S est Z. Quel est l’anneau des entiers si S = {3} ?

2. Vérifier que si | | est une valeur absolue discrète, alors {x : |x| 6 1 } est
un anneau local.

3. Compléter Q pour la valeur absolue p-adique pour démontrer qu’un
domaine de Dedekind n’est pas nécessairement discret.

4. Théorème des restes chinois. Utiliser le théorème d’approximation forte
pour démontrer que si a1 et a2 ∈ Z sont étrangers, et b1 et b2 ∈ Z, alors
il existe x ∈ Z congruent à bi modulo ai pour i = 1, 2.

2 Théorie des idéaux
Dans cette section, k est un corps de Heyting, S un ensemble de Dedekind

de valeurs absolues sur k, et R le domaine de Dedekind correspondant.
Un idéal fractionnaire est un sous-R-module non nul A de k tel que |A|p =

max{ |x|p : x ∈ A } existe pour toute valeur absolue p ∈ S, et est égal à 1 pour
toutes les p ∈ S sauf peut-être pour un nombre fini d’entre elles. Autrement dit,
pour chaque p ∈ S, il existe un x(p) ∈ A tel que |y|p 6 |x(p)|p pour tout y ∈ A,
et |x(p)| = 1 pour p en dehors d’un sous-ensemble fini de S.

Théorème 2.1. Un sous-R-module non nul de type fini de k est un idéal
fractionnaire.

Démonstration. Soit A un sous-R-module non nul de k engendré par a1, . . . , an.
Comme k est un corps de Heyting, l’un des ai est non nul, et si ai 6= 0, alors ou
bien aj 6= 0, ou bien ai + aj 6= 0 ; nous pouvons donc supposer que les ai sont
tous non nuls. Supposons que a =

∑n
i=1 riai est un élément de A, et que p ∈ S.

Comme | |p est ultramétrique, |a|p = |
∑n
i=1 riai|p 6 max |riai|p 6 max |ai|p.

Comme chaque | |p est discrète, l’élément |A|p = max{ |ai|p : i = 1, . . . , n }
existe. On prend un sous-ensemble fini T de S tel que |ai|p = 1 pour p ∈ S \ T
et i = 1, . . . , n. Alors |A|p = 1 si p ∈ S \ T .

Nous montrerons plus loin qu’inversement, tout idéal fractionnaire non nul
est engendré comme R-module par deux éléments.
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Soient A et B des idéaux fractionnaires. On définit la somme de A et B par
A+B = { a+ b : a ∈ A et b ∈ B }, et le produit de A et B comme l’ensemble
AB des sommes finies d’éléments de la forme ab, avec a ∈ A et b ∈ B.

Théorème 2.2. Soient A et B des idéaux fractionnaires. Alors A+B, AB et
A ∩B sont des idéaux fractionnaires avec les propriétés suivantes :

(i) |A+B|p = max(|A|p, |B|p),
(ii) |AB|p = |A|p|B|p et
(iii) |A ∩B|p = min(|A|p, |B|p)

pour toute valeur absolue p ∈ S.

Démonstration. Comme max(1, 1) = min(1, 1) = 1 × 1, si l’on démontre les
égalités voulues pour toute p ∈ S, on voit que la seconde propriété définissant
les idéaux fractionnaires est bien satisfaite par les R-modules considérés.

On a un a ∈ A et un b ∈ B tels que |A|p = |a|p et |B|p = |b|p. Comme | |p
est discrète, les valeurs absolues |a|p et |b|p sont comparables, et nous pouvons
supposer que |A|p 6 |B|p.

Tout d’abord |x|p 6 max(|a′|p, |b′|p) 6 max(|A|p, |B|p) = |b|p pour tout
x = a′ + b′ ∈ A + B. Par ailleurs b ∈ A + B, donc |b|p est atteint pour un
x ∈ A+B. Donc A+B est un idéal fractionnaire avec |A+B|p = max(|A|p, |B|p).

Pour x ∈ AB, on a |x|p 6 |ab|p = |A|p|B|p parce que la valeur absolue | |p
est multiplicative et ultramétrique, donc (ii) est valide et AB est un idéal
fractionnaire avec |AB|p = |A|p|B|p.

Si x ∈ A ∩ B, alors clairement |x|p 6 min(|A|p, |B|p), donc il suffit de
construire un élément x de A ∩B tel que |x|p = min(|A|p, |B|p). Or l’ensemble

T = {p} ∪ { q ∈ S : |a/b|q < 1 }

est fini ; donc, d’après le théorème 1.5, il existe un y ∈ k tel que |y|p = |a/b|p 6 1,
et |y|q 6 min(1, |a/b|q) pour toute q ∈ S. Cette dernière inégalité implique
yb/a ∈ R, donc yb ∈ A, et aussi y ∈ R, donc yb ∈ B. Mais min(|A|p, |B|p) =
|A|p = |a|p = |yb|p, donc x = yb est l’élément cherché.

Un idéal fractionnaire A est complètement déterminé par les valeurs absolues
|A|p.

Théorème 2.3. Soient A et B des idéaux fractionnaires.
(i) On a A = {x ∈ k : |x|p 6 |A|p pour toute p ∈ S }.
(ii) On a A ⊆ B si, et seulement si, |A|p 6 |B|p pour toute p ∈ S.

Démonstration. Il suffit de démontrer (i). Soit x ∈ k tel que |x|p 6 |A|p pour
toute p ∈ S. On prend un élément non nul z ∈ A et on considère xz−1. Comme
|xz−1|p 6 1 en dehors d’un ensemble fini et comme | |p est discrète, ou bien
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xz−1 ∈ R, et alors x = (xz−1)z ∈ A, ou bien xz−1 6= 0, et alors x 6= 0. Nous
pouvons donc supposer que x 6= 0.

En remplaçant A par x−1A, il suffit de démontrer que 1 ∈ A si A est un
idéal fractionnaire tel que |A|p > 1 pour toute p ∈ S. En remplaçant A par
R ∩ A, et en utilisant le théorème 2.2, il revient au même de démontrer que
1 ∈ A si A est un idéal fractionnaire contenu dans R avec |A|p = 1 pour toute
p ∈ S.

Soit z un élément non nul de A. D’après la définition 1.1(i), on a un sous-
ensemble fini T de S tel que |z−1|q 6 1 pour q ∈ S \ T . Comme z ∈ A ⊆ R,
on a |z|q = 1 pour tout q ∈ S \ T . Si |z|p = 1 pour tout p ∈ T , alors z−1 ∈ R,
donc 1 ∈ A. Ainsi, comme T est fini et comme les valeurs absolues | |p sont
discrètes, nous pouvons supposer que T est non vide et que |z|p < 1 pour toute
p ∈ T .

Pour chaque p ∈ T , on prend un xp ∈ A tel que |xp|p = 1. Comme |z|q = 1
en dehors d’un ensemble fini, le théorème 1.5 dit qu’il existe un yp ∈ k tel que
|yp − x−1

p |p 6 |z|p < 1, et |yp|q 6 |z|q 6 1 pour toute q ∈ S \ {p}. Comme
|x−1
p |p = 1, et comme | |p est ultramétrique, on a yp ∈ R. Si q ∈ T , alors∣∣∣1−∑

p∈T
xpyp

∣∣∣
q

=
∣∣∣∣(1− xqyq)−∑p∈T\{q}

xpyp

∣∣∣∣
q

6 max(|1− xqyq|q,max{ |yp|q : p ∈ T \ {q} })
6 max(|xq(x−1

q − yq)|q, |z|q) = |z|q,

et si q ∈ S \ T , alors ∣∣∣1−∑
p∈T

xpyp

∣∣∣
q
6 1 = |z|q.

Ainsi (1−
∑
p∈T xpyp)z−1 ∈ R, donc 1−

∑
p∈T xpyp ∈ zR ⊆ A. Mais xpyp ∈ A,

donc 1 ∈ A.

Corolaire 2.4. Si A ⊆ B sont des idéaux fractionnaires, A est détachable
dans B. Donc tout domaine de Dedekind discret est fortement discret.

Démonstration. Si x ∈ B, alors le théorème 2.3 dit que x ∈ A si, et seulement
si, |x|p 6 |A|p pour toute p ∈ S. On a un sous-ensemble fini T de S tel
que |A|p = |B|p = 1 pour p ∈ S \ T . Donc x ∈ A si, et seulement si, |x|p 6 |A|p
pour toute p ∈ T , ce qui est décidable.

En prenant B = R, on voit que R est fortement discret.

Nous pouvons maintenant démontrer que les idéaux fractionnaires sont de
type fini.
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Théorème 2.5. Pour toute p ∈ S, choisissons un élément dp du groupe de
valeurs de | |p, avec la condition que dp = 1 en dehors d’un sous-ensemble fini
de S. Soit A = {x ∈ k : |x|p 6 dp pour toute p ∈ S }. Alors A 6= 0, et si y est
un élément non nul de A, il existe un x ∈ A non nul tel que A est engendré
par x et y comme R-module. De plus, |A|p = dp pour chaque p ∈ S.

Démonstration. D’après le théorème 1.5, il y a un y non nul dans A. Soit T
un sous-ensemble fini de S tel que |y|p = dp = 1 pour les p ∈ S \ T . D’après le
théorème 1.5, il existe un x ∈ k tel que

(i) |x|p = dp pour toute p ∈ T ;
(ii) |x|q 6 1 pour toute q ∈ S \ T .

Soit B le sous-module de A engendré par x et y. Alors

|B|p = max(|x|p, |y|p) = dp pour toute p ∈ S,

donc |A|p = |B|p pour toute p ∈ S, puis A = B d’après le théorème 2.3.

Soit I l’ensemble des fonctions a : S → Z telles que a(p) = 0 en dehors
d’un ensemble fini (qui dépend de a). Alors I est le groupe abélien libre
sur l’ensemble S. Soit gp le générateur du groupe de valeurs de | |p dont la
valeur absolue est < 1. On considère l’application ϕ depuis le monoïde des
idéaux fractionnaires (pour la multiplication) vers I, définie en envoyant A
sur la fonction a telle que |A|p = g

a(p)
p . Le théorème 2.2(ii) dit que ϕ est un

homomorphisme, le théorème 2.3 dit qu’il est injectif, et le théorème 2.5 dit
qu’il est surjectif. De plus, si ϕ(A) 6= ϕ(B), alors A 6= B comme sous-ensembles
de k ; i.e. ou bien il existe un élément x ∈ A tel que x 6= y pour tout y ∈ B, ou
bien il existe un élément y ∈ B tel que y 6= x pour tout x ∈ A.

La base naturelle du groupe abélien libre I sur S est donnée par les fonc-
tions δp qui vérifient δp(p) = 1 et δp(q) = 0 pour q 6= p. Les idéaux fractionnaires
correspondants Mp sont des idéaux maximaux de R, car si x ∈ R avec |x|p < 1,
alors on a x ∈Mp, tandis que si |x|p = 1, alors l’idéal A de R engendré par x
et Mp vérifie |A|q = 1 pour tout q ∈ S, donc est égal à R 1.

Exercices

1. Montrer que tout idéal fractionnaire est détachable dans k. Construire
un exemple brouwerien d’un sous-module de type fini de la complétion
p-adique de Q qui n’est pas détachable.

1. NdT. La structure du groupe multiplicatif des idéaux fractionnaires de k est donc
l’analogue exact de celle du groupe multiplicatif des nombres rationnels > 0. Et pour le
sous-monoïde des idéaux entiers, le théorème de décomposition unique en facteurs premiers est
vérifié, comme pour un anneau principal à factorisation unique. Cependant, comme un anneau
principal n’est pas nécessairement à factorisation unique, ce n’est pas non plus nécessairement
un domaine de Dedekind.
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2. Montrer qu’un domaine de Dedekind discret est un anneau de Lasker-
Noether intégralement clos dans lequel tout idéal premier propre non nul
est maximal.

3 Extensions finies
Nous sommes intéressés par les valeurs absolues discrètes p sur un corps

discret k qui satisfont la propriété suivante, triviale en mathématiques classiques.

Propriété 3.1. Le hensélisé k̃p est séparablement factoriel, et le corps rési-
duel kp satisfait la condition P .

Soit p une valeur absolue discrète sur k qui satisfait la propriété 3.1, et soit E
une extension finie séparable de k. Alors les théorèmes XII.8.4 et XII.8.5 disent
que toute valeur absolue sur E qui prolonge p est discrète, et que l’ensemble de
ces valeurs absolues est fini.

Les valeurs absolues p-adiques sur Q satisfont la propriété 3.1. Les corps de
nombres de la théorie des nombres algébriques sont des extensions de dimension
finie de Q, et ils sont munis d’ensembles de Dedekind de valeurs absolues de la
manière suivante.

Théorème 3.2. Soit k un corps discret et S un ensemble de Dedekind de
valeurs absolues sur k, chacune d’entre elles satisfaisant la propriété 3.1. Soit E
une extension séparable de dimension finie de k, et soit S′ l’ensemble des valeurs
absolues sur E qui prolongent une valeur absolue de S. Alors S′ est un ensemble
de Dedekind de valeurs absolues sur E.

Démonstration. Nous montrons d’abord que l’ensemble S′ est discret. Soient P
et Q ∈ S′. Si P et Q prolongent des valeurs absolues distinctes de S, alors elles
sont distinctes. Supposons maintenant que P et Q prolongent la même valeur
absolue p ∈ S. D’après le théorème XII.7.5, l’ensemble des valeurs absolues
de S′ qui prolongent p est fini, donc P = Q ou P 6= Q.

Le fait que toute valeur absolue de S′ est discrète se trouve dans le théo-
rème XII.8.4.

Étant donné x ∈ E, nous devons construire un sous-ensemble fini T ′ de
S′ tel que |x|p 6 1 pour toute P ∈ S′ \ T ′. Comme E est une extension de
dimension finie de k, le théorème VI.1.13 dit qu’il existe un polynôme irréductible
f(X) = Xn + a1X

n−1 + · · · + an ∈ k[X] tel que f(x) = 0. Soit T un sous-
ensemble fini de S tel que |ai|p 6 1 pour chaque i et chaque p ∈ S \ T . Soit T ′
le sous-ensemble fini de S′ formé par les valeurs absolues sur E qui prolongent
les éléments de T . Si P ∈ S′ \ T ′, alors |ai|P 6 1, donc |x|P 6 1 car P est
ultramétrique.

Enfin, nous montrons que si P et P ′ sont des valeurs absolues distinctes
dans S′ et si ε > 0, il existe un x ∈ E tel que |1 − x|P et |x|P ′ sont < ε
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et |x|Q 6 1 pour les Q ∈ S′ \ {P, P ′}. Soient P et P ′ qui prolongent p et p′ ∈ S
respectivement. Si p 6= p′, alors, comme S est un ensemble de Dedekind, on a
un x ∈ k qui satisfait les propriétés requises. Supposons maintenant que p = p′.
Nous pouvons supposer ε 6 1. Soit S′p l’ensemble fini des valeurs absolues
sur E qui prolongent p. D’après le théorème 1.4, il existe un y ∈ E tel que
|y|Q < ε pour toute Q ∈ S′p \ {P} et |y − 1|P < ε ; par conséquent, |y|Q 6 1
pour toute Q ∈ S′p. D’après le paragraphe précédent, on a un sous-ensemble
fini T ′ de S′, disjoint de S′p, tel que |y|Q 6 1 pour toute Q ∈ S′ \ T ′. Soit T le
sous-ensemble fini de S des valeurs absolues qui ont un prolongement dans T ′.
Alors p /∈ T , et, d’après le théorème 1.5, on a un x ∈ k tel que |x|q 6 |y|−1

Q

pour toute Q qui prolonge q ∈ T , |1− x|p < ε, et |x|q 6 1 pour toute q ∈ S \ T .
Alors |xy|Q = |x|Q|y|Q 6 1 pour toute Q ∈ S′, |1−xy|P = |1−y+(1−x)y|P < ε
et |xy|P ′ < ε.

Soit R un domaine de Dedekind discret et k son corps de fractions. Soit
E une extension séparable de dimension finie de k. Si les valeurs absolues
qui définissent R satisfont la propriété 3.1, le théorème 3.2 montre comment
construire un domaine de Dedekind avec E pour corps de fractions. Nous
donnons maintenant une caractérisation purement algébrique de ce domaine de
Dedekind.

Théorème 3.3. Soit E une extension séparable de dimension finie d’un corps
discret k. Soit S un ensemble de Dedekind de valeurs absolues sur k qui satisfont
la propriété 3.1. Soit S′ l’ensemble de Dedekind sur E formé par les valeurs
absolues qui prolongent une valeur absolue de S. Pour tout élément x ∈ E, les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) x est un entier de S′.
(ii) x annule un polynôme irréductible unitaire à coefficients dans R.
(iii) x est entier sur R.

Démonstration. Clairement (ii) implique (iii), tandis que (iii) implique (i) parce
que toute valeur absolue de S′ est ultramétrique et prolonge une valeur absolue
de S.

Montrons que (i) implique (ii). Soit α ∈ E un entier de S′. Comme E est de
dimension finie, le théorème VI.1.13 dit que α annule un polynôme irréductible
f(X) = Xn + a1X

n−1 + · · · + an ∈ k[X]. Ainsi k[α] est une extension de
dimension finie de k, et nous pouvons supposer que k[α] = E. Il suffit de
démontrer que |ai|p 6 1 pour toute p ∈ S et tout i. Soit p ∈ S, et soit k̃p
le hensélisé de k en p. Comme E est séparable, le polynôme f est séparable.
Comme p satisfait la propriété 3.1, le corps k̃p est séparablement factoriel, donc
le corolaire VII.2.5 dit qu’on a un corps de décomposition Kp pour f sur k̃p.
Soient r1, . . . , rn les racines de f ∈ Kp, et soit P l’unique extension de la valeur
absolue p à Kp obtenue par le théorème XII.7.3. On définit des monomorphismes
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σi : E → Kp pour i = 1, . . . , n, en posant σix = ri. D’après le théorème XII.7.5,
chaque valeur absolue | | sur E qui prolonge p est de la forme |y| = |σiy|P
pour un i. Comme |x|Q 6 1 pour toute Q ∈ S′, on obtient |ri|P 6 1 pour
i = 1, . . . , n. Les coefficients de f(X) sont des polynômes symétriques en les
racines rj , et comme P est ultramétrique, on a |ri|P 6 1 pour tout i. Or ri ∈ k,
donc |ri|p = |ri|P 6 1.
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Postface du traducteur

L’algèbre dans le style de Bishop :
quelques points essentiels du livre
A course in constructive algebra

Introduction
Le livre qui précède, que nous citerons sous la forme [CCA], est une mise à

jour des bases de l’algèbre classique dans un style proche des mathématiques
constructives à la Bishop. Les versions constructives des théorèmes classiques
leur donnent une nouvelle saveur et sont beaucoup plus précises. D’une manière
qui peut sembler à priori étonnante, les démonstrations sont souvent plus simples
et plus élégantes que celles que l’on trouve dans les textes usuels en mathéma-
tiques classiques. Cela tient au fait que, n’ayant plus aucune baguette magique
du style «principe du tiers exclu » à sa disposition, on est forcé d’aller plus au
fond des choses, et de mieux comprendre les mathématiques. Les raccourcis
apparents qu’autorisent les mathématiques classiques introduisent ainsi souvent
des détours inutiles : il n’est pas toujours bon d’être très (trop ?) savant pour
traiter les problèmes de nature élémentaire, ou difficiles.

1 La réception de l’ouvrage
Après la postface se trouve un chapitre final sur la réception de [CCA]. La

lectrice y trouvera une liste bibliographique des travaux qui ont cité le livre
depuis sa parution. Cette liste est conséquente, mais la réception de l’ouvrage
par la communauté mathématique est plutôt décevante eu égard à son caractère
profondément novateur.

341
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La réception de l’ouvrage en France est encore plus confidentielle que celle
du livre de Bishop [2]. Je n’ai pratiquement jamais rencontré un ou une ma-
thématicienne française qui ait seulement entendu parler de l’existence de
l’ouvrage.

On pourrait s’attendre à ce que la communauté du Calcul Formel soit un
peu plus au fait puisque les théorèmes du livre ont tous un contenu calculatoire
direct qui leur permet, en principe, d’être implémentés dans les logiciels de
calcul formel usuel.

Il m’est arrivé de soumettre un article d’algèbre constructive à la section
«Computer Algebra » du Journal of Algebra, section dont les recommandations
aux auteurs indiquent explicitement l’intérêt de la revue pour les mathéma-
tiques constructives. Quelle ne fut pas ma surprise lorsque le rapporteur me
demanda d’expliquer ce que signifiait «ou » en mathématiques constructives, car
il était dérouté et ne comprenait pas certains arguments. L’article fut finalement
rejeté de cette section du Journal of Algebra, apparemment par impossibilité
de trouver un rapporteur compétent.

J’ai cependant découvert récemment l’article A constructive approach to
Freyd categories de Sebastian Posur, https://arxiv.org/abs/1712.03492v1.
J’extrais un morceau de la section 2, «Constructive category theory ». Cet article
me semble opérer un tournant salutaire et espéré.

To present our algorithmic approach to Freyd categories, we chose the
language of constructive mathematics (see, e.g., [MRR88]). We did that for
the following reasons : the language of constructive mathematics

1. reveals the algorithmic content of the theory of Freyd categories,
2. is perfectly suited for describing generic algorithms, i.e., constructions

not depending on particular choices of data structures,
3. allows us to express our algorithmic ideas without choosing some

particular model of computation (like Turing machines),
4. encompasses classical mathematics, i.e., all results stated in construc-

tive mathematics are also valid classically,
5. does not differ very much from the classical language in our particular

setup.
In constructive mathematics the notions of data types and algorithms

(or operations) are taken as primitives and every property must have an
algorithmic interpretation. For example, given an additive category A we
interpret the property

A has kernels
as follows : we have algorithms that compute for given

https://arxiv.org/abs/1712.03492v1
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• A,B ∈ ObjA, α ∈ HomA(A,B), an object ker(α) ∈ ObjA and a
morphism

KernelEmbedding(α) ∈ HomA(ker(α), A)

for which KernelEmbedding(α) · α = 0,
• A,B, T ∈ ObjA, α ∈ HomA(A,B), τ ∈ HomA(T,A) such that
τ · α = 0, a morphism u ∈ HomA(T, ker(α)) such that

u ·KernelEmbedding(α) = τ ,

where u is uniquely determined (up to =) by this property.
Another important example is given by decidable equality, where we

interpret the property that for all objects A,B ∈ A, we have

∀α, β ∈ HomA(A,B) : (α = β) ∨ (α 6= β)

as follows : we are given an algorithm that decides or disproves equality of
a given pair of morphisms. . .

On the other hand, we allow ourselves to work classically whenever
we interpret Freyd categories in terms of finitely presented functors. The
reason for this is pragmatic : we want to demonstrate the usefulness of
having Freyd categories computationally available, and we believe that this
can be done by interpreting Freyd categories in terms of other categories
that classical mathematicians care about.

2 Une théorie des ensembles revisitée
Dans [CCA], les auteurs introduisent une philosophie des mathématiques

qui diffère légèrement de celle de [2, Bishop, 1967]. Ce point de vue se trouve
sans doute exprimé de manière plus directe dans les articles [9, 10] et dans le
livre [3].

Tout d’abord, comme chez Bishop, le point de vue n’est pas celui d’une
mathématique formalisée, mais celui d’une mathématique ouverte à des dé-
veloppements imprévisibles, et pour laquelle le seul critère de vérité est la
conviction qu’emporte une démonstration. L’univers mathématique n’est donc
pas préexistant, il est bien au contraire une construction proprement humaine,
à l’usage de la communauté humaine.

Un point original est cependant le suivant. L’attitude générale dans [CCA] est
de considérer que toutes les mathématiques, aussi bien classiques que construc-
tives, explorent un même univers d’objets idéaux, mais avec des outils différents.
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Les mathématiques constructives sont une généralisation des mathématiques
classiques en ce qu’elles ne supposent ni le principe du tiers exclu ni l’axiome
du choix, exactement comme la théorie des groupes est une généralisation de la
théorie des groupes commutatifs en ce qu’elle ne suppose plus valide la règle de
commutativité.

Commençons par un premier extrait de [CCA].

Notre notion de ce qu’est un ensemble est une notion plutôt libérale.

Définition I.2.1. Un ensemble S est défini lorsque nous décrivons comment
construire ses éléments à partir d’objets qui peuvent avoir été déjà construits,
ou peut-être pas, avant S lui-même, et lorsque nous expliquons ce que signifie
pour deux éléments de S qu’ils sont égaux.

À la suite de Bishop nous regardons la relation d’égalité sur un ensemble
comme conventionnelle : quelque chose à préciser lorsque l’ensemble est dé-
fini, et qui est soumis à la seule contrainte d’être une relation d’équivalence.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Une relation unaire P sur S définit un sous-ensemble A = {x ∈ S :
P (x) } de S : un élément de A est un élément de S qui satisfait la propriété P ,
et deux éléments de A sont égaux si, et seulement si, ils sont égaux comme
éléments de S. Si A et B sont des sous-ensembles de S, et si chaque élément
de A est un élément de B, nous disons que A est contenu dans B, et nous
écrivons A ⊆ B. Deux sous-ensembles A et B d’un ensemble S sont égaux
si A ⊆ B et B ⊆ A ; ceci est clairement une relation d’équivalence sur
les sous-ensembles de S. Nous avons décrit comment construire un sous-
ensemble de S, et ce que cela signifie d’être égaux pour deux sous-ensembles
de S. Donc nous avons défini l’ensemble de tous les sous-ensembles, encore
appelé l’ensemble des parties de S.

Les lecteurs de Bishop sont ici très étonnés. Les auteurs pensent en effet
que la notion de « relation unaire sur un ensemble donné » est suffisamment
claire pour que l’on puisse considérer l’ensemble de toutes ces relations unaires.
C’est-à-dire considérer que l’on sait les construire, comme par exemple on sait
construire un entier naturel, un nombre réel ou une fonction réelle. Or cela
semble problématique car nul ne prétend connaitre un langage universel pour
les mathématiques, dans lequel on pourrait codifier ces relations unaires. En
particulier, si l’ensemble Ω des parties du singleton {0} existe, cela signifie que
les valeurs de vérité forment un ensemble et non pas une classe. La difficulté
est que l’on semble faire ici comme si l’on savait d’avance comment on pourra
reconnaitre ce que seront les valeurs de vérité possibles dans l’avenir.

En fait, il semble que chaque fois qu’un «ensemble des parties de . . . » est
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implicite ou explicite dans le livre, c’est dans un cadre où n’interviennent pas
toutes les parties, mais seulement certaines parties, qui peuvent être regroupées
dans un ensemble au sens plus strict adopté par Bishop ; ou alors la quantification
sur l’ensemble des parties n’est pas nécessaire à la clarté du texte 1.

J’illustre ceci par un théorème assez extraordinaire, à la démonstration
incroyablement simple et élégante 2.

La décomposition obtenue dans le théorème V.2.3 est essentiellement
unique sur n’importe quel anneau commutatif.

Théorème V.2.4. Soient R un anneau commutatif, m 6 n des entiers > 0,
et I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Im et J1 ⊇ J2 ⊇ · · · ⊇ Jn des idéaux de R. Supposons
qu’un R-module M soit isomorphe à

⊕m
i=1 R/Ii et à

⊕n
j=1 R/Jj . Alors

(a) J1 = J2 = · · · = Jn−m = R.
(b) Ii = Jn−m+i pour i = 1, . . . ,m.

Ici, on ne fait aucune hypothèse sur les idéaux Ii et Jj . D’un point de vue
d’une formalisation du discours, il semble donc qu’il faudrait quantifier sur
l’ensemble de tous les idéaux de l’anneau R, ensemble tout aussi problématique
que l’ensemble des parties de R. Mais on voit bien que c’est uniquement dans
le cadre d’une formalisation mal maitrisée du discours que la nécessité de
« l’ensemble des idéaux de R » se fait sentir. Pareillement, on n’a pas besoin de
quantifier sur la classe des anneaux commutatifs lorsque l’on écrit : «Soit R un
anneau commutatif ». Voir à ce sujet l’article [7, Dependent sums and dependent
products in Bishop’s set theory] de Iosif Petrakis pour un système formel
utilisant la quantification sur des classes.

Signalons cependant le passage suivant qui traite de la catégorie des en-
sembles, et où l’ensemble Ω des parties de {0} joue bien un rôle crucial. Notons
que le joli théorème démontré ici ne semble pas avoir d’autre utilité qu’esthé-
tique, dans le cadre de la théorie des catégories. Voir [18] pour une analyse de
ce théorème dans le cadre de la théorie des types de Martin-Löf.

[. . . ] La propriété catégorique qui correspond au fait qu’une fonction f
est injective est la suivante : si g et h sont des flèches depuis n’importe quel

1. L’exception la plus importante se trouve dans la définition des ensembles bien fondés et
des ordinaux, voir plus loin page 347.

2. On ne trouve pas ce théorème dans les grands traités d’algèbre en mathématiques
classiques actuels. Par exemple Bourbaki (Algèbre, Chapitre VII, paragraphe 4, section 1),
qui est un des meilleurs pour ce problème, ne donne le théorème que pour le cas où m = n,
I1 6= R et J1 6= R. Et la démonstration est moins belle que celle de [CCA].
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ensemble C vers A et si fg = fh, alors g = h ; c’est-à-dire f est simplifiable à
gauche (on dit aussi régulier à gauche). Le fait qu’une fonction f est injective
si, et seulement si, elle est simplifiable à gauche, est une démonstration
purement routinière.

Une fonction f de A vers B est surjective si pour chaque b ∈ B il existe
un a ∈ A tel que f(a) = b. La propriété catégorique correspondante est
que f est simplifiable à droite, c’est-à-dire que si g et h sont des flèches
de B vers n’importe quel ensemble C et si gf = hf , alors g = h. Le fait
qu’une fonction f est surjective si, et seulement si, elle est simplifiable à
droite, est une démonstration moins routinière que la démonstration du
résultat correspondant pour les flèches simplifiables à la gauche.

Théorème I.4.1. Une fonction est simplifiable à droite dans la catégorie
des ensembles si, et seulement si, elle est surjective.

Démonstration. Supposons que f : A → B est surjective et que gf = hf .
Pour tout b ∈ B il existe un a ∈ A tel que f(a) = b. Donc g(b) = g(f(a)) =
h(f(a)) = h(b), et g = h. Réciproquement supposons que f : A → B
est simplifiable à droite, et soit Ω l’ensemble des sous-ensembles de {0}.
Définissons g : B → Ω par g(b) = {0} pour tout b, et définissons h : B → Ω
par

h(b) = {x ∈ {0} : b = f(a) pour un a }.

Donc h(b) est le sous-ensemble de {0} tel que 0 ∈ h(b) si, et seulement si, il
existe un a tel que b = f(a). Clairement gf = hf est la fonction qui fait
correspondre à tout élément de A le sous-ensemble {0}. Donc g = h, et par
suite 0 ∈ h(b), ce qui signifie que b = f(a) pour un a.

En fait, un trait original de [CCA] est la considération d’une notion de
catégories en tant qu’objets mathématiques à part entière et non comme une
simple «manière de parler » :

Nous travaillons avec deux types de collections d’objets mathématiques,
les ensembles et les catégories.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Étant donnés deux groupes, ou deux ensembles, il est en général incorrect
de demander s’ils sont égaux ; la question pertinente est de savoir s’ils sont
ou ne sont pas isomorphes, ou plus généralement quels sont les morphismes
entre eux.

Une catégorie est une collection d’objets (comme l’est un ensemble).
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Une relation d’égalité sur un ensemble construit, pour deux objets a et b
de cet ensemble, une proposition «a = b ». Pour spécifier une catégorie C,
nous devons montrer comment construire, pour deux objets A et B de C,
un ensemble C(A,B).

Un intérêt primordial des catégories est de permettre de généraliser la notion
de famille d’objets (indexée par un ensemble). Pour la catégorie des ensembles,
Bishop ne considère dans [2] que des familles de sous-ensembles d’un même
ensemble. Mais dans les mathématiques usuelles, et particulièrement en algèbre,
on a parfois besoin d’une notion plus générale, qui correspond à la notion de
types dépendants en théorie constructive des types.

En utilisant la notion de foncteur nous pouvons étendre notre définition
d’une famille d’éléments dans un ensemble à celle d’une famille d’objets
dans une catégorie C. Soit I un ensemble. Une famille A d’objets de C
indexée par I est un foncteur depuis I, vu comme une catégorie, vers la
catégorie C. Nous notons souvent une telle famille par {Ai}i∈I . Si i = j, la
flèche de Ai vers Aj est notée Aij , et c’est un isomorphisme.

Avec cela comme outil, il est possible de construire certains objets cruciaux,
comme

— les limites et colimites (en particulier les produits et les sommes directes
de familles) dans certaines catégories,

— certaines structures algébriques librement engendrées par un ensemble S
qui n’est pas nécessairement discret,

— de nombreuses opérations usuelles en mathématiques classiques sur les
ordinaux (voir la définition des ordinaux dans [CCA] plus loin).

Par exemple on démontre qu’un module librement engendré par un en-
semble S est plat ; mais il n’est pas nécessairement projectif (exercice IV.4.9).
Le théorème classique selon lequel tout module est quotient d’un module libre
reste valable ; la conséquence efficace n’est pas qu’il est quotient d’un module
projectif, mais plutôt quotient d’un module plat. Ainsi, en forçant les ensembles
à être discrets (selon le principe du tiers exclu), les mathématiques classiques
simplifient à outrance la notion de module libre et aboutissent à des conclusions
impossibles à satisfaire de manière algorithmique.

Une notion naturelle d’ordinal 1 est également introduite dans le chapitre I
de [CCA], et elle est utilisée dans les problèmes de classification des groupes
abéliens (au chapitre XI).

1. Cette notion est différente de celle que l’on peut trouver chez Brouwer ou Martin-Löf.
Voir aussi [4, A constructive theory of ordinals].
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Remarquons que la notion d’ensemble bien fondé définie ci-dessous utilise la
quantification sur toutes les parties de W .

Soit W un ensemble muni d’une relation a < b. Un sous-ensemble
S de W est dit héréditaire si w ∈ S chaque fois que w′ ∈ S pour tout
w′ < w. L’ensemble W , ou la relation a < b, est dite bien fondée si tout
sous-ensemble héréditaire de W est égal à W . Un ensemble ordonné discret
est dit bien fondé si la relation a < b (i.e. a 6 b et a 6= b) est bien fondée.
Un ordinal, ou ensemble bien ordonné, est un ensemble totalement ordonné
discret et bien fondé.

Les ensembles bien ordonnés fournissent l’environnement pour les argu-
ments par induction généraux.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pour des ordinaux λ et µ on définit un plongement de λ dans µ comme
une fonction ρ de λ vers µ telle que si a < b alors ρa < ρb, et si c < ρb,
alors on a un a ∈ λ tel que ρa = c. [. . . ]

Théorème I.6.5. Si λ et µ sont des ordinaux et si ρ et σ sont des plonge-
ments de λ dans µ, alors ρ = σ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Lorsque l’on a un plongement de l’ordinal λ dans l’ordinal µ, nous
écrivons λ 6 µ. Clairement, une composition de plongements est un plon-
gement, donc cette relation est transitive. Le théorème 6.5 implique que
si λ 6 µ et µ 6 λ, alors λ et µ sont isomorphes, i.e. il y a une bijection
de λ vers µ qui préserve et réfléchit l’ordre. Il est naturel de dire que deux
ordinaux isomorphes sont égaux. [. . . ]

On se retrouve ainsi dans un cadre voisin de la théorie constructive des
types dépendants, où tous les types sont créés par des définitions inductives
généralisées.

Dans les sections suivantes, nous donnons quelques exemples significatifs de
théorèmes classiques auxquels la reformulation constructive apporte un éclairage
nouveau et des renseignements supplémentaires précis.

Nous indiquons aussi quelques exemples de théorèmes triviaux en mathéma-
tiques classiques et pourtant très importants du point de vue algorithmique.
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3 L’exemple des anneaux principaux et des
modules de type fini sur ces anneaux

Un anneau principal est en mathématiques classiques un anneau intègre
dans lequel tout idéal est de type fini. D’un point de vue constructif, même
le corps à deux éléments ne satisfait pas cette définition : on considère l’idéal
engendré par une suite binaire ; fournir un générateur de cet idéal revient à
décider si la suite est identiquement nulle, ce qui est LPO (voir page 4).

Une définition algorithmiquement pertinente, et classiquement équivalente
à la définition classique, est celle d’un anneau de Bézout intègre discret qui
satisfait une condition de noethérianité convenablement formulée.

Un monoïde à pgcd est un monoïde commutatif régulier dans lequel
toute paire d’éléments possède un plus grand commun diviseur. Un anneau
intègre à pgcd est un anneau intègre discret dont les éléments non nuls
forment un monoïde à pgcd.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Un idéal principal d’un monoïde commutatif M est un sous-ensemble I
de M tel que I = Ma = {ma : m ∈M } pour un a ∈M . Nous disons que
le monoïde M satisfait la condition de chaine des diviseurs si pour chaque
chaine ascendante I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · d’idéaux principaux, il y a un n tel
que In = In+1.

On dit qu’un anneau intègre discret satisfait la condition de chaine des
diviseurs si le monoïde des éléments non nuls la satisfait.

Définition IV.2.7. Un anneau de Bézout intègre, ou domaine de Bézout
est un anneau intègre discret tel que pour tous éléments a, b on a deux
éléments s, t tels que sa + tb divise a et b. Un anneau principal est un
domaine de Bézout qui satisfait la condition de chaine des diviseurs.

Le théorème de structure classique dit qu’un module de type fini sur un
anneau principal est la somme directe d’un sous-module libre de rang fini et du
sous-module de torsion, lui même égal à une somme directe de modules R/(ai)
avec les ai non nuls mis dans un ordre où chaque ai divise le suivant.

La forme algorithmique la plus pure de ce théorème est le théorème de
réduction d’une matrice en forme normale de Smith.

Une matrice A = (aij) est en forme normale de Smith si elle est diago-
nale et si aii|ai+1,i+1 pour tout i.



350 Postface du traducteur

Théorème V.1.2. Toute matrice sur un anneau principal est équivalente
à une matrice en forme normale de Smith.

Théorème V.1.4. Deux matrices en forme normale de Smith sur un anneau
intègre à pgcd sont équivalentes si, et seulement si, les éléments diagonaux
correspondants sont associés.

Le théorème de structure pour les modules de présentation finie est une
conséquence directe du théorème V.1.2.

Théorème V.2.3 (théorème de structure). Soit M un module de présen-
tation finie sur un anneau principal R. Alors il existe des idéaux principaux
I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ In tels que M est isomorphe à la somme directe R/I1 ⊕
R/I2 ⊕ · · · ⊕R/In.

Puisque l’anneau est discret par définition, on peut séparer la somme en deux
morceaux : le début, pour les indices de 1 à k disons, est alors le sous-module de
torsion, avec Ik = (ak) 6= 0, et le deuxième morceau, pour les j > k avec les aj
nuls, est un module libre de rang n− k. Par contre, pour savoir quels Ij (pour
les premiers indices j) sont égaux à R (et donc pourraient être supprimés sans
dommage), il faut disposer d’un test pour l’inversibilité d’un élément, ce qui est
la même chose ici que disposer d’un test de divisibilité entre deux éléments.

En mathématiques classiques, le théorème V.2.3 est énoncé pour les modules
de type fini. D’un point de vue classique, les modules de type fini sur un anneau
principal sont de présentation finie, tandis que d’un point de vue constructif il
est clairement impossible d’avoir un algorithme pour réaliser cette implication,
même dans le cas simple d’un Z-module Z/I avec I de type dénombrable (par
exemple engendré par une suite binaire).

La manière dont Bourbaki (Algèbre, chapitre VII) traite ces théorèmes
mérite la comparaison. Le théorème de structure est donné avant le théorème de
réduction de Smith pour les matrices. Et les démonstrations, qui utilisent trop
le principe du tiers exclu, échouent à produire des algorithmes pour expliciter
les théorèmes.

4 Les problèmes de factorisation
Le théorème IV.4.7(i) ci-après est usuellement démontré pour les anneaux

factoriels, mais la condition noethérienne sous-jacente est en fait inutile.
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Théorème IV.4.7. Soit R un anneau intègre discret.
(i) Si R est un anneau à pgcd, alors il en va de même pour R[X].

On invite le lecteur à apprécier l’élégance de la démonstration que l’on
trouve dans [CCA].

Le théorème classique de décomposition en facteurs premiers dans un mo-
noïde à pgcd qui satisfait la condition de chaine des diviseurs est inaccessible
d’un point de vue algorithmique. Il est remplacé en mathématiques constructives
par un théorème un peu plus subtil qui rend en pratique les mêmes services que
le théorème classique.

Théorème IV.1.8 (factorisation partielle). Soient x1, . . . , xk des éléments
d’un monoïde à pgcd M qui satisfait la condition de chaine des diviseurs.
Alors on peut construire une famille P d’éléments de M deux à deux
premiers entre eux telle que chaque xi est associé à un produit d’éléments
de P.

Soit M un monoïde régulier. Un élément a ∈ M est dit borné par
l’entier naturel n si chaque fois que a = a0 · · · an avec des ai ∈ M , alors
l’un des ai est inversible. Un élément de M est borné s’il est borné par
un entier naturel ; le monoïde M est à décomposition bornée si tous ses
éléments sont bornés. Un anneau intègre discret est à factorisation bornée
si ses éléments non nuls forment un monoïde à décomposition bornée.

Un anneau intègre à pgcd qui satisfait la condition de chaine des divi-
seurs est appelé un quasi-AFU, où AFU est un acronyme pour «anneau à
factorisation unique (en facteurs premiers) ».

Les anneaux quasi-AFU et les anneaux à pgcd à factorisation bornée sont
deux versions constructives non équivalentes (constructivement) de la notion
classique d’anneau factoriel. En fait, on trouve dans [CCA] encore trois autres
versions constructives de cette notion classique.

Définition IV.2.1. Un anneau intègre discret R est appelé un anneau à
factorisation unique, ou un AFU, si tout élément r non nul de l’anneau
est inversible ou admet une factorisation essentiellement unique en produit
d’éléments irréductibles, i.e. si r = p1 · · · pm et r = q1 · · · qn sont deux
factorisations de r en produit d’éléments irréductibles, alors m = n et on
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peut réindexer les facteurs de façon à ce que pi ∼ qi pour chaque i. Nous
disons que R est factoriel si R[X] est un anneau à factorisation unique.
Un corps discret k est dit pleinement factoriel si tout corps extension de
dimension finie de k est factoriel.

Les cinq versions constructives sont en mathématiques classiques équivalentes
à la notion classique, mais elles introduisent des distinctions pertinentes du
point de vue algorithmique, totalement invisibles en mathématiques classiques,
par la faute de l’utilisation du principe du tiers exclu, qui écrase ces distinctions
pertinentes. Dans le théorème IV.4.7 les points (ii) (joint au point (i)) et (vi) (i.e.
(i) et (v)) sont deux versions distinctes, inéquivalentes, d’un même théorème de
mathématiques classiques sur les anneaux factoriels.

Théorème IV.4.7. Soit R un anneau intègre discret.
(i) Si R est un anneau à pgcd, alors il en va de même pour R[X].
(ii) Si R est à factorisation bornée, alors il en va de même pour R[X].
(iii) Si R a ses unités détachables, alors il en va de même pour R[X].
(iv) Si la divisibilité est décidable dans R, alors il en va de même pour

R[X].
(v) Si R satisfait la condition de chaine des diviseurs, alors il en va de

même pour R[X].
(vi) Si R est un quasi-AFU, alors il en va de même pour R[X].

Concernant les problèmes de factorisation des polynômes sur un corps discret,
la situation algorithmique n’est pas décrite correctement par les mathématiques
classiques. Par exemple, le problème de factorisation dans k[X] n’est pas trivial,
contrairement à ce qu’affirme le théorème des mathématiques classiques.

Le chapitre VII de [CCA] explore cette situation en grands détails.
Le théorème constructif de base sur ce sujet est donné dans le chapitre VI.

Comme il arrive que la caractéristique d’un corps ou d’un anneau ne soit pas
connue d’avance, mais puisse être révélée au cours d’une construction, certaines
précautions sont nécessaires dans les énoncés, comme ci-dessous dans le point (i).
Notez que si l’on découvre un nombre premier p non nul dans un anneau k, il
est nécessairement unique (sauf si l’anneau est trivial).

Lorsque k est un corps discret, on laisse simplement tomber l’alternative «k
contient un élément non nul non inversible » dans le théorème. Mais il arrive
que dans [CCA] le théorème soit utilisé sous la forme précise donnée ici, par
exemple dans le chapitre IX sur la structure des algèbres de dimension finie.
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Théorème VI.6.3. Soient k un anneau commutatif discret avec unités
détachables, et S un ensemble fini de polynômes unitaires de k[X]. Alors,
ou bien k contient un élément non nul non inversible, ou bien nous pouvons
construire un ensemble fini T de polynômes unitaires de k[X] tel que :

(i) tout élément de T est de la forme f(Xq) avec f séparable et q égal
à 1 ou à une puissance d’un nombre premier nul dans k,

(ii) les éléments de T sont deux à deux étrangers,
(iii) tout polynôme de S est un produit de polynômes de T .

Lorsque k est un corps discret, on obtient ainsi, en partant d’une famille
donnée de polynômes univariés, une famille de polynômes unitaires séparables
deux à deux étrangers qui fournit une version plus précise du théorème général
de factorisation partielle IV.1.8 (lequel s’applique aux anneaux intègres à pgcd
qui satisfont la condition de chaine des diviseurs).

5 Les anneaux noethériens, les décompositions
primaires et le théorème de l’idéal principal
de Krull

Un R-module est dit fortement discret si tout sous-module de type fini est
détachable. Il est dit cohérent si tout sous-module de type fini est de présen-
tation finie. La notion d’anneau cohérent fortement discret est fondamentale
du point de vue algorithmique en algèbre commutative, en particulier pour la
raison suivante : sur un anneau cohérent fortement discret, les systèmes linéaires
sont parfaitement compris et maitrisés 1.

Dans les traités usuels en mathématiques classiques, cette notion est rarement
mise en avant parce que l’on préfère la notion d’anneau noethérien. En mathé-
matiques classiques, tout anneau noethérien A est cohérent parce que tous les
sous-modules de An sont de type fini, et tout module de type fini est cohé-
rent pour la même raison. En outre, on a le théorème de Hilbert qui dit que
si A est noethérien, toute A-algèbre de présentation finie est également un
anneau noethérien, tandis que la même affirmation est en défaut si l’on remplace
«noethérien » par «cohérent » (voir [17, Soublin, 1970]).

D’un point de vue algorithmique cependant, il semble impossible de trouver
une formulation constructive satisfaisante de la noethérianité qui implique la
cohérence. Et la cohérence est souvent la propriété la plus importante du point
de vue algorithmique. Comme conséquence, la cohérence doit être ajoutée (d’un

1. Dans l’article de Posur cité précédemment, ces anneaux sont appelés « calculables ».
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point de vue constructif) lorsque l’on utilise la notion d’anneau ou de module
noethérien.

La définition adoptée pour module noethérien dans [CCA] est : module
dans lequel toute suite croissante de sous-modules de type fini admet deux
termes consécutifs égaux. Il s’agit d’une définition constructivement acceptable,
équivalente en mathématiques classiques à la définition usuelle.

Le théorème classique disant que sur un anneau noethérien tout A-module
de type fini est noethérien est avantageusement remplacé par les théorèmes
constructifs suivants (voir dans [CCA] le corolaire III.2.6, le théorème III.2.7 et
le corolaire III.2.8).

Sur un anneau cohérent (resp. cohérent fortement discret), tout A-module
de présentation finie est cohérent (resp. cohérent fortement discret).
Sur un anneau cohérent noethérien (resp. cohérent noethérien fortement
discret), tout A-module de présentation finie est cohérent noethérien (resp.
cohérent noethérien fortement discret).

Deux résultats classiques importants sur les anneaux noethériens ont des
démonstrations constructives dans le cadre fixé par [CCA].

Théorème VIII.2.7 (Artin-Rees). Soit I un idéal de type fini d’un anneau
commutatif cohérent noethérien R. Soit N un sous-module de type fini d’un
R-module de présentation finie M . Alors il existe un entier k tel que pour
tout n > k on a

In−k(IkM ∩N) = InM ∩N.

Théorème VIII.2.8 (théorème d’intersection de Krull). Soient M un mo-
dule de présentation finie sur un anneau commutatif cohérent noethérien R
et I un idéal de type fini de R. Notons A =

⋂
n I

nM . Alors a ∈ Ia pour
tout a ∈ A, et donc IA = A.

Le théorème de la base de Hilbert
Quels sont les anneaux cohérents R pour lesquels les anneaux R[X1, . . . , Xn]

sont également cohérents ? D’un point de vue constructif, on connait deux classes
d’anneaux qui satisfont cette propriété : les anneaux cohérents noethériens (voir
ci-après) et les domaines de Prüfer (voir [19, Yengui, 2015, Chapter 4]).

Le théorème de la base de Hilbert pour la définition de noethérianité donnée
dans [CCA] est le suivant. Les démonstrations remontent à 1974 ([8, Richman,
1974] et [13, Seidenberg, 1974], voir aussi [11, Seidenberg, 1971] et [12, Seidenberg,
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1973] pour le cas des anneaux de polynômes sur un corps discret). Elles sont
exposées de manière limpide dans [CCA].

Théorème VIII.1.5 (théorème de la base de Hilbert). Si R est un anneau
cohérent noethérien (à gauche), alors il en va de même pour R[X]. Si en
outre R est fortement discret (à gauche), alors il en va de même pour R[X].

Une version de ce théorème en calcul formel (voir [1, 1994, Théorème 4.2.8])
dit que pour un anneau cohérent noethérien fortement discret R, on peut donner
un algorithme du type «base de Gröbner » pour calculer l’idéal de tête d’un idéal
de type fini dans R[X] = R[X1, . . . , Xn] pour un ordre monomial donné. On en
déduit assez facilement le théorème VIII.1.5. De la sorte, les deux théorèmes
peuvent être considérés comme essentiellement équivalents.

Cependant, les algorithmes sous-jacents aux deux démonstrations sont assez
différents. On doit aussi remarquer d’une part que les auteurs de 1994 semblent
ignorer que le problème a été essentiellement résolu en 1974, et d’autre part
que les algorithmes dans [1] ne sont pas certifiés de manière constructive (en
particulier, en se basant sur la démonstration classique, aucune borne ne peut
être calculée pour le nombre d’étapes de l’algorithme en fonction des données).

Le théorème de décomposition primaire
L’exposé de [CCA] sur le cadre constructif convenable pour les décompo-

sitions primaires est fondé sur les travaux de Seidenberg [14, 1978] et [15, 1984].
Il s’agit dans [CCA] d’une réélaboration de ce travail, de manière simplifiée et
synthétique.

Soit R un anneau commutatif. Un idéal Q de R est dit primaire si xy ∈ Q
implique x ∈ Q ou yn ∈ Q pour un n. On voit alors que

√
Q est un idéal

premier P .
Voici maintenant une légère variation par rapport à la terminologie classique,

sans réelle importance dans le cas noethérien : les idéaux concernés sont tous
de type fini 1.

Une décomposition primaire d’un idéal I d’un anneau commutatif est une
famille finie d’idéaux primaires de type fini Q1, . . . , Qn telle que I =

⋂
iQi avec

les
√
Qi de type fini. On dit aussi dans ce cas que l’idéal I est décomposable.

En mathématiques classiques, tout idéal d’un anneau noethérien admet une
décomposition primaire.

Dans le cadre constructif, pour un anneau cohérent noethérien fortement
discret, que doit-on ajouter comme hypothèses constructivement acceptables
pour avoir les décompositions primaires ?

1. Sauf I lui-même, mais dans le cadre des anneaux cohérents noethériens, I est nécessai-
rement de type fini.
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Voici une réponse possible, donnée dans [CCA].

Un anneau de Lasker-Noether est un anneau commutatif cohérent noe-
thérien fortement discret tel que le radical de tout idéal de type fini est
l’intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers de type fini.

Cette définition est constructivement acceptable parce que les anneaux Z,
Q[X], et k[X] lorsque k est corps discret algébriquement clos, satisfont ces
hypothèses de manière immédiate. De nombreux anneaux usuels, noethériens en
mathématiques classiques, satisfont également ces hypothèses, comme expliqué
plus loin.

En fait, on voit facilement que lorsque k est un corps discret, k[X] est un
anneau de Lasker-Noether si, et seulement si, le corps k est factoriel. Cette
équivalence précise est impossible à énoncer en mathématiques classiques car
tous les corps sont factoriels. On pourrait cependant énoncer un résultat analogue
en se restreignant au cadre des algorithmes mécanisables à la Turing.

Les premières propriétés importantes des anneaux de Lasker-Noether sont
résumées dans les trois théorèmes qui suivent. Le premier énoncé semble presque
trop précis, par souci de généralité, voir le commentaire qui suit.

Théorème VIII.8.1. Soit S un sous-monoïde multiplicatif d’un anneau
de Lasker-Noether R tel que I ∩ S est vide ou non vide pour tout idéal de
type fini I de R. Alors S−1R est un anneau de Lasker-Noether.

Si S = R \ P pour un idéal premier P , la condition «I ∩ S est vide ou
non vide » signifie «I est ou n’est pas contenu dans P ». Comme I est de type
fini, le test est effectif si, et seulement si, P est détachable. Une conséquence
du théorème VIII.8.1 est donc que pour tout idéal premier détachable, et en
particulier pour tout idéal premier de type fini, le localisé RP est un anneau de
Lasker-Noether.

Théorème VIII.8.2. Soient R un anneau de Lasker-Noether et I un idéal
de type fini de R. Alors R/I est un anneau de Lasker-Noether.

Théorème VIII.8.5 (théorème de décomposition primaire). Soit R un
anneau de Lasker-Noether. Alors tout idéal de type fini de R est décompo-
sable.
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Le théorème de l’idéal principal de Krull
Une propriété plus élaborée des anneaux de Lasker-Noether est le fameux

théorème de l’idéal principal de Krull, et le fait que tout idéal premier de type
fini a une hauteur bien définie.

Théorème VIII.10.4 (théorème de l’idéal principal généralisé). Soient R
un anneau de Lasker-Noether et I = (a1, . . . , an). Alors tout idéal premier
minimal au-dessus de I est de hauteur au plus n.

Théorème VIII.10.5. Soit P un idéal premier de type fini propre d’un
anneau de Lasker-Noether R. Alors il existe un m tel que P est de hauteur
m et est un idéal premier minimal au-dessus d’un idéal engendré par m
éléments.

Anneaux pleinement Lasker-Noether
Enfin, il faut répondre à la question : quelles hypothèses supplémentaires

faut-il ajouter à la définition d’un anneau de Lasker-Noether R pour que les
anneaux R[X1, . . . , Xn] soient également de Lasker-Noether ? Voici une réponse
donnée dans [CCA] :

On dit qu’un anneau R est pleinement Lasker-Noether si c’est un
anneau de Lasker-Noether et si pour chaque idéal premier de type fini P
de R, le corps de fractions de R/P est pleinement factoriel. Notez que
l’anneau des entiers Z est pleinement Lasker-Noether, de même que tout
corps pleinement factoriel.

Les trois théorèmes suivants (avec les théorèmes précédents sur les anneaux
de Lasker-Noether) montrent alors que dans ce cadre (c’est-à-dire avec cette
définition constructivement acceptable, équivalente en mathématiques clas-
siques à la définition d’anneau noethérien), un très grand nombre de théorèmes
classiques concernant les anneaux noethériens ont désormais une démonstration
constructive et une signification claire. Cela semble un «miracle » de la même
sorte que celui qu’a représenté la parution du livre de Bishop.

Théorème VIII.9.1. Soit I un idéal de type fini d’un anneau pleinement
Lasker-Noether R. Alors R/I est un anneau pleinement Lasker-Noether.

Théorème VIII.9.2. Si P est un idéal premier détachable d’un anneau
pleinement Lasker-Noether R, le localisé RP est un anneau pleinement
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Lasker-Noether.

Théorème VIII.9.6. Si R est un anneau pleinement Lasker-Noether, il
en va de même pour R[X].

Note. L’article [6, Perdry, 2004] définit une notion de noethérianité constructi-
vement plus forte que celle de [CCA]. Les exemples usuels d’anneaux noethériens
sont noethériens en ce sens. Avec cette notion, la définition d’un anneau de
Lasker-Noether devient plus naturelle : c’est un anneau noethérien cohérent
fortement discret qui possède un test de primalité pour les idéaux de type fini.
L’article développe une théorie agréable des anneaux pleinement Lasker-Noether
dans ce contexte.
Note. Le calcul de la décomposition primaire dans les anneaux de polynômes
sur un corps discret ou sur Z est un sujet de recherche actif en Calcul Formel.
L’article fondateur de Seidenberg est parfois cité, mais, à ma connaissance, le
livre [CCA] ne l’est jamais.

6 Le théorème de structure de Wedderburn
pour les k-algèbres de dimension finie

On parle ici de k-algèbres unitaires et associatives qui sont des k-espa-
ces vectoriels de dimension finie sur un corps discret k. Autrement dit, ce
sont des algèbres isomorphes à une sous-algèbre de type fini d’une algèbre de
matrices Ek(kn) (algèbre des k-endomorphismes de l’espace vectoriel kn). On
abrège la terminologie en parlant de «k-algèbre de dimension finie ».

Dans un anneau A non nécessairement commutatif, le radical de Jacobson
de A est l’ensemble I des éléments x tels que 1 + xA ⊆ A×. C’est un idéal
(bilatère), et le quotient A/I a son radical de Jacobson nul.

Lorsque A est une k-algèbre de dimension finie, ce radical peut aussi être
défini comme « radical nilpotent » : rad(A) est l’ensemble des éléments x tels
que l’idéal (à gauche) xA est nilpotent, i.e. il existe un entier n tel que tout
produit xa1 · · ·xan est nul.

Soit A une k-algèbre de dimension finie. On peut calculer une base du centre
de A ainsi que le polynôme minimal sur k d’un élément arbitraire de A. On
peut aussi calculer une base de l’idéal à gauche et une autre de l’idéal bilatère
engendrés par une partie finie de A. Mais il peut être difficile de calculer une
base du radical, et l’on ne peut pas affirmer en général que le radical est de
dimension finie (sur k).

Néanmoins, on sait calculer des objets qui sont triviaux en mathématiques
classiques (à condition qu’on ne cherche pas à les calculer !). Par exemple, comme
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alternative au calcul du radical, on a le théorème suivant.

Théorème IX.3.3. Soit A une k-algèbre de dimension finie et soit L un
idéal (à gauche) de A de dimension finie. Alors, ou bien L ∩ radA 6= 0, ou
bien A = L⊕N pour un idéal (à gauche) N .

Un module M est dit réductible s’il a un sous-module propre non nul ; sinon,
il est dit simple.

Une k-algèbre est dite simple si tout idéal bilatère est trivial. Lorsque
l’anneau est discret, comme dans le cas présent, la définition revient à dire que
si un élément est non nul, l’idéal (bilatère) qu’il engendre contient 1.

La première partie du théorème de Wedderburn affirme qu’une k-algè-
bre de dimension finie de radical nul est un produit de k-algèbres simples.
Voici la reformulation constructive que l’on trouve dans [CCA]. Un corps k
est dit séparablement factoriel si les polynômes séparables dans k[X] sont
décomposables en facteurs premiers.

Nous caractérisons maintenant les corps séparablement factoriels en
termes de décomposition d’algèbres en produit d’algèbres simples. Cela
constitue la première partie du théorème de Wedderburn.

Théorème IX.4.3 (théorème de Wedderburn, première partie). Un corps
discret k est séparablement factoriel si, et seulement si, toute k-algèbre de
dimension finie de radical nul est un produit d’algèbres simples.

Une précision concernant la capacité à calculer une base du radical est
donnée dans le corolaire suivant.

Corolaire IX.4.5. Un corps discret k est pleinement factoriel si, et seu-
lement si, toute k-algèbre de dimension finie contient un idéal nilpotent de
dimension finie I tel que A/I est un produit de k-algèbres simples.

La seconde partie du théorème de structure de Wedderburn pour les al-
gèbres semi-simples dit qu’une algèbre simple de dimension finie est isomorphe
à un anneau total de matrices carrées sur une algèbre à division (un corps
gauche).

La version constructive de ce théorème donnée dans [CCA] élucide d’une
manière surprenante le contenu calculatoire de ce théorème classique.
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Théorème IX.5.1 (théorème de structure de Wedderburn).
Soit A une k-algèbre de dimension finie qui contient un idéal à gauche non
trivial. L’une des propriétés suivantes est satisfaite.

(i) Le radical de A est non nul.
(ii) A est un produit de k-algèbres de dimension finie (de dimensions

plus petites que A).
(iii) Il existe un entier n > 1 tel que A est isomorphe à l’anneau des

matrices carrées n× n sur une k-algèbre de dimension inférieure à
celle de A.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Le problème fondamental et de savoir reconnaitre si une k-algèbre de
dimension finie est une algèbre à division ou pas, à savoir, être capable
d’affirmer que c’est une algèbre à division ou alors de construire un idéal
à gauche non trivial. Si nous sommes capables de faire cela, alors le théo-
rème 5.1 implique que toute k-algèbre de dimension finie a un radical de
dimension finie, et que modulo ce radical elle est un produit d’anneaux
de matrices carrées n× n sur des algèbres à division. Cette condition est
équivalente à la capacité de reconnaitre si une représentation de dimension
finie arbitraire d’une k-algèbre de dimension finie est réductible.

Théorème IX.5.2. Les propriétés suivantes pour un corps discret k sont
équivalentes.

(i) Toute k-algèbre de dimension finie est une algèbre à division ou
sinon contient un idéal à gauche non trivial.

(ii) Tout k-module à gauche de dimension finie M sur une k-algèbre de
dimension finie A est réductible ou irréductible.

(iii) Toute k-algèbre de dimension finie A a un radical de dimension finie,
et A/ radA est un produit d’anneaux complets de matrices sur des
algèbres à division.

Et nous restons un peu sur notre faim avec ces interrogations à la fin du
chapitre IX.

Pour quels corps k les conditions du théorème 5.2 sont-elles satisfaites ?
Les corps finis et les corps algébriquement clos fournissent des exemples
faciles. Le corps des nombres réels algébriques Ra admet seulement trois
algèbres à division, et une démonstration constructive de cette assertion
montre que ce corps satisfait les conditions du théorème 5.2.
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Théorème IX.5.3. Soient k un sous-corps discret du corps des nombres
réels R, algébriquement clos dans R, H = k(i, j) l’algèbre des quaternions
sur k, et A une k-algèbre de dimension finie. Ou bien A contient un diviseur
de zéro, ou bien A est isomorphe à l’une des algèbres k, k(i), ou H.

Est-ce que le corps Q des nombres rationnels satisfait les conditions du
théorème 5.2 ? Nous n’allons certainement pas produire un contre-exemple
brouwerien avec k = Q. Une analyse détaillée de la théorie classique
des algèbres à division sur Q, en analogie avec le théorème 5.3, donnera
probablement une démonstration.

7 Les domaines de Dedekind

Bien que la théorie algébrique des nombres est généralement ressentie
comme essentiellement constructive dans sa forme classique, même les
auteurs qui attachent une attention particulière aux aspects constructifs
de la théorie emploient des techniques hautement non constructives qui
annulent leurs efforts. Par exemple, dans l’ouvrage [Borevich et Shafarevich
1966], les auteurs supposent que tout polynôme peut être décomposé en
un produit de facteurs irréductibles (tout corps est factoriel), et qu’étant
donné un sous-ensemble non vide des entiers naturels, on peut trouver son
plus petit élément.

La théorie constructive des domaines de Dedekind dans [CCA] permet de
donner une version explicite des exposés classiques de théorie des nombres et de
géométrie algébrique concernant les corps locaux, par exemple le livre de J.-P.
Serre [16]. Elle donne aussi les hypothèses convenables pour rendre compte des
résultats classiques de la théorie des anneaux de Dedekind telle qu’on la trouve
par exemple dans Bourbaki.

Cela nécessite de donner des définitions suffisamment précises et contrai-
gnantes, en commençant par celles de la théorie des valeurs absolues.

Citons à titre d’exemple les définitions concernant les domaines de Dedekind.

Définition XIII.1.1. Un ensemble discret non vide S de valeurs absolues
discrètes non triviales (voir page 292) sur un corps de Heyting k est appelé
un ensemble de Dedekind lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites.

(i) Pour tout x ∈ k, il existe un sous-ensemble fini T de S tel que
|x|p 6 1 pour les p ∈ S \ T .
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(ii) Si | |q et | |q′ sont des valeurs absolues distinctes dans S, et si ε > 0,
il existe un x ∈ k tel que |x|p 6 1 pour toute p ∈ S, |x − 1|q < ε,
et |x|q′ < ε. Par suite, des valeurs absolues distinctes dans S sont
inéquivalentes.

Soit S un ensemble de Dedekind de valeurs absolues sur un corps
de Heyting k. Si p ∈ S, alors, comme p est ultramétrique, l’ensemble
R(p) = {x ∈ k : |x|p 6 1 } est un anneau, qui est local parce que p est
discrète. L’anneau R(p) est appelé l’anneau local en p. Les éléments de
l’anneau

⋂
p∈S R(p) sont appelés les éléments entiers de S. Un anneau est

appelé un domaine de Dedekind si c’est l’anneau des entiers d’un ensemble
de Dedekind de valeurs absolues sur un corps de Heyting.

Si le point fort est de rendre compte constructivement de l’essentiel des théo-
rèmes classiques, un point faible est que par exemple un anneau principal intègre
n’est un domaine de Dedekind que dans le cas où l’on dispose d’algorithmes de
factorisation des idéaux principaux en produit d’idéaux premiers. On pourra
comparer par exemple avec l’exposé dans l’ouvrage [5], avec une définition
constructivement plus faible mais plus proche de la définition classique usuelle
(voir la définition XII-7.7 et le théorème XII-7.9). Dans [5], les domaines de
Dedekind admettent une factorisation partielle pour les ensembles finis d’idéaux
de type fini, et les domaines de Dedekind à factorisation totale correspondent
aux domaines de Dedekind de [CCA].
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