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Résumeé : Nous étudions différentes maniéres de présenter les nombres réels. Nous comparons ces présen-
tations du point de vue des fonctionnelles récursives d'une part, et de celui des classes de complexité d'autre part.

L'impossibilité d'obtenir certaines fonctions sous forme de fonctionnelles récursives est en général facile a
établir. Cette impossibilité peut souvent étre explicitée (et renforcée) en termes de complexité:

— il existe une suite de faible complexité dont I'image est une suite non récursive

— il existe des objets de faible complexité mais dont les images sont des objets de complexité arbitrairement
grande. (le plus souvent la "faible complexit€" est celle en temps linéaire ou polynomial)

En outre, certaines présentations des réels équivalentes du point de vue des fonctionnelles récursives se
distinguent nettement du point de vue de la complexité.

Nous faisons une étude particuliére concernant |es dével oppements en fraction continue (dfc). Nous précisons
exactement quelle est la partie de I'information disponible dansle dfc d'unréel x qui égquivaut al'information
disponible dans sa coupure de Dedekind. Nous montrons également que la somme de 2 réels dont |e dfc est
calculable en temps polynomial peut étre un réel dont le dfc est de complexité arbitrairement grande.

Cetravail confirme que seule une présentation des réels via des suites de rationnels explicitement de Cauchy est
adaptée aux calculs avec lesrédls.

Mots clés : nombres réels, suites de Cauchy, coupures de Dedekind, mesure d'irrationalité, fractions
continues, fonctionnelles récursives, fonctionnelles primitives récursives, fonctionnelles en temps polynomial,
classes de complexité en temps, LINTIME,

Abstract : We study some representations of real humbers. We compare these representations, on the one
hand from the viewpoint of recursive functionals, and of complexity on the other hand.

The impossibility of getting some fonctions as recursive fonctionals is generaly easy. This impossibility may
often be explicited (and reinforced) in terms of complexity:

— existence of a sequence of low complexity whose image is not arecursive sequence

— existence of objects of low complexity but whose images have arbitrarily high time complexity (often, the
"low complexity" is linear time or polynomial time)

Moreover, some presentations of real numbers that are equivalent from the view point of recursive functionals,
are very distinct from the viewpoint of complexity.

We make a particular study of presentations via continued fractions (dfc). We precise exactly what part of
information available in the x's dfc is equivalent to the information available in its Dedekind's cut. We show
that the sum of two reals whose dfcs are polynomial time computable may be a real whose dfc has time
complexity arbirarily high.

This work confirms that the unique representation of real numbers suitable for the ordinary calculus is via
explicit Cauchy sequences of rationals.

Key words: rea numbers, Cauchy sequences, Dedekind cuts, irrationnality measure, continued fractions,
recursive functional, primitive recursive functional, polynomial time functional, Oracle Turing Machine, time
complexity, LINTIME, ®
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INTRODUCTION

Lanotion deréd récursif aété introduite par Turing en 1936 [Tu], et étudiée en détail, notamment
par Specker [Spe] et Rice[Ric].

Dans|l'article [K01], Ker I. Ko aintroduit et étudié la notion de complexité concernant différentes
représentations d'un nombre réel. Pour les présentations via les suites de Cauchy et via les
coupures de Dedekind, il adéfini lesensembles R -on(T) et Ryr(T), ot (C) est uneclasse de
complexité arbitraire. Nous utiliseronslanotation R -on(C) alaplacede Ron(C) .
Dansl'article[Lab], Labhallaa étudié laprésentation viales fractions continues et aintroduit les
ensembles R con7(€). Voir aussi ace sujet [Ko2).

Dans cet article, nous étudions différentes présentations des nombres réels (présentations que
nous notons R -onys Reut=s Reurs Rmirs Recont) €nintroduisant le point de vue des fonc-
tionnelles récursives.
Laprésentation Kooy €St basée sur les suites de Cauchy explicitement convergentes.
Lesdeux présentations Ryt e Royr- sont basées sur les coupures de Dedekind, et apparem-
ment trés voisines.
Laprésentation Ry,r est basée sur les mesures dirrationalité.
Laprésentation [R-qnt €St basée sur les dével oppements en fraction continue.
Nous obtenons des fonctionnelles en temps polynomial pour représenter l'identité de R dansles
cas suivants:
Rcont— Rmir— Reur— Rcony

Nous donnons une version constructive forte du théoréme : «aucune partiede IR qpy N'est récur-
sivement décidable».
Nous montronsque Koy, Ryir € Reon SONt des présentations équivalentes du point de vue
des fonctionnelles récursives. Par contre, les présentations Ryt e Reyr- ne sont pas
récursivement équivalentes, et ceci bien quel'on ait : R 1(T) = Ry (€) pour toute classe €
de complexité en temps.
Nous précisons en outre la complexité des fonctionnellesliant Ry, r et Reont -
L'impossibilité d'obtenir certaines fonctions sous forme de fonctionnelles récursives est en général
facile a établir. Cette impossibilité peut souvent étre explicitée (et renforcée) en termes de com-
plexité:

— il existe une suite de faible complexité dont I'image est une suite non récursive

— il existe des objets de faible complexité mais dont les images sont des objets de

complexité en temps arbitrairement grande.(le plus souvent la "faible complexité" est
celle entempslinéaire ou polynomial)
En outre, ce dernier point de vue permet d'établir une nette différence entre des présentations récur-
Svement équivalentes.
Nous donnons différentes versions pour lanon récursivité dutest « x 0 Q) ?» lorsque x est dans
Reur Rmir 0U Reonr-
Nous obtenons, pour une classe € de complexité en temps arbitraire, les non-inclusions suivantes:
Reur(@) P Reon(LINTIME)
Ryir (€) NP Rcyt(LINTIME)

en outre:
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Reont(P) P Rur(®)
Nous obtenons également des résultats assez forts de non stabilité pour I'addition: (avec une classe
C de complexité en temps arbitraire)

Reur@® P Reur®) + Reur(P)

Ruir (C) + Rur(®?) + Ryir(P)

Reont® P Reont(®) + Reont(P)
Concernant les développements en fraction continue (dfc), nous précisons exactement quelle est la
partie de I'information disponible dans le dfc d'un réel x qui égquivaut al'information disponible
dans sa coupure de Dedekind.
Tous ces résultats renforcent les résultats précédemment obtenus sur le sujet.

Cet article est l1a version francaise de [LL 1], dont les résultats ont été annoncés en [LL2] et
[LL3]. Nous avons, dans cette version francaise, rajouté quel ques explications dans I'introduction
de la section 3.2. L'étude a été poursuivie, pour les représentations du type “dével oppement
décimal illimit€”, dans|'article [LL4].

Nous terminons cette introduction par le plan de l'article et par quelques notations que nous
utiliserons dans la suite

Plan del'article

1) PRELIMINAIRES
1) Rappelssur lesfractions continues
2) Fonctionnelles récursives et complexité

2) QUELQUESPRESENTATIONS DES NOMBRES REELS
1) ReédsalaCauchy
2) RédsalaDedekind
3) Rédsavec mesuredirrationaité
4) Réelspar fractions continues

3) IMPOSSIBILITE DE REPRESENTER RECURSIVEMENT CERTAINES
FONCTIONS ET CERTAINS TESTSELEMENTAIRES
1) Impossibilité viadesfonctionnelles récursives
2) Impossibilité via desfonctions récursives

4) OBJETSDE FAIBLE COMPLEXITE AYANT UNE IMAGE D'UNE COMPLEXITE
ARBITRAIREMENT GRANDE

5 ETUDE DETAILLEE DE LA PRESENTATION VIA LESFRACTIONS
CONTINUES
1) Comparaisonde Rcont & Reyt
2) Taux de croissance du dével oppement en fraction continue et mesure d'irrationaité
3) Nonstabilitéde R on7(P) pour I'addition
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Quelques notations

N,
N’
N

QM

R

R conv
R conv(®)

C-suitedans ...

IRCUT
RCUT—
IP*MIR

IP*CONT
LINTIME

P
Pr

Rec
dfc
dfc pair

Ent(x)
lg(n)
sg(x)
X=pY

ensemble des entiers naturels en unaire

partie du précédent formée des entiers > 0

ensemble des entiers naturels en binaire. Du point de vue de la complexité, N,
est isomorphe alapartiede TN formeée des puissances de 2

ensemble des entiersrelatifs en binaire.

ensemble des rationnels présentés sous forme d'une fraction avec numérateur et
dénominateur en binaire

ensemble des suites de rationnels, ou I'indice est en unaire. En général, les suites
seront considérées avec un indice en unaire. Pour plus de précision nous mettons
IN; ou N enexposant.

ensemble "abstrait" des nombresreéels.

ensemble des réel's présentés via des suites de Cauchy (cf. section 2.1).

partie de R copny formée des objets de complexité € (€ est une classe de
complexité)

. (cf.findelasection 2.1)

ensemble des réels présentés via les coupures de Dedekind (cf. section 2.2).
variantede Ryt (cf. section 2.2).

ensemble des réels présentés viales coupures de Dedekind, mais en explicitant les
relations d'inégalité stricte, c.-a-d. en précisant en outre une mesure d'irrationalité
(cf. section 2.3).

ensemble des réels présentés via les fractions continues (cf. section 2.4).
complexité en temps linéaire (déterministe)

complexité en temps polynomial. Nous utilisons par ailleurs les notations standard
DTIME(f(n)) et DSPACE(f(n))

"complexité' primitive récursive (rappelons qu'une fonction est primitive récursive
S et seulement s elle est en temps primitif récursif)

classe des fonctions récursives
développement en fraction continue

dfc fini d'un rationnel a/b : [ay; &, &y, ...
prendrelavaleur 1)

partie entiere du réel x

longueur del'entier n lorsgu'il est écrit en binaire
signede x (1,0 ou +1)
voir findelasection 1

, 8] avec p par (donc a, peut
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1. PRELIMINAIRES

1.1. Rappelssur lesfractions continues. ( cf. [Kh] )

Soit gy unentier et (&, a,...... , &,) unesuite finie d'entiers strictement positifs. Nous notons
par [ag; &, @;...... , 8, lafraction continuefinie:
1
C 1

al + a2 ¥ .
N
an

et par [ag; &, a,...... , 8, --- ] lafraction continueinfinie.

Alors chaque nombre irrationnel x a une unique représentation en fraction continue infinie et
chague nombre rationnel X aune unique représentation en fraction continue finie

[ag; &y, @,......, & avec a,>1 s n=1.

Enoutre [ag; &, &, ...... e = [ag &, &, ... , 81, 1] (avecn=0).
On en déduit que tout rationnel X aune unique représentation en fraction continue finie

lag; a, &, ...... , 8, avec n pair.
Dans la suite, nous abrégeons "représentation en fraction continue" par dfc.

Quelques résultats classiques

Soit x :=[ag, &, a,...... ' &y ...] et pan=[ag &, a,...... v an] - ‘
L'entier a, sappelle le n®M€ quotient partiel et lafraction p,/g, le n€M€ convergent de X .

Alors:
On=z2: Pn=2 Pn1+Pn2, On=8 On1+0n2, Gn2 20002

Z+ Do
Ln(2) = [ag; &, ... ,%,z]:m’

On-1Y —Pna

Hny) =- any +Pn 3n+1 = Ent(Hp(x))
1 E _ Pn E 1
HUnz1 An(dn + dn+1) < BX On s On On+1

Pour tout entier n>1 et tout rationnel a/b tel que O<b<gq, et ab # p, /g, ona

BTy

Enfin, s y est comprisentre x et p,/q, alors x et y ontle méme dfcjusqual'ordre n, et
donc les mémes convergentsjusqu'a py/an

1.2. Fonctionnellesrécursives et complexité.

Nous éudions dans I'article la complexité de certaines fonctionnelles récursives.
Il sagit de fonctionnelles qui acceptent en entrées

— desobjets"discrets’ : émentsde N, , N, Z, O, ..., dunepart,

— et desobjets plus complexestels que:



Nombres réels, fractions continues et classes de complexité 6

démentsde QQ ou de{—2-1,0,1,2} N, ,

d'autre part.
Ces objets “complexes’ interviennent atitre d'oracles pour une machine de Turing qui calcule la
fonctionnelle récursive.
En sortie, lamachine de Turing aoracles (MTO) fournit des objets "discrets’, mais on peut obtenir
par exemple une fonctionnelle de [DQ vers NN spus forme d'une fonctionnelle de N, x QQ
vers TV .
Lorsgue les oracles d'une MTO fournissent des réponses dont lataille est majorée a priori, nous
disons que nous sommes dans le cas "localement compact”. Dans ce cas, la définition de la
complexité en temps du calcul exécuté est bien connue : le temps de calcul doit étre majore,
indépendamment des réponses fournies par I'oracle, par une fonction récursive S(n) ou n
représente lataille des entrées "discretes": le calcul est dorsdans DTIME(S(n)).
Lorsque les oracles d'une MTO fournissent des réponses dont la taille est a priori arbitraire, la
complexité en temps de lafonctionnelle est relativement mal définie dans la littérature. Nous ne
proposerons pas de définition générale, et nous nous contenterons des 3 notions suivantes, (la
derniére restant en partie non précisee):

— celledefonctionnelle récursive “tout court”

— celle de fonctionnelle (uniformément) primitive récursive (telle que donnée par S. C.
Kleenedans [IM])

— cdledefonctionnele (uniformément) en temps polynomial

Explicitons un minimum ces deux derniéres notions.
Une fonctionnelle est (uniformément) primitive récursive si elle peut étre calculée par un
"programme a boucles répéter" (un "loop program” en anglais) utilisant comme seules
instructions de base:

— des instructions N := f(Mq, M, ..., M) ou f est unefonction primitive récursive (on
pourrait limiter f aquelques fonctions particulierement simples)

— desinstructions"oracle” : N = g(M, M, ..., Mj) ol g désigneun oracle
L es seules boucles d'un "programme a boucles répéter” sont des boucles "Répéter N fois..." , ou
N est une variable du programme, et elles sont éventuellement imbriquées les unes dans les autres.

Concernant les fonctionnelles (uniformément) en temps polynomial, nous ne proposerons pas de
définition, mais nous faisonsles 2 remarques suivantes:
primo: lesfonctionnelles en temps polynomial que nous construisons sont toujours du type treés
simple qui suit: elles peuvent étre calculées par un programme sans aucune boucle dont les
instructions de base sont |es suivantes:

— des instructions N = f(Mq, Mo, ..., M) ou f est une fonction calculable en temps
polynomial

— desinstructions "oracle" :

N = g(M1, My, ..., Mj) ol g désigneun oracle

— desingtructions"oracle" : N := (nombre codant |1a) liste desvaeurs h(0), h(1), ..., h(L), ou
h désigne un oracle acceptant une entrée en unaire.
secundo: nous adoptons le critére négatif suivant: Sil existe une suite calculable en temps
polynomial dont la fonctionnelle % donne pour image une suite non calculable en temps
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polynomial, alors la fonctionnelle % n'est sirement pas (uniformément) calculable en temps
polynomial.

Il nous semble clair que toute définition raisonnable de la notion de fonctionnelle uniformément
calculable en temps polynomial doit étre cohérente avec le "primo” et le "secundo” ci-dessus.
Depuisla parution de la version anglaise, nous avons pris connaissance de la définition tout a fait
raisonnable de «fonctionnelle uniformément calculable en temps polynomial» (définie comme
appartenant a la classe notée POLY ) donnée par Mike Townsend dans [Tow], alors que la
définition proposée par Ko et Friedman dans [KF] présente un défaut d'uniformité évident.

Nous terminons par quelques définitions informelles utilisées dans la suite de I'article.

Définitions (plus ou moins informelles):

1) Supposonsqu'un ensemble "abstrait" /A soit présenté par un ensemble Ci  "concret”,
c.-a-d. avec lequel la notion de fonctionnelle récursive ait un sens. Nous dirons que 2
déments x' et x" de Cl sont égaux dans 4 Silsreprésentent le méme élément x de
/. Et nousécrirons x' =, Xx".

2) Supposons que 2 ensembles "abstraits” /A et B soient présentés par 2 ensembles
C. et T "concrets'. Nous dirons qu'une fonctionnellerécursive ¥ de G vers ®
est extensionnelle ou encore qu'elle respecte I'égalité s elle représente unefonction f de
A ves B. Onditaorsquelafonction f est récursivement représentable (dansles
présentations Cl et 13 de A et [B). Enremplacant "fonctionnelle récursive' par
"fonctionnelle primitive récursive" ou "®-fonctionnelle" , on obtient les notions de
fonction Pr-représentable et de fonction P-représentable .

3) Supposons qu'un ensemble "abstrait" /A soit présenté par deux ensembles Cl; et
Cl, "concrets’. Nousdironsque 2 ééments x, et x, de C; et Cl, sont égaux dans
A Silsreprésentent le méme élément x de /A . Et nousécrirons X; = X, . Nous
dirons que les deux présentations sont récursivement équivalentes (resp. $-équivalentes,
Pr-équivalentes) si l'identitéde /A est représentable par une fonctionnelle récursive de
Cl, vers Cl, et par unefonctionnelle récursive de Cl, vers Cly. (resp. par une P-fonc-
tionnelle, par une Pr-fonctionnelle)

2. QUELQUESPRESENTATIONSDESNOMBRESREELS
ala Cauchy, a la Dedekind, avec mesure d'irrationalité, par les
fractions continues,

2.1. ReéelsalaCauchy: R cony

Du point de vue de la calculabilité, la maniére la plus naturelle de présenter un nombre réel x
consiste & donner une méthode qui permette de trouver, pour nJ IN; , une approximation
rationnelle de x avec laprécision 1/2". Cela conduit ala présentation de x via une suite de
rationnels (Xp)nem, » CONVergeant vers x , avec par exemple lacondition:



Nombres réels, fractions continues et classes de complexité 8

|xn—xm |s]J2”+1/2m
La condition proposée dans la définition suivante est plus facile atester.
Définition 2.1: Nous définirons [R-qpny COmme la partie de 0Nz formée des suites
(Xneny, derationnels vérifiant la condition: |xn — Xp+1 |s 1/2n+1

Il existe par ailleurs une présentation $-équivalente a R oy OU Un nombre réel x est codé
sous forme d'une série:

00

(007(an)nE]Nl) code X=Cp + Z 4?11
1=

avec o= Z et (ap)em, U {—2,—1,0,1,2}]1\11
L'avantage est que tout éément de Z x {—2,-1,0,1,2} My représente un nombre réel X : aucune
condition supplémentaire n'est imposee. Le signede x , Sil est strict, est donné par le premier a,
non nul, et lenombre 0 n'est représenté que par la suite identiquement nulle. Par ailleurs, lefait de
tolérer "un chiffre en trop" par rapport a une écriture en base 4 "ordinaire" permet d'obtenir le
résultat :

Proposition 2.2: Les 2 présentations Ry € 2 ><{—2,—1,O,1,2}H\Il de R sont
P-équivalentes. Nous noterons R oy Cette deuxiéme représentation.

preuve> Soit tout d'abord (Co, (8p)nem,) dans Rconva = Z {-2-1,0,1,2t N1 et définissonsla
suite (Yp)nen, avaleursdans Z par:

Yo=Co:s Yns1 = 4-Yn * &,
de sorte que lasuite x, =y, /4" converge versleréd x défini par

_ N &
X—CO + Z 4i+l
|:

ona | Xy =X | < 2/4m1 = 1/22"*1 de sorte que la suite représente bien x dans R cony -
Lesentiers n (enunaire) et cy (enbinaire) étant lesentrées, il est clair que le programme (avec
utilisation de I"'oracle” (a,)) qui calculele dénominateur y,, et le numérateur 4" de x, est
dans DTIME(O(n?)) .

Inversement soit (Xp)nepy, Un €lément de K cony - Définissons le rationnel x', comme le
nombre de laforme y,/ 4" (avecy,, dans Z) leplusprochede Xon.3 (Y, €stlapartie entiére
de 1/2+ 4", Xon43). Onaaorslesinégalités:

|X'n —Xon+3 | < 1/24n ) | X'n+1 — Xon+5 | < 1/2.4n+1 et

| Xon+3—Xonss | < 1/22M*4 4+ 1/22™5 = (1/16 + 1/32).1/4"

d'ou ontire:
| X'n =X | < (23/32). 14" < (24/8). /4™ = 314"

cad encore | 4Yn—Yn+1 | <3.

Comme &, =Yn+1— 4.y, st entier, c'est forcément I'undes 5 "chiffres —2,-1,0,1, 2.
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Il et clair quele calcul de y,, (donc aussi celui de a, ou cy) est dans DTIME(O(n2)) par rap-
port a l'entrée xon4+3 donc aussi en temps polynomial par rapport al'entrée n lorsqu'on dispose
del'oracle (Xp)nen, O

Remarque : On aun résultat analogue avec par exemple labase 2 et les chiffres -1, 0, 1,
(présentation R copny2 ) OU plus généralement labase p et au moins p+1 chiffres consecutifs.
Par exemple s on veut un développement en base 4 d'un nombre x avec leschiffres 1,2, 3,4,5,
on rgoute 3 achague chiffre aprés la virgule d'un développement dans R ~ony4 0du nombre
y=x-1,eneffet :

00

x—3.Z44 =x - 1.
i=
Notations :

— Reony(C) 1 uneclasse de complexité T étant définie, nous noterons R cony(T) lapartie de
Rcony formée par lessuites (Xp)pepy, decomplexité T.

— C-stitedans Ry @ Unesuite (x™) dansl'ensemble Rony Seraappelé une « C-suite
dans Reony » Silasuitedouble (xm ) (définiepar (Xm ) = (™)), est de complexité T.

Tous les termes d'une T-suite dans R ooy SoNnt dans R opny(T) mais la réciproque n'est
naturellement pas vaable.

2.2. ReéelsalaDedekind: Ryt

Unnombreréel x est dit calculable au sens de Dedekind si le test t, : "comparer leréel x au
rationnel q" est effectif (g est lavariable, et t,(q) peut prendre 3 valeurs: —1, 0 ou +1 selon
que g<X,q=X,0u q>X).

On obtient la version relativisée de nombre réel calculable en temps polynomial au sens de
Dedekind en demandant que le test soit faisable en temps polynomid.

Nous pouvons utiliser les coupures de Dedekind pour obtenir une nouvelle présentation des
nombresréds, notée Ryt

Définition 2.3: Nous définissons I'ensemble R ;1 comme une partiede Z ><{—1,O,+1}Q . uUn
élément (zt) de 2 ><{—1,0,+1}Q estdans Ryt S et seulement s |es conditions suivantes
sont vérifiées (q et g sont des rationnels) :

i) lafonction t est croissante et elle prend au plus unefoislavaeur O,
i) Oqg(t(@ >0 00 a<q,ta)>0)

Oq (t(a) <O 0O g >q, t(q) <0)
i) t(z2) <0<t(z+2)

Les conditions 1), 2) et 3) signifient quelafonction t est bien untest t, correspondant aun

nombreréel x . Lefait d'avoir intégré explicitement le minorant z et le mgjorant z+2 dansla

définition de Ry nous permet d'obtenir sans difficulté le résultat suivant, qui serait faux si z

n'intervenait pas dans la définition :

Proposition 2.4: 1l existe une DTIME(O(n?))-fonctionnelle de Z ><{—1,O,+1}Q vers
Rcony dont laredtrictiona Ryt représentel'identite de R .
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preuve> L'entréeest donnéepar zJ Z et n [N, , et on aun oracle dans {—1,O,+1}Q. On fait
une dichotomie a partir desvaleursinitiadles z et z+2 jusguaobtenir une précision de 1/2™2

Notations: R ~,1(C) : analoguede R ony(C) . Par exemple R 1(P) représente I'ensemble
des réels calculables en temps polynomia au sens de Dedekind.
On définit également les T-suitesdans IR ;7 de maniére analogue aux C-suites dans R oy -

Unevariante: On peut considérer untest t,(q) qui ne prend que les valeurs —1 ou +1 selon
que x<gou x 2. Celaconduit adéfinir un ensemble K ;- comme une partie convenable de
Z x{-1,+1} Q' Nous ne prendrons pas la peine d'expliciter les conditions analogues a celles
données ala définition 2.3.

2.3. Rédsavec mesuredirrationalité: R yr

Le test t,, Sil est effectif, nous permet de décider si un rationnel g est distinct de x . Lorsgue
c'est le cas, ceci doit pouvoir étre explicité en calculant un rationnel ' situéentre x et g. Nous
obtenons ains une version plus explicite des coupures de Dedekind.

Définition 2.5 :
a) Nousappellerons mesure d'irrationalité du nombrerée x unefonction u de O vers ©
qui vérifieles 3 conditions suivantes:
H@=9gs g=x, x< @ <gs x<gq,ex>uQg >qs x>q
b) Nous appellerons mesure d'irrationalité sans signe du nombreréel x unefonction n de
N vers N telleque, pour tout rationnel p/q (avecq>0) onait:

x#zp/lq U |x-plq[>1/n(q)

Lorsque x estirrationnel, la"mesure d'irrationalité sans signe" est a tres peu prés la mesure
dirrationalité au sens classique .

Nous pouvons utiliser les mesures d'irrationalité pour obtenir une nouvelle présentation des
nombres réels:

Définition 2.6 : Nous définirons Ry, r comme une partiede Z x o«
Unéément (z, 1) de Z x QY est dans Rmr S €t seulement S les conditions suivantes sont
vérifiées. (avec g, ,r dans ©Q )
) u@sag<r O p@<r; g<rs=sur) O qg< po
i) q<p@=qg 0O g<p@); q>u@=q 0O g>pd)
i) z < @z < wz+2) < z+2

Théoreme2.7: Les 2 présentations Ryt et Rygr de R sont récursivement équivaentes.
Plus précisement:
a) |l exiseune P-fonctionnellede Z x QT vers Z x{-1,0+1} ¥ dont larestriction a Rur
représente I'identitéde R (I'ensemble R étant représenté par Ry, g (source) et Ryt
(image) )
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b) Il existe une fonctionnelle récursive partielle de Z ><{—1,O,+1}[D vers Z x QQ dont la
restriction a Ryt représentel'identitéde R (I'ensemble R éant représentépar Ryr et
Rmir)

preuve> a) immédiate: on compare q et pu(q)

b) supposons par exemple t(q) <0 ; oninitialise q :=g+1, puison fait q :=(g+q')/2 jusqua
ceque t(q')<O0.

Notons que cette procédure peut boucler sans fin si I'oracle ne répond pas conformément a un
démentde Reyr O

Remar ques:

Lefait que lafonctionnelle est beaucoup moins bonne danslesens Royr— Ryr Setraduiraen
terme de complexité (cf. section 4)

Pour qu'un réel x soit dans Ry r(®) il faut et il suffit qu'il soit dans R cony(P) et quiil
posséde une mesure dirrationalité sans signe majorée par une fonction n— 2P(9(M) ot P est
un polynome. Résultat analogue avec PSPACE .

De méme, pour qu'un réel x soit dans Ry, g(Pr) il faut et il suffit qu'il soit dans R cony(Pr) et
qu'il possede une mesure dirrationalité sans signe primitive récursive.

2.4. Reéels par fractions continues: R cont

On examine maintenant la présentation via les fractions continues. Un nombre réel irrationnel x
posséde un dével oppement en fraction continueillimité n— a,(X) qui peut étre considéré comme
un éément de Z x VN1 . Par ailleurs un nombre rationnel possede un développement en fraction
continue fini, qui peut étre prolongé par des 0 de maniéere purement conventionnelle. Enfin, nous
remarquons qu'un nombre réel représenté par un dément calculablede Ry,gr ne peut pas éire ipso
facto testé rationnel ou irrationnel. Tout ceci conduit a penser raisonnable la définition suivante,
dans laguelle les rationnels et les irrationnels ne sont pas nettement séparés a priori les uns des
autres.

Définition 2.8 : Nous définirons R ooyt COMMe égal a Z x NN Tout dément (ef) de
Rcont représente un nombreréel x dont le développement en fraction continue est donne par
lasuite (g, (1), f(2), ....) en convenant d'arréter au premier f(i) nul Sil en existe.

Remarque : Chague nombre rationnel est donc représenté, avec ses deux dfc possibles, une
infinité de fois. Unirrationnel n'est par contre représenté qu'une seulefois.

Théoreme2.9: Lesdeux présentations R oyt € Ry r de R sont Pr-équivalentes. Plus
précisément:
a) Il existeune P-fonctionnellede R ot VErs Ry g qui représente 'identité de R
b) Il existeune Pr-fonctionnellede Z x O vers Rcont dont larestrictiona Ry, g repré-
sente l'identité de K.)

preuve> Voyonsdabord lafonctionnellede Rcont VErs Ry -
Nous utilisons lesinégalités donnés dans les préliminaires.



Nombres réels, fractions continues et classes de complexité 12

Nous avons comme donnée le rationnel a/b, et nous disposons d'un oracle pour leréel x dans
Rcont
Nous alons calculer des convergents successifs du nombreréel x . Si au coursdu calcul, x Savére
étre rationnel (une réponse "f(n)" del'oracleest 0) lacomparaisonde x a a/lb est immédiate.
On peut donc supposer, pour simplifier I'expose, que ce cas ne se présente pas.
Le programme consiste alors en ceci:

— caculer k= 1+2lg(b) , et demander al'oraclelaliste des k+1 premiers quotients

partiels

— calculer les convergents successifs pg/dg, P1/d1 , - POy jusQuUaceque g,=b
(ona n<k)

— caculer gn4q

— lenombrerationnel p(alb) strictement comprisentre x et alb est alors:
alb + €/ 0 (G + Onsy ) OU € estlesignede (alb—pyay)

Voyons maintenant lafonctionnellede R \yr vers R cont -
Nous avons comme données: l'entier z (X est sur l'intervalle ] z, z+2[) et l'entier n; et nous
disposons d'un oracle pour leréel x dans Ry -
Nous voulons calculer le nieme quotient partiel de x . Si, en cours de calcul, le nombre x Savére
rationnel, le résultat est alorsimmédiat. Nous supposerons donc pour simplifier que ce cas ne se
produit pas.
Le calcul sefait par une récurrence simple, (en utilisant I'oracle). Le 1€ quotient partiel, la partie
entiere e de x, est z+1 ou z (on demande pi(z+1) pour décider).
On calcule les convergents successifs au fur et a mesure que sont trouvés les quotients partiels. Si
le dernier convergent trouvé est pj/g; , on interroge I'oracle pour pj/gj , qui donne une réponse
"rj = u( pj/q)". Donc &+1 < Ent(H;(rj)) . On calcule dors g, par dichotomie, en comparant x
a Lj(m;) pour desentiers m; comprisentre 1 et Ent(H;(rj)) . O

Remarque: Dansladémonstration précédente, la procédure uniformément primitive récursive
n'est pas "uniformément en temps polynomial" parce que les variables du programme qui
contiennent pj_y, pj, 0j—1, G voient leur taille augmenter de maniére mal controlée au cours des
boucles successives (passagede | a j+1).

On adailleurslerésultat suivant (cf.[Lab]) :

Proposition 2.10:
On peut construire un éément de R r(P) qui n'est pasdans R cont(P) -

preuve> Soit en effet leréel x dont le développement en fraction continue est donné par :
ao(x) = 1 an () = 227"

Il et clair que x n'est pasdans R -onr(P) .

Par contre, pour tout rationnel a/b larecherchedel'entier k tel que
2k-1 < Ig(b) < 2K (d'ou a <b?)

colte O(lg(b)) etona:

k+1
Ok = @ Ok—1 *+ Ok—2 Sl I (1+3g) < 2.2
1=
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ce qui donne

_a _pkE> 1 1
% bE>EX O B a0+ ds1) g pl2

Ceci mgjore convenablement lamesure dirrationalité sanssignede x .
Enoutre, x est dans R 7(P) puisque x —alb ale méme signe que py/q—alb (afortiori x
est dans Rony(P)) . O

3. IMPOSSIBILITE DE REPRESENTER RECURSIVEMENT
CERTAINESFONCTIONSET CERTAINSTESTS
"ELEMENTAIRES'

3.1. Impossibilités via des fonctionnelles récursives

Remarque préliminaire: Considérons une fonctionnelle récursive qui traite "en entrée" un
dément x = (Xnnem, U le dans Rcony -

Celasignifie, au niveau du programme qui calcule cette fonctionnelle, la consultation d'un oracle (a
laquestion, "n?", il répond: " x," ).

Supposons gue e programme ait donné un résultat avec I'oracle x , et que le plus grand entier n
pour leque I'oracle ait été interrogé soit k :

alors on peut construire un oracle y qui répondrait de la méme maniére aux questions qui ont &té
poséesa x et qui correspond aun réel arbitraire de l'intervalle [x,—1/2K x,+1/2K] . Avec ce nouvel
oracle, le programme aboutit au méme résultat.

Notons en particulier que I'oracle qui répondrait: " x, " atoute question "n?" ou n<k, et:
" X" atoutequestion " n?" ou n=k provoquerait le méme calcul quel'oracle (x) .

Proposition 3.1 :
a) Lestests x=07?, x>07? nesont pasrécursifspour x O Rcony -
b) Letest xOQ ? n'est pasrécursif pour X O Recony s Reut s Emir 0U Reont .

Proposition 3.2: L'identité de IR n'est pas récursivement représentable pour les présentations
Recony (source) et Ry (image) de R. (mémerésultat avec Royr-, Rpir 0U ReonT
alaplacede Reyt)

preuve> Prenons tout d'abord lecasdutest x =0 ? avec x dans Rcqpny : lafonctionnelle
récursive ne connait X que viades valeurs rationnelles approchées. Considérons laréponse fournie
par lafonctionnelle lorsque I'oracle répond O chague fois qu'on lui demande une valeur approchée
de x. Comme le programme n'interroge qu'un nombre fini de valeurs approchées, la seule
information disponible sur x est du type "x est sur tel intervalle" (non réduit a un point). La
réponse fournie, si elle est juste pour x nul, est fausse pour tous les autres réels de l'intervalle en
question, et vice versa.

Méme type de raisonnement pour lestests x >07?, x<0?, x U Q ? avec X dansRcony -
Pour letest"x 0 Q@ ?' avec x dans Ryt on considére un oracle qui répond comme V2.
Lorsque le programme calculant la fonctionnelle a fourni un résultat, un nombre fini de
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comparaisons a des rationnels ont eu lieu. Mais tout réel d'un certain intervalle rationnel entourant
V2 aurait donné les mémes réponses aux questions posees: la fonctionnelle se trompe donc, soit
pour les rationnels, soit pour lesirrationnels de cet intervalle.

Laproposition 3.2 est conséquence immédiate de la proposition 3.1(a). [

Remarques: commentaires sur laproposition 3.1(b)

1) Il existe néanmoins une fonctionnelle récursive de source [K ;1 non partout définie qui
répond "oui" lorsque x O (U et nerépond rien dans le cas contraire.

2) Bien que tout point rationnel soit un point isolé de R cont pOUr samétrique "naturelle'l,
I'ensembl e des rationnels est une partie dense de IR oont - Ceci explique que R oon NE SOit pas
récursivement équivalent a la réunion disjointe des rationnels (sur lesquels R oyt induit une
topologie discrete) et desirrationnels (qui est un sous-espace complet).

Le théoreme suivant est une généralisation de la proposition 3.1(a), on peut lelire «aucune partie
de R n'est récursivement décidable au sens de R -qny (hormis le vide et le plein)»; la
formulation du théoréme est plus constructive et la preuve qui en est fournieici est constructive.

Théoréme 3.3:
Soient a, b OR¢cony € F unefonctionnellerécursivede R ony Vers { 0, 1} avec
F@=0et F)=1
Alorson peut construirea et b’ dans R -qny telsque:
F@)=0, FP)=1et a = b.

preuve> Onsait quelerésultat F(a) =0 est obtenu par le programme calculant lafonctionnelle
¥ apartir d'un nombre fini d'approximations rationnelles de a. Soit k le dernier indice pour
lequel a, estinterrogé lorsdu calcul de #(a) . Notons a' lasuite obtenue apartir de (a8, en
prenant, a partir duel'indice k , touslestermes égaux a a,, et notons & lasuite constante dont
tous les termes sont égaux & a, . Lessuites a' et & représentent dans R ooy |€ nombre
rationnel a, . S ¥ (&%) =1, laconstruction est terminée, avec a = a et b’ = &
Supposons donc ¥ (a) = 0.
On procéde avec b delaméme maniére, de sorte qu'on est ramenéau casoll F (b%) =1, avec &
et b? qui sont des "rationnels de IR cqpy" C.-&-d. des suites constantes.
Supposons par exemple b? > a: on construit aors par dichotomie 2 suites (a") et (b") de
"rationnelsde IR cony" Vérifiant :

F@) =0, FbOMN=1, b"-a" = (b*-a)/2"?,

bt —b" = 0 ou (K®’-&)2"2,

a'—a"! =0 ou (b®-a)2"2.
Considérons alors leséléments a et bde R oy définis par

a, = (valeur constante de la suite a"*") et b, = (valeur constante de la suite b™"),

ol r=>2 vérifie b>—a?<22.
S ¥ (a)=0 et F(b)=1 laconstruction estterminéeavec & =a et b’ =b .

1 Ladistance"naturelle” de 2 développements en fraction continue est atrés peu prés: 1/[1+numéro du premier
nombre distinct dansles 2 dfc]. La seule modification a apporter consiste, dans le cas des dfc de rationnel, a
remplacer un dfc d'un rationnel seterminant par 1 par le dfc du méme rationnel ne se terminant pas par 1.
On vérifie sans peine que cette distance est donnée par une fonctionnelle récursive avaeurs dans R oy -
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Sinon supposons par exemple ¥ (a) =1. Soit j le dernier indice pour lequel 51 est interrogé
par le programme qui calcule ¥ (@) . Soit dlors & =d™" (suite constante) et b’ lasuite qui
commence comme a et est constante apartir durang j . Laconstruction est terminée. [

Proposition 3.4 : Lesreprésentations Ryt e Ryt de R nesont pas récursivement
équivalentes. L'identité de R n'est pas récursivement représentable pour |es présentations
Rcyt- (source) et Ryt (image) de R

preuve> |l suffit de montrer queletest x =0 ? n'est pas réalisable par une fonctionnelle récursive
pour X dans Rcy7- -

Or, I'information disponible sur leréel x donné comme élément de R ;- , apres qu'un nombre
fini de tests aient été réalisés, est dutype x 0] q,r] avec g et r rationnels. Il est clair que
I'égalité de x a 0 ne peut étre déduite d'une information de ce type. Lafonctionnelle cherchant a
répondre alaquestion x =07, se trompe donc sirement, soit pour 0 soit pour les réels d'un
intervale 1 g, 0] [

Remarque: Le résultat affirmé en proposition 3.4 peut sembler surprenant. Pour un réel x
irrationnel, lesfonctions ty, et ty sont égales, et pour unréel x rationnel, lesfonctions ty et ty
ne différent qu'au point x . En particulier les fonctions t, et t ont forcément la méme com-
plexité.

Proposition 3.5: Soit ¢ unnombreirrationnel. Alorsletest «x =c¢ ?» n'est pas donné par une
fonctionnelle récursive pour x dans Reyr, Rpyir U Reon -

Proposition 3.6 : Soit unefonction f de R vers R strictement monotone sur un intervalle
rationnel [ a,b] et donnant pour image dunirrationnel ¢ de [ a,b] unnombre rationnel
d=1f(c): dors lafonction f n'est pasrécursivement représentable dans R 1 (méme résultat
pour Ryr € Reont)-

Proposition 3.7: Lesfonctions x — x2, (X,y) — Xy, (Xy) — X+Vy, X+ exp(X) etc...
ne sont pas récursivement représentables dans Ryt (mémerésultat pour Ryr € Reont)-

preuve> Proposition 3.5 : considérons la réponse donnée par lafonctionnelle lorsque I'oracle "x"
répond de la méme maniére que "c". Apres un nombre fini dinterrogations de I'oracle, I'infor-
mation dont on dispose sur X est son appartenance a un intervalle rationnel, non réduit a un point
puisque c estirrationnel. Laréponse fournie par lafonctionnelle est donc mauvaise, soit pour ¢
soit pour tous les autres réels de l'intervalle en question.

Laproposition 3.6 est dorsimmédiate.

Pour laproposition 3.7, on appliquela 3.6 avec unirrationnel convenable. (dansle 1€ exemple
on peut prendreV2 ; le 2éme se déduit du 1€ ; dans le 38Me exemple on peut prendre, y étant
fixééga a V2, —V2pour lavariable x etc...) O
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3.2. Impossibilités via des fonctions récursives

I ntroduction

Certaines parties de R oy telles R cony(P) ou Reony(Pr) peuvent étre facilement
énumérées de maniere effective. (cf. alinéa suivant) Elles peuvent aors étre "traitées' au moyen de
fonctions récursives (au lieu de fonctionnelles récursives) .

On adémontré au paragraphe précédent que certainesfonctionsde R vers R (oudeR x R
vers R ) ne sont pas représentables par des fonctionnelles récursives lorsgu'on adopte certaines
présentationsde R en source et image.

On pourrait espérer néanmoins gue certaines de ces fonctions soient représentables par des
fonctions récursives lorsqu'on considére leur restriction aune partie de IR énumérée de maniére
effective (par exemple R ony(P) ). Lebut delasection 3.2 est de déjouer cet espoir, du moins en
cequi concernelaclase P .

On peut penser que les résultats négatifs obtenus resteraient les mémes en remplagant P par
LINTIME.

Enumération effectivede R cony(P)

Soit (d)kemy uUne énumeération effective des fonctions récursives partielles de I, vers
{-1,0,1} (k estlenumérode Godel delamachinede Turing qui calcule lafonction partielle ¢, ).
S P estunpolynome P(n) :=n2+b (avec a, b entiers), le couple (¢, P) définit unefonction
Yy de IN; vers{-1,0,1} calculable en temps polynomial:

Wr(n) == ¢y(n) s leprogramme aterminéle calcul en moins de P(n) étapes

0 sinon
On peut aors énumérer lestriplets (z, ¢, P) ou z[O Z , ce qui donne une énumeération effective
de Reon(P); letriplet (z, ¢y , P) représentant leréd :

x =2+ 2 (Wyi)/2+1)

Laméme méthode donne des énumérations effectives de R cony(Pr), Rcont(®P), Reont(Pr) ou
de Ryr(Pr) via Rcont(Pr) (cf. théoréme2.9).

Ces énumeérations effectives sont définies avec trop peu de précision pour pouvoir conférer aux
ensembles correspondants une structure intrinseque de calculabilité au sens de la complexité.
Néanmoins cela suffit & conférer a ces ensembles une structure de calculabilité au sens des
fonctionsrécursives. C'est ains que laphrase

«f: Reony(P)— TN est unefonction récursive »
prend un sens précis et indépendant de la numérotation de Godel choisie pour les machines de
Turing.

Nous avons en vue des résultats négatifs et nous utiliserons systématiquement le critére suivant
pour lanon récursivité de f dansla phrase ci-dessus:

Criteredenon récursivité: Soit f unefonction de R cony(P) vers IN . Sil existe une
P-suitedans Reony s (XMme, » tellequelasuite (f(xX™)nepy, Soitnonrécursive, dorsla
fonction f est elle-méme non récursive.

On appliquera dans la suite ce critére avec d'autres ensemblesque [N al'arrivée.
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Notons qu'on pourrait dans le critére remplacer la P-suite dans R ooy Par suite récursive dans
R cony dont tous les éléments sont dans R ooy (P) et telle que lamajoration polynomiale du
temps de calcul de n+— x™, dépende récursivement de m . Nous n'aurons cependant pas besoin
de ceraffinement.

Quid de Rcony (Rec) ou Reyr(P) 2
En ce qui concerne R onv(Rec) ou Ryp(P) , ouméme Ry, r(P) , laprocédure d'énumération
obtenue ci-dessus pour R conyv(P) ne fonctionne plus aussi bien. Par exemple avec
R conv(Rec) , I'ensemble des couples (z, ¢) peut étre énuméré, mais |'ensemble desindices k
pour lesquels la fonction partielle ¢ est totale n'est pas récursivement énumérable. On a un
probleme analogue avec R o y1(P) qui tient aladifficulté de tester si une fonction t est dans
Rcyr oupas.
L orsque nous énoncons quel que chose du genre (cf. propositions 3.9 et 3.10):

« Il n'existe pas de fonction récursive de R 1(P) vers A teleque....»

celaaaors précisément la signification suivante:

« Supposons avoir énumeéré de maniere effective une partie de Z x {-1,0,+1} Q' conte-
nant R c,1(%P) , dors, viacette énumération, il n'existe pas de fonction récursive vers A
teleque.... »

En fait le méme critére de non récursivité sapplique dans ce cas, ce qui expligue que les démons-
trations de non récursivité soient toutes béties sur le méme modele.

Une suite de réels intéressante

Nous utilisons une suite récursive dans K gy , formée de réels tous rationnels, mais qui n'est
pourtant pas une suite récursivedans @ .
Soit (Upnem,: Ny— IN; unesuite LINTIME ayant pour image une partie U récursivement
énumérable mais non récursive de I, .
On définit:
w(n,p) := 12" s nestlepremier entier m véifiant u,=p
0 sinon
Il est clair que w: IN; x N;— ©Q est dans DTIME(O(n?))
On définit alors lasuite deréels (Vp)ne,

00

Vo= Z w(kp)

On obtient alors facilement | es résultats suivants.

Proposition 3.8 :
a8 lasuite (Vp)pem, €stune DTIME(O(n?)-suite dans R cony
b) le test: "vy> 0?" n'est pasrécursif
c) lasuite (vp)pepy, Nest pasune suiterécursive dans ©
d) lasuite (vp)pen, N'est pasunesuiterécursivedans Reyr (ni dans Ryr ou Reonr)
e larestrictiona Rceony(P) de lidentitéde R n'est pas représentable par une fonction
récursivede Rcon(P) vers Ryt (demémevers Ry, ouvers Reony)
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f) lestests x>0 ?, x < 0?, xOOQ ? nesont pasrécursifspour x 0 R con(P)

preuve> Pourle b) :ona v, >0 s et seulements pLU .
Les ¢), d), € sen déduisent immeédiatement
Dans f) pour le test x [ © ? on considere lasuite (V2.Vp)pepy, U

Proposition 3.9 :
8 Lasuite (Yo)pen, =2+ Vp)pen, €t une P-suitedans Ryr
b) Il n'existe pas de fonction récursivede R, r(P) vers Ry,r qui représente lafonction
X—x2:R— R
0 |l n'existe pasdefonction récursivede R, r(P) x Ryr(P) vers Ry g qui représente
I'addition dans R
d) Mémesrésultatsavec Ryt alaplacede Ry -

preuve> Pour le @): on part del'inégdité |alb—V2 |> 1/4b2.

Lasuite V2 + v, estune DTIME(O(n?))-suite dans R cony-

Il reste aminorer |a/b—vp—V2| .

Pour celaon calcule Uy, ..., U, jusquaceque: 2™ 1<8p?<2M

— s onatrouvé une valeur mg pour laquelle Umy = P (alors vp = 1/2™M0 avec 2Mo< 8b2), on
obtient: | alb—v,—V2 | > 1/64.65.

~ sinon v, < 82 donc |ab-vp-v2| > 182

Ains Y2+ v, estune DTIME(O(n?))-suitedans Ry -

Le b) résultedu @) puisguelacomparaison de yp2 a 2 n'est pasrecursive.

Le c) résulteaussi de a): onrajoute —/2 (qui est dans R, r(P)) ala P-suitedans R g :
(V2+Vplpem, 0

Proposition 3.10: Letest x 0 ) ? n'est pas donné par un test récursif lorsque x O R oy (P)
(ou Ryr(P), ou Reon(P))

preuve> |l suffit de le démontrer pour R con(P). Considéronsla P-suite dans R conT »
(XP)pem, , définiepar :
an1(") = | un—p | (") =1
OnaxP 00 setseulements "p estdelaforme u," (pCOU).
Cetest n'est donc pasrécursif, aorsque (xP) est une P-suitedans Reony- O

Une fonctionnelle intéressante

Nous utilisons une fonctionnelle en temps polynomial qui permet d'exprimer un réel ala Cauchy
comme somme de 2 réels ala Dedekind. Cette fonctionnelle n'est pas extensionnelle et ne
correspond donc & aucune fonctionde R vers R?

Théoreme 3.11 : |l existe une fonctionnelle en temps polynomial :
¥ Reonv — Rumir *xRuir
Vérifiant : s x O Reony & F(X) =(st) dlors x =p s+t.
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preuve> Utilisons la présentation suivante $P-équivalentea Ropy @ UNTéel X est représenté par

un éément
(Co@neny) 0 Z x {1,231
avec I'égdité:
_ g
X=Cy + —
= 2

L'idée est d'écrire g sousforme tj + 5 avec!'un desdeux égal a O; de pluson choisit les t; nuls
sur des intervalles de longueur régulierement croissante : leréel t obtenu est alors suffisamment
irrationnel. Plus précisément on définit :

ti=a s i O[(2n)2,(2n+1)Z[, t;=0 sinon

s=g s i 0[(2n+1)2,(2n+2)2[, 5 =0 sinon
Lafonctionnelle §: x + (st) de Reony Vers Reony x Reony €St évidemment en temps
polynomial : on calcule sur I'entrée i 00 N, la partie entiere m = Ent(Vi), puis, selon qu'on
cacule s ou t et selon la parité de m on donne la sortie 0 ou & (qui est obtenu en
questionnant I'oracle (an)ne, )-
Il sagit de voir que cette fonctionnelle sefactorise par Ry g x Ryr Selon le schéma:

Rconv — ¥— Rmir * Rmir

g Ny | canonique

Reconv * Econy

Raisonnons pour le calcul de s: il Sagit donc, apartir del'entrée a/lb [0 ) et en utilisant I'oracle
(Swnem, decaculer en temps polynomial un rationnel a/b’ situéentre alb et s. Pour celail
nous suffit d'établir uneinégalité: | alb—s| > 1/2P19(®) ol P est un polynome:

2
Si

on note sk)=x=cg + 2 N

et posons k = Ig(b), aors:

. a a < s

s  =9Kk) ona %5—%: ; o
b b 4K? +12I

et par suite
a gy 1

S— b 24k2+4k+1
sinon on a

a 1 1

Es(k) " b E > b 24K > SAKZHAK+1

_ X s 3

e ona |S—S(k)| _4k2;+2i < W

En utilisant I'inégalité triangulaire on obtient
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a 1
ES‘ b E > SAEAK .
On en déduit immédiatement :

Proposition 3.12 :
a) |l n'existe pas defonction récursive
Ryir (P) x Ryr (P) — Rur
qui représente I'addition dans R
b) mémerésultat avec
Reur (P) x Reyr (P) — Reur
C) mémerésultat avec

Rcont (Pr) x Reont (Pr) — Reont

preuve> (a) En composant cette fonction et la fonctionnelle du théoreme 3.11 on contredirait la
proposition 3.8(f)

(b) Méme rai sonnement.

(c) Pour Reont, Utiliser lefait que Reont & Ryir SONt Pr-éguivalents [0

4. OBJETSDE FAIBLE COMPLEXITE AYANT UNE IMAGE
D'UNE COMPLEXITE ARBITRAIREMENT GRANDE

Dans la suite, nous utilisons un "lemme fondamental" pour construire des réels convenables.
Rappelons tout d'abord la version en unaire du théoréme de hiérarchie et un lemme sur les
fonctions constructibles en temps.

Théoréme de hiérarchie (en unaire) :
Soient T, et T, deux fonctionsrécursivesde N vers IN* vérifiant:
— T estconstructible entemps avec Tq(n) = 2"
— Ty(n) =2 n
—  Ty(n).log(Ty(n)) / T1(n) tend vers O
Alors, il existeune partie A de IN; qui est dans DTIME(T4(n)) maispas dans
DTIME(Ty(n))

Lemme:
ad S S e T sontdeux fonctions constructibles entempsaorslacomposéede S et T est
€galement constructible en temps
b) S S estcongtructible en temps et véifie: S(n) = 2.n,
aorslafonction U construite par récurrence apartir de S:
U(1) :=a U(n+l) := SU(n))
est également constructible en temps



Nombres réels, fractions continues et classes de complexité 21

L emme fondamental : Pour toute fonction récursive croissante V il existe unefonction U
constructible entemps, et unepartie A de IN,;, defonction caractéristique X Vérifiant :
— Xa(n) estcalculable entemps U(n)
— Xa(n+l) n'est pas calculable en temps V(U(n))
(autrement dit A O DTIME(U(n)) mais 1+ A O DTIME(V(U(n)))

preuve> On maore V par unefonction croissante S constructible en temps. Il suffit d'établir le
lemmeavec S. Soit U lafonction définie par:

U@L :=1; U(n+1) := 2U(M)
Alors, d'aprés le théoreme de hiérarchie en unaire et le lemme, il existe une partie A de [N,
reconnaissable en temps U mais pas en temps logy(U) c.-ad. :
Xa(n) est calculable entemps U(n) , mais Xa(n+1) n'est pas calculable entemps S(U(N)) U

Théoréme4.1: Pour toute fonction récursive croissante T(n) il existe un nombre réel x qui est
dans Rcony(LINTIME) maispasdans Ky yr(DTIME(T(Nn)))

preuve> Soit V(n):=T(2n), et U construite apartir de V comme dans le lemme fondamental.
Soit x défini par :

_ X o2xal) -1
X 1= Z 20

Pour tout entier n [0 N, larecherche de lI'entier k [0 N, tel que U(k) < n < U(k+1) colte
o(n) .

Soit = Z ZHn() -2
1=

Alors (dn) (en tant que suite de rationnels, avec nJ [N, ) estdans LINTIME etonala
majoration :
1 1

|X—dn|SW<?

Etdonc x estdans Rcony(LINTIME).

Maislesignede x —d,, estdonnépar Xa(k+1), qui n'est pas calculable entemps T(2U(K)) ; et
lataillede d,, est mgjoréepar 2 U(K) O

Dans le corollaire qui suit R cony2(LINTIME) désigne la partie LINTIME de
Z x{-1,013 M1 . L'ensemble Rconv2(LINTIME) est énumérable de la méme maniere que
Rconv2(P) (traité au début delasection 3.2, et P-équivaent AR cop/(P)).
On noterales"inclusions':
Rcony2(LINTIME) € Rcop(DTIME(O(nR))
Rcon(LINTIME) € Reony2(DTIME(O(n1+€)) avec € arbitrairement petit

Corollaire4.2: Il n'existe pas de fonction récursive de R cony2(LINTIME) vers Reyr qui
représente l'identité de R . (celarenforce larésultat obtenu ala proposition 3.8(f) )

Théoreme 4.3 : Pour toute fonction récursive croissante T(n) il existe un nombre réd x qui est
dans Ryt(LINTIME) maispasdans Ry,r(DTIME(T(n)))
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preuve> Soit S une fonction constructible en temps avec S(n) > T(2n)+n+1.
Définissons alorslafonction U par récurrence:

U(1):=1, U(n+1):=S(U(n)).
Onraisonne avec lenombreréd y défini par :

__ 1

Montronsque y estdans Rcyt(LINTIME).
Pour tout rationnel @b, nous cherchons un entier k tel que
UKUK-D-1 o p < QUK+D)U(K)-L
ce qui colte O(Ig(b)) . On pose
S 290

On ne peut avoir g,<ab<y, car sinon
1 a1
poUK = b & <Y — &= SU(k+1)-1
ce qui impliquerait b> 2U(k+1)-UK)-1 : contradiction .
Onadonc: ab <y < ab < g
Montrons maintenant que y n'est pasdans R y;,g(DTIME(T(N))) :

y—Q<32U(|<1+1)_1 0 |wed-&] < 2u<|<1+1)_1
cequi implique;
dénominateur de p(g) = 2U(k+1)-UK)-1
donc taillede pu(g) = U(k+1) -U(k) -1
et U(k+1) > T(2U(k)) + U(k) +1
maislatallede g, est mgoréepar 2U(k) [

Remarque: On ne peut pas déduire du théoréme 4.3 un résultat négatif analogue au corollaire 4.2
du théoreme 4.1: c'est parce que Ry1(LINTIME) ne peut pas étre énumére de maniére
effective (contrairement a Rcony2(LINTIME))

Théoréme4.4: Pour toute fonction récursive croissante T(n) il existe deux nombres réels s et
t qui sont dans R, r(P) maisdont lasomme n'est pasdans R~ 1(DTIME(T(n))) (et a
fortiori n'est pasdans K, r(DTIME(T(n))) )

preuve> On écrit le nombre x construit au théoréme 4.1 sousforme s+t, conformément ala
construction décrite au théoreme 3.11; x est dans Rcony(LINTIME) donc s et t sont dans
Rur®) O

Remarque: Enfait s et t sont dans Ry g (DTIME(O(n3)))
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5. ETUDE DETAILLEE DE LA PRESENTATION VIA LES
FRACTIONS CONTINUES

5.1. Comparaisonde R conT € Ryt

Notations :

S f estunefonction de INj vers TN, nous appellerons sous-graphe de f la partie sous le
graphede f, c.-ad. I'ensemble des couples (n, m) de N3 x N vérifiant m< f(n), et nous
noterons =f lafonctionde N} vers TN définiepar:

Sf(n) := Z f(n)

Le théoreme qui va suivre affirme que, du point de vue "temps polynomial”, il revient au méme de
se donner la coupure de Dedekind d'unréel x ou de se donner le sous-graphede =f , ou f(n) est
lenéMe quotient partiel delafraction continue de x .

Ceci nous conduit & adopter lanotation R conTsous POUr une nouvelle présentation de R :

RconTsous €st lapartiede Z x {0,1} M x N formee par lescouples (e, g) ou g estla
fonction caratéristique du sous-graphe d'une fonction croissantede IN; vers TN : untel
couple représente lemémeréel X que celui représenté dans R o\t par le couple (ef), ou
f(1) :=g(1) et f(n) :=g(n) —g(n-1) pour n>1.

Lacomplexité d'unefonction f de TN} vers TN peut étre appréhendée sous deux aspects: la
complexité du sous-graphe de =f d'une part, letaux de croissancede Zf d'autre part. Il est clair
que le passage d'une fonction f au sous-graphe de >f est donné par une P-fonctionnelle. Le
théoreme qui suit précise donc quelle est la partie de l'information disponible dans R cont  qui st
utilistedans Ryt -

Théoréme5.1:
Reut € Reontsous Sont deux présentations P-équivalentesde R . Plus précisément :
8 Il existeune P-fonctionndlle de Z x{-1,0,130 vers Z x{0,3 M1 * N qui envoie Reur
dans Rcontsous €t dont larestrictiona Ryt représente l'identité de R
b) Il existeune P-fonctionndle de Z x {03 M1 * N vers 7 x {1,030 qui envoie
Rcontsous dans Ryt et dont larestriction a Rcontsous representel'identitede R .

preuve> Soit tout d'abord un éément (zt) de Z x{-1,0,1} ¥ . Celasignifie que nous avons une
donnée z et unoracle t. Nous alons décrire une fonctionnelle en temps polynomial (temps
majoré indépendamment des sorties de I'oracle) qui, lorsque (z,t) est dans [R 1, calcule le sous-
graphe du dfc du réel x représenté par (z,t). Nous avons donc une 2€me donnée: un couple
(n,m) dans N} x I pour lequel il nous faut décider s m < Zf(n) , avec f(n) = a,(x) (lorsque
(zt) est convenable) .

Nous allons raisonner en supposant (z,t) dans R ;1 , mais le lecteur pourra vérifier que I'hypo-
thése n'est pas nécessaire pour lamajoration du temps de calcul.

Tout d'abord lapartieentiere e de x est z+1ou z (on demande t(z+1) pour décider).

Le principe est de faire successivement les calculs:
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-tester m<f(1) ?, s laréponse est oui: terming, sinon calculer f(1)
- tester m< 2f(2) ?, s laréponse est oui: terming, sinon calculer f(2)
etc ...
- tester m< Zf(k) ?, s laréponse est oui: terminé, sinon calculer f(k)
......... jusgu'ace que k=n (s on n'est pas arrété avant)
Posons mg:=m
Onatoutdabord: mp <f(1l) « 1/mg= X;:=Xx-€ =« e+1lmg=x
On interroge donc I'oracle pour e+ 1/mg .
Si laréponse est: x < e+ 1/mg, on aterminé, puisque mg < f(1) < Zf(k). Sinon, on dispose du
majorant mg de f(1) qui vanous permettre de calculer f(1) par dichotomie dans [N apartir des
valeursinitiales 1 et mg. Ceci nécessite d'interroger au maximum Ig(m) fois|'oracle pour des
vaeurs e+ 1/mg; ol mp; estentre 1 et mg,
Supposons maintenant avoir obtenu "m > Zf(k)" et avoir caculé f(k) aveck <n.
On pose my ;= m—Z2f(k) . Onacalculé par laméme occasion les convergents py_3/0x_1 €t pr/dk
. On connait donc la fonction homographique Hy telle que Ent( Hy(x)) = f(k+1), ainsi que la
fonction homographique réciproque Ly . Onaalors:

m< 3f(k+l) = m<f(k+l) = m<H(X) < x O Li(my)
ou [ représente < ou = selonlaparitéde k.
On interroge donc l'oracle pour Li(my) . S m< Zf(k+1) onsait que m< >f(n) . Dansle cas
contraire on calcule f(k+1) par dichotomie puisgu'on dispose du majorant m pour f(k+1), ce
qui nécessite d'interroger I'oracle pour "peu de’ valeurs L (my ;) ol my; estentre 1 et my.
Il est clair queles my, py et gy restent de taille polynomiaement majorée en fonction delataille
desdonnées n, m et z. Et donc que le temps de calcul peut étre polynomiaement majoré
indépendamment des réponses données par I'oracle. (Remargquons en passant ques (z,t) n'est pas
dans R 7, les réponses données par |'algorithme ci-dessus peuvent tres bien ne pas
correspondre au sous graphe d'une fonction croissante).

Passons alafonctionnelle dans |'autre sens.

Nous avons comme données : unrationnel alb, lapartie entiére e de X, et nous disposons d'un
oracle pour le sousgraphe de f (oule dfcde x est [g; f(2), f(2), ..., f(n),....] . Il nous faut
comparer x a ab.

Nous commencons par remarquer que ladonnée alb peut étre traduite sous forme de dfc [cq; Cq,
.y Ck] (OU k=22 s k=1).

Notons également que sl nous connaissonsunréel y dans R oyt

y =[ag; &, ..., @, - ], lacomparaisonde y a a/b peut étre obtenue directement a partir des dfc
selon I'agorithme suivant:

S 3Jj<k tel que g #cj soit i lepremierindice, alors:

s =0 sy(ab-y) = (-1)i+t

sinon sy(ab-y) = (-1)*1sy(g — )
sinon

S a<c—2 sg(ab—y) = (DK

s g >ck sg(@b-y) = (-Dk+1

S a =Cy

S a1 =0 ab=y (syab-y) =0)
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sinon sg(ab—y) = (DK

S a=¢—1
Sia1=1et aup=0 ab=y (sg(ab-y) :=0)
sinon sy(alb —y) = (=1)k+1

En ce qui concerne x, nous connaissons seulement le sous graphe de Zf , mais nous pouvons
procéder de proche en proche comme suit:

comparer e et Cp:
S e#cy comparer x a alb selon l'algorithme ci-dessus
sinon
tester : ¢ <f(1)?, et : c;—1<f(1)? pour connatre sg(ci—f(1)):
S cq#f(1) comparer x & alb selon I'algorithme ci—dessus
sinon
onsait que f(1) =c, et on peut connaitre sg(cy—(2)) en testant :
C1+Cr < 2f(2) ?, et: cptcp—-1< Zf(2) ?:
S ¢y #f(2) comparer x & alb selon I'algorithme ci—dessus  etc...
NB : s onarrivejusgual'indice k il faudra en outre tester
f(k) =c—1 et f(k+1)=17

L'ensemble du calcul est polynomialement majoré en temps a partir de lataille des données [

5.2. Taux de croissance du développement en fraction continue et
mesure d'irrationalité

Nous avons indiqué au début de lasection 5.1 que la complexité d'une fonction
f:N;— IN

pouvait étre appréhendée sous deux aspects:

— lacomplexité du sous-graphe de de xf

— letaux de croissance de Zf
Pour [e, (1), f(2), ....] dans RNt NOus avons explicité la complexité du sous-graphe de Zf , en
lareliant a celle de la coupure de Dedekind du réel correspondant x . Nous allons maintenant
obtenir une interprétation du taux de croissance de Zf en termes de la mesure d'irrationalité sans
signede x.
Tout d'abord précisons que nous utiliserons une mesure d'irrationalité sans signe en unaire pour
leréd x,c.-ad. précisément :
une fonction croissante ¢ : [N, — [, telle quel'on ait pour tout rationnel p/q :

| x—plgl > 12%09(@)

Proposition 5.2 :
a S ¢ estunemesuredirrationalité sans signe en unaire pour unréel x donné dans R cont
sousforme [e, f(2), f(2), ....] , dorsonapour tout n:
lg(f(n+1)) < W(nlg(zf(n) (1)
b) Inversement, s unefonction Y croissante véifiel'inégalité (1) ci-dessus, alors on obtient
une mesure dirrationalité sans signe en unaire pour leréel x en posant :
d(n) := 3+ 2n + 2¢(2n2) + P((1+2n)(1+n+P(2n2))
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En particulier ¢ est polynomialement magjorée s et seulements P est polynomiaement
majorée

preuve> On note py/q, lesconvergents successifsdex . On alesinégalités:

I9(=f(n)) < lg(@n) < nlg(=f(n))
2 lg(gn) = n-1

1 E _ﬁnE 1
an(An + An+1) < B On : On On+1 @)
%x—g%> Ex— zn E ou n estlepremierindicetel que g,>q ©)]

n

Si ¢ estdonnée, ona Ig(f(n+1)) < 19(dn+1) < ¢(l9(an) dapres (2)
Comme ¢ est croissante, ona ¢(lg(gn)) < ¢(n.lg(=f(n)) , d'ou I'inégalité (1).
Inversement, s P vérifiel'inégdité (1) , dorsdapres (2) et (3) ona

19(an-( An * An+1)) < 219(gp) +19(2+f(n+1)) < 219(qy) + 1+ P(nlg(f(n)))

D'ou:
l9(an) < lg(an-1) +19(1+f(n)) < lg(q) + 1 + Y((n-1).19(=f(n-1))
< lg(a) + 1+ w(21g(a)?)
on réutilise
lg( 2f(n) ) =< lg(ay)
et on obtient |'égalité de la proposition 5.2(b) O

5.3. Non stahilité de R cont(P) pour I'addition

Fractions continues a la Shallit

Pour construire 2 réelsdans R ont(P) dont lasomme n'est pas dans R conp(DTIME(T(N))
ou T est une fonction récursive croissante donnée, nous utilisons les fractions continues
découvertes par Jeffrey Shallit [Sha].

Hypothéses communes pour le Théoreme de Shallit et le lemme qui suit :
Soit T : IN; — IN4 unefonction croissante vérifiant
T(n+1) = 2T(n) pour tout entier n=ng,
et soit d(n) :=T(n+1) —-2T(n) .
On pose

B(u,n) == Z uTl(k) ou u est un entier = 2
k=

Théoreme de Shallit :
S nzng et B(un) =[a, ....., 3] , ou onachois ledéveloppement en fraction continue avec
p par (g, peutdoncéreéga a 1), aors:
B(u,n+1) =&y, ..... , &, udM_q, 1, a1 ay 1, oo 8] (%)
(*) (ou une écriture [ag, ...., b, c,0,d, g ...] secontracteen[ag, ...., b, ctd, e,....])
Par suite, lorsque ng=0, T(0)=1, et d(n) =1 pour tout n, lafraction continue de B(u,) est
donnée par:
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ot v=u"@ et sans aucune "contraction”. On remarque alors que les seuls quotients partiels
sont v—1,v, 1, etlesud®—1, et donc B(u,) est aquotients partielsbornés s et seulement s les
ud® sont bornés.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme: S ng=0, T(0) =1, d(n) =1 (pour tout n), et s lafonction n— d(lg(n)) :
IN;— N, , estcalculable entemps polynomid , alors le dfc de B(u,») est calculable en
temps polynomial.

preuve> Soit n un entier en unaire, on cherche  calculer le neMe quotient partiel de B(u,).
On caculeledfc pair

[O; u"©-q, 1, 901 uT(O)]
deB(u,1),ouona u"@-1>1; puislesdfc parsdeB(y,2), ..., B(uk) par application répétée du
théoréme de Shallit, sans jamais aucune contraction, jusgu'a ce que le dernier indice du dfc obtenu
dépasse n+1.
A chague étape, le dfc voit son dernier indice multiplié par 2. On sarrétedoncaun k <lg(n)+1.
Lataille des dfc successifs reste majorée par un polynome fixé en n. Letemps de calcul pour
chague étape est convenablement majoré : on calcule m=d(i) en unaire, d'oti on déduit u™ en
binaire, et il reste juste un travail de recopie (2 fois) du dfc précédent. [

Remarque: Leshypothéses du lemme pourraient ére affaiblies.
L e théoréme suivant résout une conjecture dans[K 02].

Théorémeb5.3:
Pour toute fonction récursive croissante T , il existe deux nombresréels x, y dans
R cont(P) maisdont lasomme n'est pasdans R gr(DTIME(T(n)))
(ni dans R conT(DTIME(T(N))) donc)

preuve>
Soit S: IN; — IN; unefonction constructible en temps vérifiant :
— §(n) =n pourtout n, et
— letest "k est-il delaforme S(j) ?" (ou k est en unaire) est en temps polynomial.
Soit d: N;— IN; unefonction calculable en temps polynomial avec d(n) =2 pour tout n .
Soit Tq: IN;— IN; unefonction telle que:
- T1(00) = 2
— Ty(n+1) =2 Ty(n) = d(n)
On pose Ty(K) :=T1(S(K)) et on définit lesnombresréels x et y:

X = S 1 A
T L 2k R AR P )

Posons z:=x+y, onaaors:

_ 1 N o0 Tk -1 s k=)
2= ) g T =0 T Shon

On adonc pour lafonction Tg:
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- T30 =21
— T3(n+1l) —2Tz(n) = dg(n) avec dz(n) =1 pour tout n
Deplus d3 est calculable en temps polynomial puisque:

d(n) S n et n+l nesont pasdelaforme ()
— da(n) = gd(n)+2 s n estdelaforme (j)
d(n)-1 s n+l estdelaforme ()

Donc x et z ont un dfc calculable en temps polynomia. Donc —x aégalement un dfc calculable
en temps polynomial. Par contreledfcde y=2z+ (—x) n'est pas dans R, gr(DTIME(T(n)))
pour peu que l'on ait I'inégalité :

To(k+1) 2 T(2.To(K)) + To(k) + 1 (voir preuve du théoréeme 4.3).
Il suffit pour celade choisir S de maniere que :
Sk+1) = T(2.T1(S(k))) + T1(S(k)) +1 O

On déduit du théoreme 5.3 une améioration de la proposition 3.12(c).

Proposition 5.4 : |l n'existe pas de fonction récursive

Reont (P) x Reont (P) — Reont
qui représente I'addition dans IR .

preuve> Soit ¢ : IN— R ont (P) une énumération effective de R cont (P) . Unefonction
récursive @ de Rcont (P) x Reont (P) vers Reont €t dors donnée, vial'énumération ¢ , par
deux fonctions récursives
¢ NxN—2 , @ NxNxN;— N,
tellesqueledfcde @d(i),0()) est
[ @) ; @:..1) , @A1,2) , &c. ]

La fonction récursive @, aune complexitéeentemps S. Si i et j sont fixés, le dfc de
P (i),0()) aalorsune complexité en temps bornée par S(Cj; + n) . Maisil existe une fonction

récursive T croissant plus vite que toutes les fonctions n+— S(C+n) . D'ou une contradiction
aveclethéoreme53. [
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