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—
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D
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le

problèm
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2
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opérations
λ

t et
γ
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0 (A

))
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d’intro-

duction
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C
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problèm
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de
la
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—
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—
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—
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—
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C

om
plém

ents
du

chapitre
II

D
ans

la
suite

du
problèm

e,k
désigne

un
anneau

com
m

utatif.
N

ous
notons

(ε
1 ,...,ε

n )
la

base
naturelle

de
k

n
et

nous
pouvons

identifier
M

n (k)
avec

l’anneau
End

k (k
n)

des
applications

k-linéaires
de

k
n

dans
lui-m

êm
e.Siun

élém
ent

de
k

n
est

vu
com

m
e

un
vecteur

colonne
X

,l’endom
orphism

e
représenté

par
M

est
X

7→
M

X
.

C
onsidérons

M
n (k)

avec
sa

structure
de

k-algèbre
(associative

unitaire).
U

ne
m

atrice
de

changem
ent

de
base

P
pour

k
n

produit
un

autom
orphism

e
M

7→
P

M
P

−
1

de
M

n (k).
O

n
note

e
i pour

e
i,i O

n
a

les
égalités

e
i,j e

k
,ℓ =

δ
j
,k e

i,ℓ
et

∑
ni=

1 e
i =

I
n

.
(1)

D
onc

e
ij M

e
k

ℓ =
a

j
k e

iℓ .En
particulier

e
i M

e
j

=
a

ij e
ij ,et

e
i M

e
j

i =
a

ij e
i .

Les
m

atrices
e

i sont
idem

potentes
et

2
à

2
orthogonales;elles

form
ent,dans

le
contexte

d’un
anneau

non
com

m
utatif,un

⟨⟨systèm
e

fondam
entald’idem

potents
orthogonaux

⟩⟩.M
aisdansun

anneau
non

com
m

utatif,un
telsystèm

enecorrespond
pas

à
la

décom
position

de
l’anneau

en
un

produit
d’anneaux.Les

m
atrices

e
ij

sont
de

carré
nulpour

i̸=
j.

1.Les
m

atrices
diagonales

sont
les

m
atrices

M
quivérifient

e
i M

e
j

=
0

pour
tous

i̸=
j.Elles

form
ent

un
sous-anneau

com
m

utatifde
M

n (k)
isom

orphe
à

k
n

(m
uni

de
la

loiproduit).Pour
i̸=

j,la
m

atrice
s

ij
=

e
ij +

e
j

i +
∑

k̸=
i,j e

k
est

involutive,
l’autom

orphism
e

M
7→

s
ij M

s
ij

correspond
au

changem
entde

base
quiperm

ute
ε

i

et
ε

j .Les
m

atrices∈
k

I
n

sont
les

m
atrices

diagonales
quivérifient

s
ij M

s
ij

=
M

pour
tous

i̸=
j.M

ontrer
que

k
I
n

est
le

centre
de

M
n (k).

O
n

suppose
dans

la
suite

que
k

est
un

corps
discret.

2.M
ontrer

que
si

M
̸=

0
∈
M

n (k)
on

peut
trouver

n
couples

de
m

atrices
(A

k
,C

k )
telles

que ∑
k

A
k
M

C
k

=
I
n .En

particulier
M

n (k)
est

un
anneau

sim
ple.

3.
O

n
appelle

base
m

atricielle
de

M
n (k)

tout
systèm

e
de

n
2

élém
ents

e
ij

qui
vérifie

les
équations

(1).M
ontrer

qu’alors
ilexiste

une
base

(ε ′1 ,...,ε ′n )
de

k
n

par
rapport

à
laquelle

les
m

atrices
des

e
ij

sont
exactem

ent
les

e
ij .E

n
déduire

que
tout

autom
orphism

e
de

la
k-algèbre

M
n (k)

est
intérieur.

—
—

—
—

—
—

—
—

—
—

–
Solution
P

roblèm
e
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M
∈

Z(M
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e
i M

e
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=
e
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e

j
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a

ij e
ij

=
a

j
i e

j
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i̸=
j
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signifie

a
ij

=
0

=
a

j
i .Par

ailleurs
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m
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diagonale ∑
k

a
k e

k
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m
ute

avec
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ij
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ent
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a

i =
a

j .
2.
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M
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∑
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ij e
ij
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e
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j
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ij e
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∑
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∑
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ij
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C

om
m

e
µ

2i
=

µ
i chaque

µ
i est
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projecteur.C

haque
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=

e
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e
j

i +
∑

k̸=
i,k

e
k
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O
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A

=
Z[x

1 ,...,x
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m
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e
Z

→
A

est
injectif.

L’idéal
m

de
Z[X

1 ,...,X
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noyau
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m
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e
Z[X

1 ,...,X
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A
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m
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Q
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1 ,...,X
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y(y
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A
0
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Y
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y
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z
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Y
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Z

−
1)

et
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Z
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⊆
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Y
U

avec
Y

∈
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∈
Q
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[T
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Q
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tcorrespondant
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⊆
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