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Chapitre XI

Treillis distributifs, groupes réticulés

Aprés le fait 4.2 il y a la phrase suivante

En mathématiques classiques Da (21, ...,2,) peut étre vu comme un quasi-
compact de Spec A : ’ensemble des idéaux premiers p de A tels que I'un
au moins des z; n’appartienne pas a p.

mais il faut lire

En mathématiques classiques U>Aaf e “a:v peut étre vu comme un ouvert
quasi-compact de Spec A : I'ensemble des idéaux premiers p de A tels que
I'un au moins des x; n’appartienne pas a p.

Fait 4.5 On modifie trés légérement |I'énoncé, certaines notations n'étaient
pas cohérentes.

4.5. Fait. Soient a € A et a un idéal de A.

1. L’homomorphisme Zarm : Zar A — Zar(A/{a)), ou 7w : A — A/{a)
est la projection canonique, est surjectif, et il permet d’identifier
Zar(A/{a)) au treillis quotient Zar(A)/(Da(a) = 0). Plus générale-
ment, Zar(A/a) s’identifie & Zar(A)/(Da(a) =0).

2. L’homomorphisme Zarj : Zar A — Zar(A[l/a]), ou j : A — A[l/d]
est ’homomorphisme canonique, est surjectif et il permet d’identi-
fier Zar(A[1l/a]) au treillis quotient Zar(A)/(Da(a) =1).

3. Pour un monoide S de A on a un isomorphisme naturel

Zar(As/aAg) ~ Zar(A)/(Da(a) =0,f=1),
ot f est le filtre de Zar A engendré par les Da(s) pour s € S.

Chapitre XV
Le principe local-global

Compléments du cours

On améliore un chouia la preuve du lemme 5.1

5.1. Lemme. Soit f € A[X] un polynéme primitif et r € A un élément
régulier avec Kdim A < 1. Alors I'idéal (f,r) contient un polynéme unitaire.

D On commence par démontrer le lemme dans le cas ot A est un anneau lo-
cal résiduellement discret. On peut écrire f = f1 + fo avec f1 € (Rad A)[X]
et fo pseudo unitaire. Par ailleurs, pour tout e € Rad A on a une égalité
dans A du type r™(e™(1 + ye) + zr) = 0, donc r divise ™. Par suite r
divise une puissance de fi, disons d’exposant N. On a

Y= =Y e (fAY) S{fr).
Alors, f&V fournit le polynéme unitaire cherché.
Pour un anneau arbitraire on reprend la démonstration précédente de
maniere dynamique. On note que 1'élément r régulier dans A reste régulier
dans tout localisé de A. Traitons 'exemple f = aX? +bX?% + cX +d. On
explicite le raisonnement précédent sous la forme suivante.
Ou bien a est inversible, ou bien il est dans le radical. Si a est inversible, on
prend fo = f, f1 =0.
Sinon, a est dans le radical, et ou bien b est inversible, ou bien il est dans le
radical. Si b est inversible, on prend fo = bX? 4+ cX +d, fi = aX?3.
Sinon, a,b sont dans le radical, et ou bien ¢ est inversible, ou bien il est
dans le radical. Si ¢ est inversible, on prend f, = cX +d, fi = a X3 + bX?2.
Sinon puisque (1) = (a,b,¢,d) et que a,b,c sont dans le radical, d est
inversible, on prend fo = d, fi = aX® +bX? +c.
Voir plus loin le dessin de I'arbre des localisations successives. Les monoides
comaximaux se trouvent aux feuilles de I’arbre.

La preuve donnée en mathématiques classiques pour un anneau local rési-
duellement discret fonctionne pour I'anneau localisé a chacune des feuilles
de ’arbre. Notez que certains localisés peuvent étre triviaux, mais cela
n’affecte pas la démonstration.

Terminons en indiquant comment on construit un polynéme unitaire dans
lidéal (f,r) de A[X] & partir de polyndmes unitaires g; dans les idéaux
(f,r) de Ag, lorsque les S; sont des monoides comaximaux.
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Chapitre XIV

Nombre de générateurs d’un module

Compléments du cours

On ajoute une section 6.

6. Quelques résultats concernant GKy(A) et
Ko(A)

6.1. Proposition. Soit A un anneau de dimension de Krull < d.
1. L’idéal Nofwv est le nilradical de Ko(A).
2. Si [P] = [Q] dans Ko(A), alors P4 ~ Q<.
3. Sia € Ko(A) et rg(a) > 1, il existe un module projectif de type
fini Q tel que da = [Q)] dans Ko(A)
4. Soit P un module projectif de type fini. Si P®" est libre il existe
N > 0 entier tel que PN est libre.

Remarque préliminaire. Tout module projectif de type fini P a un rang
de la forme 1[e1] 4+ 2[e2] + - -. avec des idempotents e; dans A deux a
deux orthogonaux. Ces idempotents sont calculés a partir d’'une matrice de
projection dont I'image est isomorphe a P. On a alors P=e;P® e P @ - - -.
Si [P] = [Q] dans Ko(A) leurs rangs sont égaux, donc ils définissent les
mémes idempotents e;. Si P ~ Q on a ¢; P ~ ¢;@Q pour chaque 4. Si [P] = [Q)]
on a [e;P] = [e;Q] pour chaque i. Cette remarque permet de considérer
dans la plupart des problemes uniquement des modules projectifs de type
fini de rang constant entier connu.

D 1. C’est la proposition X-5.5 (plus générale).

2. On peut supposer que les modules sont de rang constant entier connu. Si
le rang est nul les modules sont nuls et tout va bien. On suppose désormais
le rang > 0. Par définition, on a un module projectif de type fini R tel que
P®R~Q@R. Onaalors PP @ R ~ Q¢ @ R? Comme rg(P?) > d, le
théoréme de simplification de Bass nous dit que P¢ ~ Q7.

3. On peut écrire o« = [P]—[A"] pour un entier 7, et alors rg(P) > r+1. On a
alors da = [P%] — [A79] dans K¢(A), c’est-a-dire encore da + [A™] = [P9]
avec rg(P?) > dr +d. Le Splitting Off de Serre nous dit que P? ~ P; @ A"
pour un module projectif de type fini P;. D’ott da = [P;] dans Ko(A).

4. Si le rang est nul tout est OK. On suppose rg(P) = r > 1. On définit 7 par
[P] = [A"] + n dans Ko(A), de sorte que 7 est nilpotent d’aprés le point 1.
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Chapitre XI

Treillis distributifs, groupes réticulés

Compléments du cours

Dans la section XI-4, avant le fait 4.3, on ajoute la notation suivante avec un
petit commentaire
Plus généralement, les idéaux de Zar A correspondent bijectivement aux
idéaux radicaux (i.e, égaux a leur nilradical) de A via :

a(idéal de Zar A) — Da(a) := {z € A|Da(x) €a}
Pour plus de détails sur le spectre de Zariski voir la section XIII-1.
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8 Compléments du chapitre IT

Dans la suite du probléme, k désigne un anneau commutatif.

Nous notons (g1, ...,en) la base naturelle de k™ et nous pouvons identifier M, (k)
avec 'anneau Endy (k™) des applications k-linéaires de k™ dans lui-méme. Si un
élément de k™ est vu comme un vecteur colonne X, ’endomorphisme représenté
par M est X — MX.

Considérons M, (k) avec sa structure de k-algebre (associative unitaire). Une
matrice de changement de base P pour k™ produit un automorphisme M
PMP™' de M, (k).

On note e; pour e;; On a les égalités

€i,5 €kt = 0j,k €0

Donc ejjMeye = ajreie. En particulier e;Me; = aijeq;, et eiMej; = aqije;.

Les matrices e; sont idempotentes et 2 & 2 orthogonales ; elles forment, dans le
contexte d’un anneau non commutatif, un «systéme fondamental d’idempotents
orthogonaux ). Mais dans un anneau non commutatif, un tel systéme ne correspond
pas a la décomposition de ’anneau en un produit d’anneaux. Les matrices e;;
sont de carré nul pour i # j.

1. Les matrices diagonales sont les matrices M qui vérifient e;Me; = 0 pour tous
¢ # j. Elles forment un sous-anneau commutatif de M, (k) isomorphe & k™ (muni
de la loi produit). Pour ¢ # j, la matrice s;; = e;; + ej; + Mufmf. e est involutive,
l’automorphisme M +— s;; Ms;; correspond au changement de base qui permute ¢;
et ¢;. Les matrices € kI,, sont les matrices diagonales qui vérifient s;; Ms;; = M
pour tous ¢ # j. Montrer que kI, est le centre de M, (k).

On suppose dans la suite que k est un corps discret.
2. Montrer que si M # 0 € M, (k) on peut trouver n couples de matrices (Ax, Ck)
telles que Muw ArMC), = 1,,. En particulier M, (k) est un anneau simple.

3. On appelle base matricielle de M, (k) tout systéme de n® éléments e;; qui
vérifie les équations (1). Montrer qu’alors il existe une base (g1, ...,¢e;,) de k™ par
rapport & laquelle les matrices des e;; sont exactement les e;;. En déduire que
tout automorphisme de la k-algébre M, (k) est intérieur.

Solution

Probléme 3.

1. Si M € Z(M,(k)), alors e;Me; = e;Me; et donc aije;; = ajiej;. Pour i # j
cela signifie a;; = 0 = a;;. Par ailleurs une matrice diagonale MU x @k€x commute
avec s;; si, et seulement si, a; = a;.

2. Pour M = M&“QQQG on a Qﬁ.zmuw = QjjCk. Donc MMHH @f.gmiﬂ = Q&.HS.

n

Enfin si M # 0 un des coefficients a;; est inversible et I, =)
3. Notons p;:& — €€ et pij:€ — ei;€ les endomorphismes de multiplication
correspondant aux e;;.

Comme p? = u; chaque p; est un projecteur. Chaque si; = e;j + ej; + Mufk% ek

i=

—1
1 Q&. mf.zmif

Chapitre X
Modules projectifs de type fini (2)

Problemes
Dans le probléme 2 (Les opérations \; et v+ sur Ko(A)) on ajoute la phrase d’intro-
duction suivante

Ce probleme est largement inspiré de la section 2 d’un article de Richard Swan
disponible en http://math.uchicago.edu/~swan/MKN.pdf.
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Solutions 15

Exercice 23. (Algébres de type fini qui sont des corps discrets, 3)

1. On écrit A = Z[z1,...,z,] sans présupposer que le morphisme Z — A est
injectif. L’idéal m de Z[X;,...,X,] noyau du morphisme Z[Xi,...,X,;] - A
engendre un idéal m’ de Q[X1,..., X,]. Le quotient B correspondant est aussi

zéro-dimensionnel réduit car le quasi inverse d’un élément arbitraire y de A
satisfait y(yz — 1) = z(yz — 1) =a 0 ce qui veut dire que les éléments Y et Z au
dessus de y et z satisfont Y(YZ — 1) et Z(YZ — 1) € m C m’. Et tout élément
de B provient d’un élément de la forme YU avec Y € Z[X1,...,X,] et U € Q*.
D’aprés l'exercice 21, si B est non trivial, il est isomorphe a un corps Q[T]/{P(T)),
ou P est irréductible dans Q[T]. Pour I’élément ¢ correspondant dans B, il y a un
entier m tel que t' = mt existe dans A.

Et ... & terminer
Exercice 24.

Exercice 25.
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Chapitre VI
Algébres de type fini

Exercices

Exercice 21. (Algébres de type fini qui sont des corps discrets, 1)
Cet exercice est une application du théoréeme 3.15 (Nullstellensatz faible).

1. Soit A une Q-algebre de type fini qui est aussi un corps discret non trivial. Mon-
trer que A est une Q-algebre strictement finie. On pourra utiliser le corolaire 1.12.

2. Par quel type de corps discret peut-on remplacer Q dans ’énoncé précédent
pour obtenir la méme conclusion.

Exercice 22. (Algébres de type fini qui sont des corps discrets, 2)

1. Soit ¢ > 2 un entier naturel et A un anneau quotient de Z[1/¢] qui est un corps
discret non trivial. Montrer qu’il existe un nombre premier p étranger a c tel
que A ~ F,.

2. Soit A = Z[z] un anneau quotient de Z[X] qui est aussi un corps discret non
trivial.

2a. Si p est un nombre premier nul dans A, A est un quotient de Fy[z] avec z
entier sur Fp,. En déduire que A est un corps fini (strictement fini sur F).

2b. Supposons z inversible dans A. On a un polynéme B € Z[X] tel que
B(0) =z;x7 1 et B(x) =a 0. Soit c le coefficient dominant de B. Si ¢ =a 0 conclure.
Sinon z est entier sur Z[1/c|] dans A, et l'on peut voir A comme un quotient
de Z[1/¢c][X]. Soit p un nombre premier étranger a c¢. Si p =a 0 conclure. Sinon
démontrer qu’il existe un nombre premier ¢ nul dans A.

2c. Conclure que A est strictement fini sur un corps Fp, donc est un corps fini.

3. Par quel type d’anneau intégre peut-on remplacer Z dans ’énoncé précédent
pour obtenir une conclusion de méme nature.

Exercice 23. (Algébres de type fini qui sont des corps discrets, 3)
Cet exercice utilise les résultats des deux exercices précédents.

1. Soit A une Z-algebre de type fini qui est aussi un corps discret non trivial.
Montrer qu’il existe un nombre premier p tel que A est une Fj-algebre strictement
finie.

2. Par quel type d’anneau intégre peut-on remplacer Z dans I’énoncé précédent
pour obtenir une conclusion de méme nature ?

Exercice 24. (Radical de Jacobson d’une algébre de présentation finie sur un corps
discret) Soit A une algébre de présentation finie sur un corps discret. Démontrer
que son radical de Jacobson coincide avec son nilradical.



