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SUTTES EXACTES COURTES I Feuille de T.D. N°oI

1) Soit E un A-module , et E, , E, , F, F, , F des sous-modules de E

1 2
tels que : E-E1@E2 s F=F1©F2 9 FIC’El 9 F'ZCE2 .
w
Montrer que : = z§1$§2 ( isomorphisme canonique ) .
F Fl F2
2) Soient F et ¢ deux sous-modules d'un A-module E . Montrer : F E ¢ = FFﬂG

( isomorphisme canonique ) .

Soient EcFcG des A-modules . Montrer : (G/E)/(F/E) =~ G/F

3) Soit la suite exacte courte de A-modules : 0—>E -—?—->F——!->G——->O
Montrer lt!'équivalence des conditions suivantes
(i) 1Im(u) est facteur direct d¢ F ( i.e, 3 Hc-F tel que F = In(u)®E )
(ii) v admet une section ( i.e. 8:G—F tel que vos = g )
(iii) u admet une rétraction ( i.e. TriF—>E tel que Tou = lg )

On dit alors que la suite exacte est scindée .

u v

4) Soit la suite exacte courte : 0 ~—>E —> F > G >0

a) Montrer que si la suite exacte est scindée , F est isomorphe & E @G .
b) Montrer que si G est libre , la suite est scindée .
¢c) Etudier les exemples :

- A=K corps .

2x can_

- A=2 § 0 -2

¢ 2/22— 0

0—2 2,2 %%, 2%/10(u) o© u(t) = (at,dbt) a ¢ 0
6 —Q/7 — R/2Z — R/Q — O ( Remarquer que & est
facteur direct de R comme & espace vectoriel , donc comme Z-module Yo

- A=k[x,y_'],kcorps; 0 — A u'Az v;n_.,o

u(t) = (ty,~-tx) v(pya) = px + Q¥ M = Ax + Ay

5) On dit qu'un A-module P est projectif si s pour tout v s F—G

morphisme surjectif , tout Bk 3 P—>G ;, il existe Es:P—=F , Vveh=h .
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a) Montrer que P est projectif si et seulement si P est facteur direct
d'un A-module libre ( i.e. il existe L 1libre , a : P.—sL injectif ,
et Mc L tels que L=alPloy ).

b) Montrer que si G est projectif , la suite exacte courte de l'exercice
3) est scindée .,

c) On prend A = Z/6Z ; établir 1'égalité : 2/672 = (2/22) + (2/32) ;

les A-modules 2/227 et 3/3% sont ils libres ? Projectifs ?

6) On dit qu'un A-module I est injectif si pour tout morphisme injectif

u:E—F et tout h s BE—I , il existe B s P—1I , Bheu

h a
a) Montrer que si E est injectif , la suite exacte courte de l'exercice
3) est scindée .

b) On prend A =% § A n'est pas un A-module injectif !



Feuille de T.D., N°2

IDEAUX PREMIERS - IDEAUX MAXTMAUX

3)

4)

( A désigne un anneau commutatif unitaire )
On dit quera <A est une unité si il existe bgA tel que ab =1 .
Montrer que les unités de A forment un groupe abélien ( pour la multi-
plication ) ; on le note £,
Que dire d'un idéal de A qui contient une unité ?

Déterminer les groupes T[ij*, Z[;]*, QE:}{

Soit M un idéal de A distinct de A ; On suppose que tout élément de A
qui n'est pas dans M est une unité ., Montrer que X est un idéal maximal
de A , et que A ne posséde pas d'autre idéal maximal . ( On dit alors que
A est un anneau local ).

Réciproquement , montrer que si A possédde un unique idéal maximal M ,
A-M est le groupe des unités de A .

Exemples : X étant un corps commutatif , 1'anneau K[pxﬂ des séries
formelles et 1'anneau K[x](x) des fractions rationnelles dont le
dénominateur ne s'annule pas en O sont des anneaux locaux . Préciser

leurs idéaux maximaux .

Soit M un idéal maximal de A , On suppose que pour tout xé&M , l+x

est une unité de A . Monirer que M est l'unique idéal maximal de A .

Soit A un anneau principal . Montrer que tout idéal premier non nul

est maximal .

On dit que x€A est nilpotent si il existe un entier positif n
tel que xn =0,

a) Montrer que l'ensemble N des éléments nilpotentis de A est un idéal
de A ("nilradical® de A , noté 0 Y .

Exemple : déterminer le nilradical de 1l'anneau quotient j c[;.y]/(xzyB) o
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b) Montrer gue l'anneau A/N est réduit , c'est & dire qu'il n'a pas

d'élément nilpotent non nul .
6) Soit x€A § montrer 3 x nilpotent = 1 - x unité

7) Montrer que le nilradical de A est l'intersection des idéaux premiers de A .
( Pour x non nilpotent , appliquer le lemme de Zorn & la famille | des

idéaux de A ne coupant pas ( = )n et montrer qufun élément maximal

>0
de 2. est un idéal premier .)

8) Soit R 1l'intersection de tous les idéaux maximaux de A . Montrer :

x e R &Vyer , 1-wes

9) Soit I un idéal de A j la racine de I est \rI— = {x €A fAn>0 xnel}
Vérifier que c'est encore un idésl , puis montrer :
(1) VIor ;NI VI ; \I7 -VIaT =VI7
(11) NT = A &1 =2
(111) VT2 7 =V\T + V7
(iv) I premier @\E—n—= P ¥n>0

10) Montrer que V_f =1 8i et seulement si A/I est réduit . Montrer que

I est l'intersection des idéaux premiers contemant I (Utiliser 7) ) .

11) On prend A=2Z, I =n% od m= pi’l p;2... pir ( décomposition en

facteurs premiers ) ., Reconnaitre VI .

12) On prend A = €[x,y] , I 1'idéal (xz-y3,n') s montrer que VI = (x,¥) -

13) On prend 4 = k[x,y] ol k est un corps infini .
a) Montrer , pour f€A non nul , l'existence d'un idéal maximal M de A
ne contenant pas f ( considérer (a,b)e k2 tel que f(a,b)#0 ) .
b) En déduire que l'intersection des idéaux maximaux de A est réduite 2 0 .

14) Soit A principal , ayant une infinité d'éléments irréductiibles j ﬂ I=0.
I max.



1)

3)

4)

5)

MODULES ET ANNEAUX QUOTIENTS Feuille de T.D, N°3

LEMME DE NAKAYAMA

A désigne toujours un anneau commutatif et unitaire .
a) Soit I un idéal de A ; M un A/I -module ; montrer que M est un

A-module ,

b) Soit M un A-module . On pose Ann(M) {'aeaA / aM = 0 } ("annulateur")
Montrer que Ann(M) est un idéal de A .

Montrer que M est "naturellement" un A/I -module si et seulement si

I < Ann(M) .

¢) Soient N et N! des A/I -modules . Montrer que £ 3 N__,N?

est A-linéaire si et seulement si elle est A/I-linéaire .

Soient I un idéal de A et M un A-module . On pose :

M = {Z_k:ak m_ , sommes finies / a €l mkebl}
a) Montrer que IM est un sous-module de M , Etudier le cas ol M est
un idéal de 4 .,
b) Soient M' et M" des sous-modules de M  comparer I(M'+M") et
IM'+IM" 5 I(M'NM") et IM'(VIM" , Y-a-t-il des inclusions évidentes ?
( on pourra regarder A = k[x,y], M'=4x, M" =4y , I-= (xo5) )s
c) Montrer que M/IM est naturellement un A/I-module .

Qulest-ce que I(M/IM) ?

Soit I un idéal de A . Montrer que l'on a un isomorphisme de A-modules s

Hom,( I , A/T) _&HomA/I (12, 4/7)

Soient T et J deux idéaux de A ; on note 1 et J les images de

I et J dans A/I . Monter que s

e e

f+3=f:3 3y fﬂj IJ 9 f3=I

On prend A = k[x}, B = { Pea / PYO) =0 } 3 vérifier que B est

£4
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un sous-anneau de A . Montrer que l'ensemble I = {E’EA. / P(0) = P'(0) = 0}

est un idéal non principal de B .

Soient A un anneau local d'idéasl maximal M , E un A-module de type

fini non réduit & O . Soit (el,ez,...,e un systéme de générateurs de

)

E de cardinal minimum .

a) Montrer que l'application f de M dems E qui a (31’32""’3k)
. 127 4 14

associe l1'élément a1e1+32e2+...+akek de E est A=linéaire et non

surjective ( momtrer olqﬁlm(f) )e

b) En déduire ME # E . ( Lemme de Nakayama ) .

U oF —2 5 G—>0

Soit I un idéal de A et : E

une suite exacte de A-modules . Montrer que la suite qui s'en déduit :
E/IE _u, F/IF —-—i—a G/I6 —> 0

est aussi exacte .

Application ¢ soit f : E —=F un morphisme de A-modules , avec F

de type fini et A local d'idéal maximal M . Monirer que si F de

E/ME vers F/MF est surjective , alors f est surjective ( poser

G = Coker(f) et appliquer le lemme de Nakayama ) .

Soit A un anneau local noethérien d'idéal maximal M , de corps résiduel
k=AM 3

a) Montrer que le nombre minimum de générateurs d'un idéal I de 4

est égal 3 3 dimk(I/MI) o

b) On suppose dimk(H/MZ) =13 soit teM, t¢H2 . Montrer que la
multiplication par t définit une application linéaire f de A vers

M surjective et en déduire M=At .



1)

2)

3)
4)

13

ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE Feuille de T.D. N°4

Partie I

Soit A un anneau local , intdgre , noethérien , et soit M son idéal

maximal 3 on suppose que M est principal , et on note t un générateur .

On note K = Frac(4) .

o 42 3
l-tueatu

Montrer (ul) C(uz) C_(uB) cee et en déduire a =0 . D'od ¢ (1M =0 .

Soit a.é_ln pour tout entier n ; on écrit ¢ a = tu

Pour a non nul dans A , montrer l'existence de n entier tel que

aébfn et aé‘und . En déduire 1l'écriture unique : a = 2w $ u inversible .
On pose v(a) =n ( et v(0) =+00) ,

Montrer que tous les idéaux de A sent de la forme u" ( pour un nelN ).
Pour x¢€K , x s'éerit a/b avec agcA et bEA -{0}. On pose :

v(x) = v(a) = v(b) . Montrer que v est bien définie de K dans Z

et vérifie : v( x+y )y Min( v(x) , v(y) ) 3 v( x) = v(x) + v(y) .

Partie II

Soit A un anneau noethérien intégre , K = Frac(A) . On suppose que tout

xeK vérifie x€A ou 1/x€4 .,

1) Montrer que la somme (a) + (b) de deux idéaux principaux de A est un

[s¥]

idéal principal . ( Distinguer selon que a/bcA ou b/a€r ) .
Montrer que A est principal .

) Soient a et b dans A avec a+b inversible dans A . Monirer que
soit a soit b est inversible dans A j utiliser pour cela 1l'égalité :

1/b = (a1+b)-l (1+ a/bv) . En déduire que A est local .

Partie III

Soit A un anneau local noethérien admettant wn unique idéal premier %0
noté ¥ ( qui est bien sfr maximal ) .
1) Montrer que tout idéal I de A pon nul contient une puissance de M

{ Considérer un élément maximal de la famille des idéaux non nuls




5)

&7

de A ne satisfaisant pas la propriété demandée -~ si cette famille est
non vide = . Voir aussi le lemme V.2.4 ) .

On suppose de plus A intdgre ; soit K=Frac(A) ; on pose : I ={ xek / xMcA}
Montrer : I DADIM> M ., Soit ae¥ non nul ; r minimal tel que
M c Aa . De nr'lq_r_ Aa , déduire qu'il existe beA , blaeI -4 .
Conclure I # A .

On suppose A intégralement clos dans XK ; montrer que IM = M implique
I =4, et conclure IM =4 .

Soit ¥ la famille des idéaux J de A tels que J#Ms pour tout selN 3
On suppose ¥ non vide , et on prend un élément Jo maximal dedans .
Montrer Joc: JOI C A puis Jo $ JoI .

Conclure : JOI = Mt puis Jo = llt”' d'ol la contradiction .

Partie IV
Démontrer le théoréme suivant : soit A un anneau noethérien intégre
et K = Frac(A) ; les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A #K , est local et principal .
(ii) A est local et dimk(M,/Mz) =1 ( M est 1'idéal maximal et k=A/M )
(iii) A # K est local et M est principal .
(iv) 4 # K est local et tout idéal de A est de la forme e s SEN &
(v) A # K et les idéaux de A sont totalement ordonnés par incl)usion N
(vi) A # K et les idéaux principaux de A sont totalement ordonnés
par inclusion .
(vii) Pour xeK , =i x¢A alors 1l/x €4 .
(viii) Il existe un morphisme de grouges non nul v : K Z vérifiant
v(x+y) }Min(v(x),v(y)) et xeA & v(x) 20
(ix) A posséde un seul idéal premier non nul et A est intégralement

clos dans X .



Indication : montrer les implications
(1) 2 (11) = (111) 2(iv) 2 (v) = (v1) = (vii) = (1)
puis (i) = (ix) =(iv) et (iii) = (viii) =>(1)
On appelle anneau de valuation discréte un anneau local principal § la
terminologie vieﬂk de (viii) , l'application v étant appelée une

valuation discréte .

Partie V

Soit A un anneau de valuation discréte et K = Frac(4) . Soit B

un sous anneau noethérien de K avec ¢ A & B cK .
1) Montrer que B est un anneau de valuation discradte ( utiliser (vii) ) .
2) Si N désigne 1'idéal maximal de B (et M celui de A ) ,

discuter de NNA # O : montrer alors gque A = B .

€8




1)

2)

3)

4)

5)

COMPLEXIFIE D'UN ESPACE VECTORIEL REEL Feuille de T.D. N°5

S0it V un espace vectoriel réel et J un endomorphisme de V avec J = = id

Momtrer que si V est de dimension finie , dimRV est paire .

Montrer que la loi externe suivante s ExV ——sV

a et b réels (a+ib,x)+——> ax + bJ(x)
fait de V un espace vectoriel sur € . En déduire qu'il existe une
infinité de structures d'espace vectoriel complexe sur un espace vectoriel

réel non nul de dimension paire ( campatibles avec la structure réelle ) .

goit E un espace vectoriel réel , V

EDE et J ¢ V—V aéfini par
J(z,y) = (;y,x) . Vérifier 72 . -id, ; on note o 1tespace vectoriel
complexe ainsi obtenu . Calculer i.(x,O) s On identifie E & un sous
espace réel de EC par xr——»(x,o) » Tout vecteur de Ec s'éecrit alors

de maniére unique x + iy avec x&E , y€E . L'espace Ec s'appelle le

complexifié de E . Lorsque dimmE est finie , gque vaut dimcEc ?

Montrer la propriété universelle de Ec ¢ pour toute application R-linéaire
uisE  —»W od W est un espace vectoriel complexe , u admet un prolon-
gement C-linéaire unique U 3 A

En particulier si f : E —»F est une application R-linéaire entre
espaces vectoriels réels , on lui associe fc 8 EC——>FC €=1linéaire .
Montrer qu'on vient de définir un foncteur de la catégorie des espaces

vectoriels réels vers celle des espaces vectoriels complexes .

Soit E un espace vectoriel réel § montirer que E®RC est naturellement

‘muni d'une structure de C-espace vectoriel ( par opération de € sur

le second facteur ) , et qu'on & un isomorphisme 3 E @Rc —s g¢

qui &4 x®3z associe 2z.x .
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1)

3)

+0

EXTENSIONS QUADRATIQUES IMAGINAIRES

ET RESEAUX DANS ¢ . Feuille de T.D, N°6

Soit D21 un entier qui n'est pas divisible par le carré d'un

nombre premier , On pose W, = iVD si D=1ou2 (mod 4 )
L =-1——42l—1—@- 8i D=3 (mod 4 )

et on note A = Z’[wD] .

Dans le plan complexe , on désigne par A , B, C les images respectives
des nombres 0 , 1 , ) et par T le itriangle enveloppe convexe de A,B,C.,
Le rayon du cercle circomscrit &8 T est noté R .

a) Monirer que pour tout point de T on a 3 inf(lA,MB,lC) £ R

b) On pose s+ k = sup ( inf }z-u)z)
zel uei

Prouver l'égalité ¢+ k = sup ( inf (mz,mz,ucz) )

MeT
¢) En déduire :
2
. D+1 = ®+1) R
k = 4 si D=1 ou 2 (mod 4) k = Nz si D=3 (mod 4)

Soient a et b deux éléments de A =2 [w], b+0 . Montrer qu'il
existe c€A tel que |a - be| 2 <k }b|2 .
En déduire que A est un anneau Euclidien pour D égal &4 1'une des valeurs

suivantes ¢ 1 , 2 4 3 , T, 11 .
Trouver les unités de 4 = Z[w ] .

Entiers de Gauss .

. . . 2.2
Soit R = Z[i] , H(a+id) = a“+d° .
a) Montrer que si N(v) est un nombre premier , v est irréductible
dans R ., Montrer que la conclusion est la m&me lorsque N(v) = 2
avec r premier , r = 3 (mod 4) .

Donner la décomposition de 2 et de 5 en produit de facteurs irréductibles.




5)

b) Soit p un nombre premier , p =1 (mod 4) .
En utilisant le fait que le groupe multiplicatif 2'/';,; est cyclique ,
montrer l'existence d'un entier n tel que n? =-1 (mod p) .
En déduire que p est réductible dans R ( sinon p diviserait
0%+l = (n+i)(n=1) +eo) &

En déduire que p est la somme de deux carrés ,

c) Décrire les éléments irréductibles de Z[iJ .

Soit B = Z[iV3]
Soit I 1'idéal de B engendré par 2 et 1+iY3 . Montrer que I # 2B
et I2 = 2I . Montrer que I =.{a+biV§’ / asb mod 2} est un idéal

premier , et que c'est l'unique idéal premier contenant 2B ., En déduire

que 2B ne peut s'écrire comme produit d'idéaux premiers .

Soit A = Z[iV5]

a) montrer que N(a) = 2 ou N(a) = 3 est impossible pour ac4 .

b) Montrer que 2 , 3 , 1+iy5 , et 1-i¥5 sont irréductibles dans A .
¢c) Contempler 1'égalité 6 = 2x3 = (1+i¥5)(1-iV5) et conclure que A

n'est pas factoriel .
Soit A = z[l-%ﬂlj
3

On cherche les solutions dans Z de l'équation y2 = x° =11

a) Dresser la table des carrés de 2/82 et montrer que x est impair .
Montrer que x ne peut &tre multiple de 11 .

b) Soit dgA un facteur commun & y+iVII et y=iV11 dans A . Montrer

3

que N(d) divise 44 et x° . En déduire que N(d) = 1 puis que y+iY{II

et y-iYTT sont premiers entre eux ,

ans A et

c) Montrer que y+iVI1 est un cube ( a + b 1+2VTT ) 34

que + x = 8% 4 ap 4 3b? s 2=01 ( 3&2 + 3ab = 2b? )  avec (a,b)e.zz .

11

d) En déduire les solutions de l'équation :+ ( 3 , 24 ) et (15, 258 ) .



LANNEAUX ET CORPS DE NOMBRES Feuille de T.D, N°7

Soit P(x):= = 4 2 - 2x + 8 ,

1) Vérifier que P est irréductible dans Q[x]. Soit & une racine de P

et K = Q[x]., Calculer Disc(M) ol M= 2 + Z«+ 7 «° .

2) On pose 3= 4/ . Montrer {56% s vérifier les relations :
p(2=-o<+2-2{3 et (52=-20(-2+(5,
On pose M' = B + ZxX + 2’{5 C({ o Vérifier M'DOM et M'£+ M .

En déduire M' = <§;( et Disel O;{) = 503 ,

3) On cherche 3 décomposer 1'idéal Z.G‘K o Si @ est un idéal premier

de U au dessus de 2 , montrer que dans le diagramme commutatif

K
T —— Ué = 2[«,p]
| !
2 _"’q/?

on & ¢ 2 - P - 2 - =
X ,Xp=0 , &°=F ou X=PRet B =P

En déduire le degré résiduel : f@ = ( ()17( Vo d i ) =1 .

4) Soient @,4%/,¢" 1es morphismes d'anneaux de (’91( dans I, définis par:

2
i@(x) =0 {‘P’(“) =1 {CP”(o() =0
%) =0 9(p) = o ?(p) =1
Soient ’?2 N ?2, s ‘?2” leurs noyaux respectifs . Gréce & ce qui

L s _ Py
précéde , montrer que 2 OI’( = ?2 ‘?2 ’5)2 .

5) On écrit I|J pour I divise J ( ouIoJ ) 3 (x) pour xO'K .

Montrer : N(¢) = N((&) = 8 , En déduire que tout idéal premier diviseur

de («) ‘ou ((3) est au dessus de 2 ., Montrer :
{@2 | (=) 9§ () ARG
®, | (@) 35 | ® 25 X(6)

£2%




~

Do (D) = (4) = (BB A2 ceeuire + @) =P, BF (B) - B, %7

6) Calculer les termes constants des polynfmes :
P(x+2) , P(x=2) , P(xz+l) , P(x=3)
et les normes des iddaux : &-=2) , (X+2) , ®-1) , &+3) .
En déduire que tout diviseur premier de ces quatre idéaux est au
dessus de 2 .
Montrer que (?2/ divise (¢=1) et &+3) , mais ni ’?2 ni ’?g ne
divisent (X=1) ou (¥+3) .

En déduire : (¥=1) = (f123 et (%+3) =(?,22 3 puis que ‘?’2 est primecipal .

)
7) Montrer que @2 et (572I divisent (X+2) et (X-2) , mais que ?; ne
divise ni l'un ni 1l'autre .
Soit A 1ltanneau de valuation discréte (9;( ,S,u et vi A—>N
9
2

la valuation associée , normalisée s

v(x) =n & xé?gn et x{?;m'l
Montrer : v( X% 2) =1 ( Utiliser v(x+y) = inf(v(x),v(y)) lorsque
v(x) = v(y) ) .

!
En déduire , vu les normes 3 (¥=2) =(.?23'P2” et (K+2) = '?22'92’

Yy
8) Montrer que ‘?2 est principal , puis que ’92 est principal .
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AUCUNDOCUMENT AUTORISE

l. - Soit R V'snneau des entiers de O (V-29 ) .

8) Décomposer de deux facons non équivalentes 'entier 30 en
produits d'irréductibles de R .

b) Décomposer 1'{/dés) 30 Rde R en produit d'idéaux premiers.
c) Donner 1e liste des idéaux entiers de R qui contiennent 30.

d) L'snnesu R est-l principal ?

.- a) Si G,+ est un groupe abélien fini, prouver gu'il existe un
entier n>0 evec nG ={0) te. YgeG , ng=0.
b) Prouver que si | c A est un idéal non-nul de 1’snneay des
entiers d'un corps de nombres, alors N(l1 )€ | .
c) Quels sont les iddaux de 2 [ V2 ] dontle norme est 18 ?
2iT

.- Soit &« = exp(g ) . L'icéal principal (o) de l'snnesu 2{«]

est-11 premier ? maximal ? A-t-on Z[ul/(“) =2 (isomorphismes d'snnesux) ?
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I MS P MATHEMATIQUES, Année 1987/1988
1ére SESSION d’EXAMENS JUIN 1988

MAITRISE DE MATHEMATIQUES FONDAMENTALES
M2 - ALGEBRE
Jeudi 2 Juin 1988

DOCUMENTS INTERDITS.
1. Soit  P(X) lepolyndme XS + X2-2X-1 € Q[X].
.1 Prouver que P est irméductible (sur Q) .
1. 2) Soit  f(Y) = P(Y - -%) ; Prouver que f posséde trois racines

3
réellesnotées (ny ny ng) et Colculer T fny)
’ i=1
3
En déduire que P @ trois recines réelles (§q 5 ,83) etcalesler T P(Ey)
i=1

I. 3) Onfixe ¢ uneracineds P etonnote K=0(§) lecorpsde
nombres et A = Oy sonannesu d'entiers.

Démontrer Disc 2[E]l c A C -;-Z[E] .

Exprimer Disc Z[ E ] enfonctionde Disc A etdelindicede 2[E] dens A ;
prouver que 'inclusion stricte 2 [ € ] ¢ A conduirsit & une veleur interdite pour Disc A .

I. 4) Calculer le nombre de classe (s) de K .
1. 8) Décomposer 2A, 3A, 7A enproduit d'idéaux premiers.
. Soit o = e2imM/? , L= D(e) Vextension cyclotonique deniveau 7 de @,

B = 0| sonennesu d'entiers.
1. 1) Déterminer les extensions intermédiaires § ¢ M ¢ L
(on précisers leur degré swr @ ; sont-elles galoisiennessur © 7)) .

I1. 2) Onpose a=06+05 ; calculer le polyndme minimel de &« sur @
etprowverque O[al =L N R =K

i1. 3) Décomposer 2B et 3B enproduit d'idésux premiers (utiliser pour
cela a question 1.5) . Calculer le nombre de classesde L .
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DUREE : 3heures

Ondésigne par o la recine réelles dun polyndme X3+ X+ 1 , par B et B sesdeux
autres recinesdans € ; onpose K = O[a] etondésignepsr A = Oy 1'anneaudesentiers
e K.

1 . Etablirque A= 2[a] etque A estprincipal.

2 . Montrer: B+ F=-a , Bf=- <, [(B-a)F-(B-F)I =-3
etendéduireque K[iv31] = O[«,B,B 1. Montrer que ce corpsde nombres L = Q{a, B,B ] esture
extension galoisiennede degré 6 de O et déterminer son groupe de Galois G .

3 . Montrer que I'annesudesentiers B=0, est A[ 1—“—?—1—- ]

4 . Décomposer 31 dans A ; montrer que la décompositionde 31 dans B estdela
forme ‘p12 S DZ ol Py, Pz et Dz  désignentces idbeux premiers distincts.

5 .St M=0[iv/31] et C= 0y sonannsaudientiers.
Décomposer 2 et 3 dans C . Montrer que toute classe d'idéaux de C contient un idgal de

norme au plus 3 . Déterminer le groupe des classesde C .

|
N.B - Onrappelle la formule de majoration  ( -g)rz—r}]i ld|1/2
n

7¢
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@ Soit 'P(x)=x5—x+1
1) Décomposer P dans 3/27Z (x] , 2/32[x1, 3Z[x] .
2) °°ist SIS
<t P Z> ; en déduire la valeur de T‘P'(Ti)

3) Soit K = Q(%) ot « est l'unique racine réelle de P ; déterminer

les racines de P dans € 3 comparer T('?iP'(Ti)

l'anneau de nombres A = O’K correspondant .
4) Déconposer 2. en produit dfidéaux premiers dans A et donner la
norne de ces idéaux .
5) Déterminer 1'idéal de A au dessus de 19 en lequel 19 se ramifie .
(B s 2869 = 151 . 19
@— soit @= \}’T
1) Jontrer que K = Q(f) est une extension de degré 3 ; soit 4 =O—K
l'anneau d'entiers correspondant 3 montrer que A C = L I[e]
2) Soit Y= -(a.+b9+c9 ) dans 4 , aveca 4, b, C dans Z . Calculer ¥2
sa trace § en dedulre que a est multiple de 3 et que 56’ est dans 4 .
En déduire : A = Z{g].
3) Soit L = K(j) ol j = exp(—-) . Montrer qug L = (8,36 ,3%] et

est une extension Galoisienne de Q e Soit R=—% ; calculer A

e

Décomposer 3 dans @i .

@- Soit M = Q(F) , T = exp( g—%g—) , l'extension cyclotomique de hauteur
20 de § .

1) Déterminer le degré de l'extension M et le polynSme minimal Q de T .
10, - s 3 calculer TQ Y st pk) et
en déduire le discriminant absolu de H .

Gal(#/®) ? Quels sont les éléments

2) Soit (‘Qk) les racines de x

a

3) Quel est le groupe de Galois G
de G d'ordre 2 7

4) Décomposer 2 (9:I en produit d'idéaux premiers de @;{ . Déterminer
le groupe de décomposition et le groupe d'inertie d'un idéal premier
de (9:{ au dessus de 2 .

17
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PROBLEME I

Soit (p,q)€ 2° , P(x) = =+ px + @ Z{x]. On suppose P irréductible

et d = -(4p3+27q2) L0 .

1) Montrer que P admet une unique racine réelle < ; on note K = QIx]et
A = C% ltanneau d'entiers de K . Quelle est la structure des unités de A 7
Jdontrer que les unités positives de A4 sont de norme 1 et qu'elles forment
un groupe libre admettant pour générateur la plus petite unité strictement
supérieure & 1 .,

2) Soit u une unité de A , udl j on pose u = 92 ,( >0 ) ; montrer que

les conjugués de u sont de la forme L ele et é e-le ot Be R ; en déduire

3. 24 ol d'=Disc(l,u,u”) . Montrer que le discriminant

que |d'} €4u
ebsolu d de A divise d4' . OCn suppose \d\>'4 u? +24 3 montrer que

u est générateur des unités positives de A .

3) On prend : P(x) = x3 + 10x + 1 3 vérifier toutes les hypothéses utilisées
plus haut ; déterminer A , d , et montrer que -é: =<X? + 10 est générateur
du groupe des unités positives de A .

B ¢+ 4027 est premier ,

PROBLEME II
Soit P(x)=x5—x+162[xj

1) Etudier la décomposition de P modulo 2 , 3 , 5 . lontrer que P est

irréductible sur § .

2) Déterniner le nombre de racines réelles de P ; soit o une racine de P
dans € , K = Q[«] le corps de nombres associé . Quel est le nombre de
plongements réels de K ?

3) Calculer le discriminant de 2[«] et en déduire : O’K = Z[¥] .

KB : 2869 = 19 x 151

4) Donner la déconposition de (2) , (3) , (5) en produit d'idéaux premiers
dans (0, et donner la norme des idéaux qui interviennent .

X
5) sontrer que C% est principal .
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DOCUMENTSAUTORISES.
LES PARTIES [ et Il DU PROBLEME SONT INDEPENDANTES.

PARTIE 1.

Soit le polgndme P(X) = XS -3X+1 de 2[X ]
1) Etudier 1a décompositionde P modulo 2,3 et S . Montrer que P est
irréductible et possede trois racines réelles. Soit o 1'une de ces racines,

K=0a], A= 8 Iennesudenombrescorrespondantet A' =2[ « ] . Montrer :

1
A'cAc =-A.
9

2) Montrerque a et o+ 2 sont des unitésde A' et que

(+1)3 = 3a(x+2) . Comparerlanormede (x+ 1) et le nombre d'éléments de
A'7(a+1)A’ ; endéduire A = A+ (a+ 1)A , puis A = A+ 3A , enfin
A=A

3) Montrer que A est principal.

4) Montrer que « -2 est aussi racine de P ; quels sont les corps conjugueés de

K sur § ? K est-il une extension galoisiennede © 7
PARTIE II.

Soit L I'extension cyclotomique de hauteur Sde 0 , € = g2im/9 , B =0
L’annesu

desentiersde L .

1) Déterminer le polyndme minimal de £ sur 2 , les conjugués de € , le groupe

de Galois G de L sur O .



2) Déterminer le sous-groupe H de G d'ordre 3 ; I'extension intermédiaire S ,
€ c S c L, formeéedespoints fixesde L sous 1'action des éléments de H ; 1'anneau

dentiers C =0g

3) Calculer le discriminant absolude L sur @ ; quels sont les nombres premiers

qui se ramifient dans B 7

PARTIE IH

1) En utilisant 1a relation cos 3u = 4 cosSu - 3 cosu , Géterminer les valeurs
possiblesde u telque o = 2cosu . Endéduire K = Ln R . Quel est le groupe
de Galoisde L sur K 7

2) Montrer que S engendre un idésl premier dans A et dans C . Quelle peut étre
la décompositionde SB dans B ?

3) Majorer le nombre de classes d'idéaux fractionnaires de L ; B est-il principal ?
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Onnote z = e4iT/S et K=0(2) Iextension cyclotomique de § de hauteur S .

I. Quel est le polyndme minimal de 2 sur © , l'snneau A des entiersde K , le
discriminant sbsolude A ?

Quels nombres premiers se ramifient dans A 7 Donner la décomposition de ces
nombres dans A . A est-il principal ?

i1 Décrire le groupe de Galoisde K sur Q . Soit K*=KNR ; montrer que K
est une extension quadratique de © , unigue extension intermédiaire entre § et K . Montrer

-1+J8
2
le groupe A'® des unitésde A’

que K'=Q ( ) . Soit A" l'anneau des entiers de K’; A’ est-il principal ? Décrire

111, a) Montrer que K ne contient d’autres racines de 1'unité que les racines 10&me de
I'unité. Onnote G le groupe des recines 10éme de I'unite.

b) En utilisant le théoréme des unités, montrer que si &  est une unité de module
1del'anneau A , alors @& appertienta G .

c) Soit a=pel® (p>0) ueunitéde A ; montrerque p2 € A otque
e2® ¢ G . Montrer également que p € A'™ équiveutd e® € G

d) Montrer qu'aucun élément de (1-29)K’ n'est une unité de A et que A
n'admet

s L
aycune unité d’'argument — .
10

En déduire que le groupe A des unitésde A est le produit direct du groupe G et
dugroupe U des unités positives de A’ .

g4
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Exercices & la carte

@

S0it 4 un anneau commutatif , unitaire , intégre ; K son corps de
fractions 3 I et J deux idéaux généralisés non nuls ., On considére
l'application «: (J:I)—-e,HomA(I,J) gui & un élément du transporteud
de I dans J associe la multiplication par cet élément .

1) Etudier X : « est=il un morphisme de A=modules ? Est-il injectif ?
Est-il surjectif ? ( Indication : pour f appartenant & HomA(I,J) , comparer
f(x)/x et £(y)/y lorsque x ety sont deux éléments non nuls de I . )

2) Lorsque I est inversible , comparer (J:I) et -J'.I-l .

@

Seit X un corps de nombres , 4 = CE l'anneau d'entiers de K
N = KK/Q la norme de K sur & .

1) Pour un élément a de A , montrer l'équivalence : (a inversible )
équivaut 3 ( N(2) =1 ou N(a) = -1 ).

2) Déterminer les éléments inversibles de A pour K = @ {iVEj ol

L% . <z .
d€t” sans carré dans sa décomposition en facteurs premiers .

@

Soit X un corps de nombres , A = C% l'anneau d'entiers de X ,
T un idéal non nul de A , N(I) sa norme .

1) iontrer que pour a non nul dans I , N(I) divise NK(4a) , et que
5(I) = §(Aa) si et seulement si I = Aa ., Montrer que X(I) opremier
implique I premier .

2) soit K = Q[i\I3J), 4 =0} . L'idéal I =2:+ A(1+iVI3)  est-il

preaier ? Principal ? Quelle est sa norme ? Et 1'idéal J = 347

soit K = Q[iV7) , 4 =2(iV7], I 1'idéal de A engendré par
2 et 1 +iV7 . ‘
1) A est-il de Dedekind ? Hontrer gque 12 = 2] et que I n'est

pas inversible .
2) Calculer (A:I) et (A:I).I .




@

Soit T = exp( %% ) et K = Q[Y]) l'extension cyclotomigue de & de
hauteur 11 .

1) Identifier le groupe de Galois G de K sur § et donner deux
¢léments de G d'ordre 2 et 5 respectivement , Quels sont les
sous-groupes de G et les extensions intermédiaires ( entre § et K ) ?

2) Soit n= T+ _1? = 2 cos(%}) ; montrer que QIp}= KNR et calculer
le polyn8me 1inimal de?.

©

Soit K = Q[VIO) et 4 = 2I0].

1) Etudier les idéaux I = (1 +VI0 , 3 ), I'=(1-VI0, 3 ),
J=(N1I0, 2 ), I.I', 72 . sont ils premiers ? Quelle est leur norme ?
Décomposer 6A en produit d'idéaux premniers de 4 .

2) vontrer qu'il n'existe pas d'éléments de A de norme 2 ( Etudier
modulo 5 1'équation correspondante ) et que 2 est irréductible dans A

En utilisant 6= (NI0 =2 ) (VTB + 2 ) en déduire que A n'est pas
un anneau factoriel .

(o

Soit o(:Q/To y K=8Q[«], 4= (?K .
1) Etablir : (%C%O Z{«]; puis O C % Z[x].
; 3 °<24-”"4-1

2) Soit p= X7 = 3 s montrer que P est entier . Calculer
Disc( l,d,P) . Montrer que (l,M,F) est une base entidre de G% .

G2

Soit P(x) = x3 + X =q € Z[x} avec q € N® impair .

On note & l'unique racine réelle de P , @ et ﬁr les deux autres ( avec
partie imaginaire de b positive ) , O =1 VZ_:~§7—EZ— .

1) Honirer que P est irréductidble . Calculer ;3 et F_en fonction de

® et & ., Soit K = Qf«], L = Q[tf,(s,'(s'_]; montrer que L = K[8).
Identifier le groupe de Galois de L sur §

2) Calculer Disc( 1,&,6?,a,eu,e«? ) .

§3
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On donne : p=14+3« 4, =14+ 3p deux noabres preniers

au moins égaux & 5 , el , (ZeN s X4p mod 3

“wo

3 2

u et v les réels positifs vérifiant : u” =p  q 4, Vv  =Dp g .

X = Q[p] le corps de nombres engendré par u , A = Oi son anneau
dlentiers 4 B = 2 + Zu +&v .,

PARTIE I
1) Jontrer que K est une extension de degré 3 de Q , que K = Q[v]
et que B est un sous-anneau de 4 . :
1

Calculer DiscK/Q(l,u,uz) et Disey(1,u,v) . En déduire : 4C o= B .

2) Soit x =2 + bu + cv avec (asbye e Q3 « Celculer les traces
( s 2 2 2 .
T /g ) des éléments ¢ X 4 UX , VX 5 X , UX , VX § montrer
l'inclusion : AC% B .
Soit x= a + bu + cv avec (a,bsc)é€ s § on suppose ¥y = § dans A 3
montrer que a = b = ¢ modulo 3 .

3) Soit  z = %
si on veut , calculer le polyn8me minimal de 2z sur @ en développant

(z-5)3 (32T,

( 1 +u+v ), Calculer lz norne de =z ( on peut ,

-
fontrer que 2z n'est pas dans A , et conclure 3 A =3B .

4) Donner la matrice des composantes de (1, x=a+dbus+cv , x2 } dans
la base (1, u, v ) et calculer DiscK/Q(l,x,xz) . Hontrer que
1'équation b3p - c3q = + 1 nt'admet pas de solution (b,c)e& z° pour
p=7 , q=13 ( étudier 1'équation modulo 13 ) . En déduire que

dans ce cas , A n'admet pas de Z-base de la forme (1,x,x2) .

it . .2 ~ s 2iN
Soit Lzﬂ[u s Ju ., 3 ul o1 3 = exp(—;—) °

1) Montrer que L = K[j] s que L est une extension Galoisienne

de § , et que son groupe de Galois s'identifie au groupe 653 des




permutations de ( u , ju, j2u ) .
Déerire les extensions intermédiaires entre ® et L § sont elles

Galoisiennes ?

2) En considérant ( u = 1)3 et (v - 1)3 dans 4 = @i ’
montrer que 34 est le cube d'un idéel premier de A .

Quelle est la forme de la décomposition de 3 dans @K s %Uj s G—L ?

3) Montrer que l'injection Zul< 4 induit un isomorphisme de

Zfu] A .
/2z[u3 sur %oy
Quelle est la forme de la décomposition de 2 dans K * CS—QT_.]'S’ @L

en déduire la décomposition de 24 dans 4 .

4) Donner une majoration du nombre de classes dtidéaux de @E{ et O’L .
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2%
Soit &£€=e7, K=0[&] 'extension cyclotomique de § engendrée par §, A =0, son anneau
d’entiers.

D Onnote g(x)=x’-1 et f(x) le polyndme minimalde & sur Q. Calculer les normes
Nx/g( €) Nm (g’( &)); en déduire Nx/o ((&)) etlediscriminant absolu d = Disc(A).

2) Donner la liste des polyndmes unitaires irréductibles de degré 2 et 3 de F,[x]. Quelle est
la décomposition de 2A en produit d’idéaux premiers ? Les idéaux qui interviennent dans cette

décomposition sont-ils principaux ?
3) On admet que 3A estun idéal premierde A; A est-il principal ?

4) a) Décrire le groupe de Galois G de K sur O; quels sont ses sous-groupes ?

b) Soit u=2 cos¥ . Montrer que KN R =0[u] etquec’estla seule extension
intermédiaire entre Q et K de degré 3.

¢) Déterminer I’'unique extension intermédiaire entre 0 et K de degré 2, et son anneau
d’entiers.

L
5) Soit n=2" ; L= 0l ; B=0,.
a) Montrer linclusion 0, C —1 Z[n], puis l'inclusion 0, C —13- Z[nl.
7

723
”; : o . Z[n]
b) Montrer que 'inclusion 2{n] — 0, induit un isomorphisme de EwaG

sur Quelle est la décomposition de 2 0, en produit d’idéaux premiers ?

L
no,

6) Soit M=0[&,n] et 0, sonanneau d’entiers.
Quel estle degré de Msur 0 ? M est-elle Galoisienne ?
Quelle est la forme de la décomposition de 2 0,, en produit d’idéaux premiers ?

8¢
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Soit Y = exp(g-é-ﬂ) s K = Q[¥) 1'extension cyclotomique
de § engendrée par F, A = U’K son anneau d'entiers .

1) On note g(x) = -1 , et f(x) 1le polyndue minimal de ¥
sur § . Calculer les normes NK/Q(T) y NK/Q( g @ ), NK/Q( £1(%) )
ainsi que le discriminant absolu d = DiscK/Q(A) N

2) Décomposer 2A et 3A en produit d*idéaux preniers ,

3) A est-il principal ?

4) Déterminer l'unique extension intermédiaire X' 4 Q;K';K H
quel est son anneau d'entiers ?

5) Soit 9=@2 , L=8lnl, B=Q‘£.
siontrer l'inclusion ¢ BC’E%_ 2'[77]. Quelle est la décomposition de 2B

en produit d'idéaux premiers ?
6) Soit qi= QE{,D] 3 quel est le degré de cette extension 7
4 est elle Galoisienne ? Quelle est la forme de la décomposition de

2 O;I en produit d'idéaux premiers ?
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PARTIEL ©N°l
Vendredi 22 Février 91

PARTIE I
4 désigne un anneau factoriel , £, et £, deux éléaents non nuls

1 2
de A , I = Af + Af, 1'idéal de A engendré par fl et f2 s }:A._;>A/I

2
ltappliicacion ceionique de passsge au quotient .
On considére la suite 3

%) 0 — 4 Y2 P4 X a1 0

ol (P(ul,uz) = fl +u, T,
W(v)s(-vfz,vfl)

On note 3 = A/Af1 B ?;: B —>A/I 1l'application canonique de passage
au quotient , ZE la multiplication dans B par le classe de £, .

2
On considare aussi la suite @

k%) 0 — B3 -%, 3 X,4/T 50

1) Indiquer , sezns explication , 2 quels nivewux les suites (%
et (¥x) sont toujours exactes .

Conparer les zscertions (1) fl et f2 sont premiers entre eux
(i1) la suite (%) est exacte
(1i31) la suite (¥x%) est exacte

2) On note d 1le p.g.c.d. de £, et f, . Comaent modifier W
dans (%) pour retrouver une suite exacte ?

3) On suppose A = R{x] o R est un anneau principal , et on
suppose que fl est un polyndme unitaire de degré p . Montrer 1l'éguivalence
des assertions : (1) fl et f2 sont premiers entre eux

(iv) &/t Q@R Fract(R) = O

4) Avec les hypothdses de la question précédente , on prend :

3 _ 2
fl = X" +a8x + b f2 = ux_ + v

Ecrire la matrice de E? dans la base canonigue (i,i,ie) de B sur R .
Dans le cas ou fl et 52 so§f premiers entre eux ; on note (ai,O%,og )
les facteurs invariants de Im % dans B ; donner les valeurs de

dl 9 a&«xg s Xl ué<x3 sous forme de p.g.c.d. de polynSmes en a,b,u,v .

Dans le cas particulier u = 0 , & quoi est isomorphe A/I comme R-mocule?




re gueztion pour v =0 .

L 2351 e un anneau cnmoutatif unitaire 4 ( £ 5eees £ ) n élénents de
4, I 1'idéel engencré par ces élénents , X a—3 I 1= surjection
canor.ique . On note Fb 1e sous A module de Yn(A) des natrices antl-uy -
triques o = ( 041’3) : O(i,j = - D%,i pour i # j e% G(i’i =0 .
On d4finit la suite 3

) b X s Xaro0
2% s (f(uj,...u Z uy et Y (o) (Z_O( \)1<1Lgn

<ig lg¢jsn =
1) llontrer 1t'équivalence entre
(1) Ker®P < ImV¥ et (11) la suite (%) est exacte .
Loreque ces contitinns sont satisfaites nous dirons que la suite (fl’ ...,fn )
est répuliere dans 4

2) On suppose 4 intégre et on note K le corps des fractions de 4 .
Que vaut K G% A/I 7 Que devient la suite (%) lorsqu'on lui applique le
foncteur Kiéko s la suite (fl,...,fn) étant supposée régulidre dans 4 ?
Que vaut alors dimK(Ker(1é8W)) ?

3) On note = A/Af , ( fz,...,fn ) 1a suite des classes dans 3B
des éléments ( fz,...,f ) » iontrer les implications :

(1ii) £, est non diviseur de O dans A et la suite ( f2,...,f ) est

{y réguliére dans B .

(1) 1o suite (fl,...,f ) est régulidre dans A .
(iv) 1a suite ( f2 ,...,f ) est réguliére dans 3B .

4) On suppose que pour tout 1 = lye.0yn la clesse de fi ntest
pas diviseur de zéro dens L, , = ﬁ/(Af7+...A?i_l) ( avec la convention
iy =4 ) . xontrer que la suite (fl,...,,_) est régulidre dans £ .

5) Dans cette question on suppose que 4L est un anneau local noethérien
d'idéal maximal M. 4 la suite (fl,...,fn_l) on ~ssocie les applications
LP et 4) _, analogues 3 @ etV ,et les sous modules de FRont B 13(4;_1)
et K = Ker(kPn_l) . lontrer cue si la suite ( fl,...,fn) ect régulidre
dans A , on & l'inclusion : K < T + an .

En déduire , par le lemme de Nakayama , que si fn est dans M,
suite (fl,...,f ) est réguliére dans A .

Que geut on conclre lorsque (fl,...,f ) est une suite d'éléments de M ?



g0
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PARTIEL KF°1 bis

Vendredi 12 Avril 91

PARTIE I

coient 1 p premier au moins égal 3 3 3 w = exp( f_p@) s K =8Q[w] ;

(I, i'enneau d'entiers de K P(x) = &1 + P2zl € 2[x) .

On se propose , dans cette question , de démontrer : (5; = Zw) .

1) On pose : Pl(z) = P(1+z) = i S a; zp'2 + ves + 851 3

déterminer =z Pl(z) et montrer que By 9 85 goeey ap—l sont divisibles

par D . En déduire que P est irréductidle ( on a droit au critare

d'Eisenstein 3 si p divise s, et si p2 ne divise pas

a.l geeoy ap-l
ap-l , alors le polyndme Pl est irréductible dans 2Z[z] ) W
Quelles sont les racines de Pl ?

On désigne par N la norme NK/Q ; montrer 3 N(w=1) = p = (w—l)p'—l u
ol u est un élément inversible de Z[w] .

(ﬂ=l)l+l +sss+ b (ng)p-z & ZE"}

5 1y
2) Soit ¢ x = b, (w=1)7 + b, pe2

i+l

pour O  i<p=2 § on suppose que y = 153 est dans OI'( s montrer que

~

bi est divisible par p ( On pourra commencer par multiplier par
(w—l)p-z-l ) . En déduire s ( %ZY,WJ )n@i C Fwy .
3) Montrer que : D Wl (w=1) P'(w) et calculer le discriminant

. -2 . _
DlscK/Q(l,w,...,wp ) . Montrer que : UI'( = 3wl .

PARTIE II
Soient w un entier algébrique de degré n , P &€Z([x] son polynlme
minimal , K = Q[w]}, A =2[w], N = NK/Q .

4) Etant donné QEZF[x] tel que Q(w) = 0 , montrer que N(Q(w))




CF]

est égal , au signe prés , au résultant des polyndmes P et g &
En déduire : N(Q(w)) =4 ( 4/4Q(w) ) . ( On pourra introduire la
multiplication par la classe de Q dans 2[:3/2[;]? ) .

5) éoit I un idéal non nul de A . Montrer que I est un Z-module
libre de rang n et que A/I est fini . On pose N(I) = = ( AT ) .
Montrer que N(I)egI .

6) Prouver qu'un idéal premier non nul de 4 est maximal .
Montrer que pour deux idéaux I et J de A , I premier non nul et J non
inclus dans I , on a ¢+ N(IJ) = N(I).N(J) . ( On pourra commencer par

démontrer + I +J =4 ) .

PARTIE III

Onprend : p=5 3 w= exp s K=@[w); P(x) = B .

ZiW)
5
7) Montrer que le quotient de Z[x] par 1'idéal engendré par P(x)
et x-1 est un corps j que vaut N(A(w=1)) et N(4.5) ? ( A = Z[w] ) .
8) Déterminer l'unique extension intermédiaire & c L X
( en identifiant le groupe de Galois Gal(K/Q) , en déterminant son sous groupe
non trivial , et les points fixes de ce sous groupe ) .
9) Soit h = w + W 3 quel est le polyndme minimal de h ?

Quel est ltanneau d'entiers de Q[h] ? L'idéal engendré par 5 est-il

premier dans cet anneau ?
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PARTIEL N°2
Vendredi 17 Mai 91
PARTIE I
Soient : O un entier algébrique de degré n , P € Z{x] son polyndme

minimal , R = Z[0]; on dit que deux idéaux I et J de R sont dans
la m8me classe s'il existe deux éléments non nuls a et b de R tels
gque 3 al = bJ . On note M (n,Z) 1l'espace des matrices nxn & coefficients
entiers , M {P) le sous ensemble de M (n,Z) des matrices A telles que

P(A) = O ®

1) Soit A e-Mn(P) ; montrer l'existence de x = ( Xy peeey 7. )

x
non nul dans R©  tel que ¢ A (§1)7.9<?1) .

x %
n n

2) Montrer que Zk1 + 2&2 +eeo+ Bx,  est un idéal de R , et
que sa classe est indépendante du vecteur propre =x choisi . On note
I cette classe .

A

3) Soit Q un élément de GL(n,Z) ; monirer que : I, = IQ”AQ .

4) Soit J un idéal non nul de R , ( yl,...,yn) une Z -base
J J
de J ; montrer qu'il existe B g M(n,Z) telle que : B(:l) = 8(:1)
In n

et que P(B) =0 .
5) Montrer qu'il existe une bijection entre l'ensemble des classes
de similitude des matrices de Hn(P) et l'ensemble des classes d'idéaux
non nuls de R .
6) Montrer que les conditions suivanies sont équivalentes
(i) R est un anneau principal .,

(ii) I1 existe une seule classe de similitude dans Hn(P) .
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PARTIE II
D+1 2 X
Soient ¢ D un entier naturel ; D=3 ( mod 4 Y, K = 7 ’ P(x) = x°= x + s
1 iyD P
Wy = ——;—i—r—: , A un élément de M(2,Z) dont le polyndme caractéristique
est P .
-3 =B
1) Soit B = ) une matrice semblable 3 A tielle que
c a+l

a soit minimum .
En calculant Q'iAQ lorsque @ est l'une des matrices suivantes :
(g ?) (i g) (g é} (g ?_1\) montrer que l'on peut supposer

que les coefficients de B vérifient : ay0 , c32a+l , b 2a+l et
3(a® + a) + 1 LK

2) On suppose que K + a.2 + a est un nombre premier quel que soit
a0 vérifiant 3(a2+e.)+1 &K . Prouver que z['wD] est un anneau principal .

3) Montrer que Z[WD] est principal pour D=3, 7, 11 , 19,

43 5 67 5, 163 .

PARTIE III

On dit qu'un anneau unitaire intdgre est Euclidien s'il existe A: R={0}— I
telle que , pour tout a , b non nuls de R , il existe gq et r dans R
vérifiant a =bg + T et T =0 ou Xr) <A(b) .

1) Quelles sont les unités de R = ZEWD ?

2) On suppose R = Z[wD] Euclidien pour une application k; soit b
un élément non nul et non inversible de R tel que A(b) soit minimum .
Montrer que < (R/Rb) est égal & 2 ou 3 .

3) En déduire que pour D = 19 , 43 , 67 , 163 , Z(VD] est un anneau

principal non Euclidien .

PARTIE IV
Etudier le corps de nombres : L = [i ’ m] . On pourra , par exemple
déterminer le groupe de Galois G=Gal(L/Q) , les extensions intermédiaires ,
les anneaux de nombres associds , les décompositions de (2) et (3) dans

cCéS anrieaux ocsoee
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