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ERRATA

Avant-Propos

Une précision

La citation de Marx en bas de la page xv est mal référencée.
En fait il s’agit d’un extrait du texte, Remarques a propos de la récente
instruction prussienne sur la censure, paru dans la revue Anekdota en 1843.

Nous avons indiqué la traduction par J. Molitor parue en 1927 et citée par
G. Perec :

Le moyen fait partie de la recherche de la vérité, aussi bien que le résultat.
1l faut que la recherche de la vérité soit elle-méme vraie; la recherche vraie,
c’est la vérité déployée, dont les membres épars se réunissent dans le résultat.

La traduction dans la Pléiade par Maximilien Rubel, est la suivante (nous
avons rajouté une phrase avant et une phrase apres) :

. le caractére de l'objet ne doit-il exercer nulle influence, vraiment pas
la moindre, sur la recherche ? La vérité englobe non seulement le résultat,
mais aussi le chemin. La recherche de la vérité doit elle-méme étre vraie, la
vraie recherche est la vérité épanouie dont les membres épars se réunissent
dans le résultat. Bt l’on voudrait que le mode de recherche ne change pas
selon son objet!



Chapitre I
Exemples
page 2, ligne 8 :

remplacer «ce sont des espaces vectoriels de type fini» par «ce sont des
espaces vectoriels de dimension finie»

page 14, ligne —2 :
remplacer «donc 6 W’ = 0» par
«donc 63 W' = 0».

Chapitre 11

Principe local-global de base et systémes linéaires

Fait 6.3, point 2.

Dans le point 2 du fait 6.3, il manque une hypothése : I’application canonique
de P dans P** doit étre injective. La démonstration doit étre précisée comme
suit.

6.3. Fait. Soit 5 : N — P une application linéaire et v : P — Coker 8 la
projection canonique.

1. L’application canonique % : (Coker 8)* — P* induit un isomor-
phisme de (Coker 3)* sur Ker 3.

2. Si lapplication canonique N — N** est un isomorphisme, et si
Papplication canonique de P dans P*™* est injective, alors la surjection
canonique de N* dans Coker '8 fournit par dualité un isomorphisme
de (Coker *8)* sur Ker 3.

D 1. On applique le fait 6.2 avec F = A.

2. La surjection canonique N* — Coker '3 fournit par dualité une injec-
tion A : (Coker 8)* — N** = N.

On montre que Im A C Ker 8. D’abord, un schéma de la situation pour
visualiser A =1y o r et (18) =1pofory :

A
tﬂ /\
P* N* k t\x N ** = N
dualité (Coker 75) b N
" — K %)l lﬁ
Coker 8
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Par définition, on a mo 3 = 0 donc ¥(¥3) o 'r = 0 ou encore :
’LPO/BOZJ_\/le T =0

Mais 2p est injective donc 3 o z;,l o't =01ie. Bo)=0, ce que I'on voulait.

Soit maintenant x € Ker 3 et x I’élément correspondant de N**. On voit

que T est nul sur Im '8, donc fournit par passage au quotient un élé-
ment y € (Coker *3)* tel que A(y) = 7. O

Voici un contre-exemple, lorsque 2p n'est pas injective, pour lequel (Coker 3)*
et Ker 8 ne sont mémes pas isomorphes. On va faire en sorte que P* = 0
donc Coker 3 = N* puis (Coker 8)* ~ N que 'on doit comparer a Ker 3.
On prend A =Z[X], N =A, P=A/(2,X) et § la projection canonique
de N sur P. On a P* =0 car 2P =0 et Ker § = (2, X).

Et les Z| X]-modules N et Ker 8 ne sont pas isomorphes puisque (2, X') n’est
pas un idéal principal de Z[X].

Chapitre 111

La méthode des coefficients indéterminés

L'énoncé correct du corollaire 1.6 est le suivant

1.6. Corollaire. Sur un anneau A on considere le polynome générique
f=Tr+ AT 4+ T2+ + fa,

ou les f; sont des indéterminées.

On a un homomorphisme injectif j : A[f1,..., fn] = A[Xq,..., X,] tel que

les (—1)%j(fx) sont les polynémes symétriques élémentaires en les X;.

Théoréme 6.7.

Ligne 8 de la démonstration. Il faut mettre L a la place de M.

Page 118 ligne —9, il faut lire : ... pour chaque j € [1..n], gXJN €a...



Chapitre IV

Modules de présentation finie

Au sujet de ’exercice 8.

A la fin de I'exercice, on note que sur un anneau de Smith A, la réduite de Smith
d'une matrice A est unique au sens suivant : les éléments b; sur la diagonale
principale de la réduite engendrent des idéaux (b;) qui ne dépendent que de
la matrice A (& équivalence pres).

Ceci est tout a fait correct, mais ensuite il y a écrit un non-sens : « Ces idéaux
principaux sont appelés les facteurs invariants du module A.»

En effet, A € M, »(A) n’est pas un module, mais une matrice.

Voici une reformulation correcte des commentaires situées a la fin de |'exercice.

Ceci donne un joli théoreme de structure pour les modules de présentation
finie, en tenant compte pour 'unicité du théoreme 5.1. Notez aussi que ce
théoreme implique 'unicité de la réduite de Smith d’une matrice A (en
considérant le module conoyau) au sens suivant : en notant b; les coef-
ficients diagonaux de la réduite, les idéaux principaux (b)) 2 -+ D (by)
avec ¢ = inf(m,n) sont des invariants de la matrice A a équivalence pres.
En termes de modules, ces idéaux principaux caractérisent, a un automor-
phisme preés de A™, le morphisme d’inclusion P = Im(A) — A™.

Une base (e1,...,e,) de A™ telle que P = bjAe; + -+ + b, Aey, est
appelée une base de A™ adaptée au sous-module P.

Posons b, = 0sim > r > n, on a (by) O --- 2 (b.). Les idéaux prin-
cipaux # (1) de cette liste sont les facteurs invariants du module de présenta-
tion finie M = Coker(A). Le théoreme 5.1 nous dit que cette liste caractérise
la structure du module M.

Notons enfin que les anneaux de Smith sont stables par produit fini, locali-
sation, passage au quotient.

Chapitre V
Modules projectifs de type fini, 1

Il est plus simple d'énoncer le lemme des localisations successives 7.2 comme
suit.

7.2. Fait. (Lemme des localisations successives, 1)

Si 81, ..., S, sont des éléments comaximaux de A et si pour chaque i, on a
des éléments s; 1, ..., Sik,, comazimauxr dans A[l/s;], alors les s;s; ; sont
comazrimaux dans A.
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Le point I dans le lemme 7.7 est laissé au lecteur, mais il vaut bien mieux
donner I'argument suivant.

1. 11 suffit de montrer que pour un a € b arbitraire on a un idéal de type
fini ¢ tel que be¢ = (a). Ceci est donné par le point e de la proposition 7.4
lorsque M = b.

Dans le point 3 du théoreme 8.1, I'endomorphisme 1; est décrit comme si la
«matrice» était diagonale, alors qu'a priori elle est seulement triangulaire : le
point 3 doit étre réécrit en disant qu'on donne les deux blocs diagonaux.

La premiere phrase de I'exercice 18 doit étre écrite comme suit :
On considere le module quasi libre M = EBke[[l..n]] (rA)¥, ott les ry sont
des idempotents orthogonaux.

Chapitre VI

Algebres strictement finies et algebres galoisiennes

Section 1. lemme 1.10.

La démonstration du lemme 1.10 est un peu elliptique. Voici une démonstration
plus détaillée

1.10. Lemme. Un corps K est séparablement factoriel si, et seulement si,

on a un test pour l’existence d’un zéro dans K pour un polynome séparable
arbitraire de K[T].

D La deuxieme condition est a priori plus faible puisqu’elle revient a
déterminer les facteurs de degré 1 pour un polynéme séparable de K[X].
Supposons cette condition vérifiée. La preuve est a peu pres la méme que
pour le lemme III-8.14, mais demande quelques détails supplémentaires. On
note f(T) =T"+3 7", " a;Y7, on fixe un entier k € [2..n—2] et Pon cherche

les polynémes g = TF + Zk ! b;T7 qui divisent f. On va montrer qu'il
n’y a qu'un nombre fini de p0881b111tes, explicites, pour chacun des b;. La
démonstration du théoreme de Kronecker utilise des polyndémes universels
Qnkr(ao,...,an-1,X) € Z[a, X], unitaires en X, tels que @y, 1. (a,b.) = 0.
Ces polynémes peuvent étre calculés dans 1’algebre de décomposition uni-
verselle A = Aduk s comme suit. On pose

G(T) =TI} (T —z;) =T% + Y5 ;T

On considere l'orbite (g1, .., 9r¢) de g, sous l'action de S,,, et 'on obtient

Qn,kj,r(@; X) = Hf:l(X - gT,i)'



On en déduit que e
ngsn (W - U(gr)) = Qz,é,r

Donc, d’apres le lemme I11-5.12, C4 /i (2)(X) = QZ%T(X). Enfin, comme A
est étale sur K (corollaire 1.8), le polynéme caractéristique de g, annule un
produit de polynomes séparables de K[T'| d’apres le théoreme 1.4 4.

Ainsi, b, doit étre cherché parmi les zéros d’un nombre fini de polynémes

séparables : il y a un nombre fini de possibilités, toutes explicites. [

Section 6. Point 4 du lemme 6.16.

Remplacer «deux a deux orthogonaux) par «égaux ou orthogonauxy

Section 7. page 353.

Dans le point 1 de la démonstration du théoreme 7.13, a la ligne 5, mettre A'C
au lieu de A’H (d'ailleurs H n'intervient que dans le point 2).

Probleme 4. page 367, point 7 Il faut rajouter que k est supposé non
trivial.

Dans le corrigé du point 7b il faut expliquer que B n'est pas libre sur A, car
sinon, E serait stablement libre de rang 1 donc libre.

La fin de la démonstration du point 8 doit étre rédigée comme suit pour étre
complétement constructive.

A Pendroit ott z = ua et u € B, on raisonne comme suit. Puisque u est un
élément inversible de B, sa valeur absolue est minorée par un élément > 0,
et u est de signe strict constant. Comme x est impaire et a paire, a et x
sont identiquement nulles : contradiction.

Chapitre VII

La méthode dynamique

Plus de précision a ce sujet dans les compléments : 1le théoréme 1.5 bis de
I'exercice 3 doit étre modifié. Une solution de I'exercice est donnée dans les
compléments.

— remplacer le point 2 par :
KoN§f=0et Ag est un Ky-module quasi libre fidele.
— a la ligne —4, supprimer « A =» devant «@P|_, K, [Y7,...,Y]».
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Chapitre VIII
Modules plats

Un typo dans la démonstration de la proposition 4.2, il faut mettre
L1 Iy x

G : :[m]aulieudeG : =

Z2

Ln In Ln

Il'y a un trou dans la démonstration de la proposition 4.7. Nous ne savons pas
si I'énoncé est correct. Nous rajoutons I'hypothese que |I'anneau arithmétique
considéré est cohérent et nous donnons une démonstration correcte

4.7. Proposition. (Idéaux déterminantiels sur un anneau arithmétique)
Soit A un anneau arithmétique cohérent, M une matrice € A™*™. On note
0 = Da (M) ses idéaux déterminantiels®. On note b, = (0 : 0p_1) pour
tout k, puis ¢q = by =01 et ¢, = by N---Nbg pour k > 2. Ce sont tous les
idéaux de type fini et l'on a ¢;0,_1 = 0 pour tout k. En conséquence si des
idéaux de type fini aq, ..., a, vérifient aicr_1 = ¢ (on sait qu’il en existe),
on obtient

01 = aq, 02 = 01aq0az, 03 = 02010203, ...

D Onab; =0; = (1) pour i < 0. La suite des idéaux (cx)x>1 est décroissante
par définition. On a également 1’égalité bp0r_1 = 0 parce que I'anneau est
arithmétique cohérent.

L’objet de la proposition est ’égalité | cx0r_1 = 0x |. Cette égalité est claire

pour k£ < 1.

Si A est un anneau arithmétique local la matrice admet une forme réduite
de Smith (proposition IV-7.2). Notons p = inf(m,n)

L’algorithme qui produit la forme réduite de Smith dans le cas local et
la machinerie locale-globale des anneaux arithmétiques précédente nous

fournissent un systeme d’éléments comaximaux (si,...,s,) tel que, sur
chaque anneau A[l/s;], la matrice M admet une forme réduite de Smith
avec la sous-matrice diagonale Diag(ci,c2,...,¢cp) et ¢1 | c2 | ... | ¢p. En

outre, pour k > 1, 0 = {c1 -+ - cg).

Il suffit de prouver I’égalité encadrée apres localisation en ces éléments
comaximaux. Le fait que by0i_1 = 0 implique ¢x0r_1 C p.

Il faut montrer I'inclusion réciproque. Plus précisément, montrons pour
tout £ > 1 que ¢ € ¢, ce qui implique ¢x0r_1 2 0. On a cp0r_1 = O,
donc ¢ € bg. Par ailleurs c; est multiple des ¢; € b; pour ¢ < k — 1, donc
cL € by N---Nbr_1. On a donc bien ¢, € ¢ O]

1. On peut se limiter & k € [0..p + 1] avec p = inf(m, n).



Remarque. Si A est un domaine de Priifer (un anneau arithmétique intégre),
on peut voir que la suite des idéaux by est décroissante jusqu’a ce que 0,
s’annule. Si 'on prend pour A un produit de domaines de Priifer, on peut
constater qu’il est en général faux que la suite des idéaux by soit décroissante.

Chapitre IX

Anneaux locaux, ou presque

La deuxieme partie du point I du lemme du nombre de générateurs local 2.4
n'est pas bien formulée : il faut supposer ici le module M de présentation
finie, ou alors dans la conclusion, mettre que M est le quotient d'un module
de présentation finie qui admet une matrice de présentation dont tous les
coefficients sont dans I'idéal maximal Rad A.

On aurait par exemple dii écrire la chose suivante.
2.4. Lemme du nombre de générateurs local.
Soit M un A-module de type fini.

1. Supposons A local.

a. Le module M est engendré par k éléments si, et seulement si, son
idéal de Fitting Fi,(M) est égal a A.

b. Si en outre A est résiduellement discret et M de présentation
finte, le module admet une matrice de présentation dont tous les
coefficients sont dans [’idéal maximal Rad A.

2. En général les propriétés suivantes sont équivalentes.
a. Fr(M) est égal a A.

Il existe des éléments comazrimauz s; tels que apres extension des
scalaires d chacun des A[l/s;], M est engendré par k éléments.

c. 1l existe des monoides comaximaur S; tels que chacun des Mg,
est engendré par k éléments.

d*. Apreés localisation en n’importe quel idéal premier, M est engendré
par k éléments.

Apreés localisation en n’importe quel idéal mazximal, M est engen-
dré par k éléments.

Notons que la démonstration reste inchangée.
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Chapitre XI

Treillis distributifs, groupes réticulés

Introduction, page 602, ligne 5 du paragraphe 3
Intervertir «pged» et «ppcm».

Section 5.

Démonstration du théoreme 5.3.

Remplacer « (intuitivement X représente \/;cp; .1 A Ai)»
par « (intuitivement X représente Aoy ,,; V Ai)».

Sur la premiére ligne de (25), permuter O et 1.

Dans la remarque 1) page 644. A} est une partie de E et non de B.

Modification de la question 2 dans |'exercice qui suit.

Exercice 6. (L’astuce de Kronecker) Soit d un entier fixé > 2.

1. Soit A[X]_, C A[X] = A[Xy,..., X,] le sous-A-module constitué des poly-
némes P tels que degy P < d pour tout i € [1.n], et A[T]<4» C A[T] celui
formé par les polynémes f € A[T] de degré < d".

Montrer que ¢ : P(X1,...,X,) — P(T,T%,... ,Tdn_l) induit un isomorphisme
de A-modules entre les A-modules A[X]_, et A[T]<4n.

2. On suppose A[X] factoriel. Soit P € A[X]_, et f = ¢(P) € A[T],.. Montrer
que toute factorisation de P dans A[X] peut étre retrouvée par une procédure
finie a partir de celles de ¢(P) dans A[T].

Solution

Exercice 6. 1. Soit X* = X" --- X;» € A[X]_,, alors :

(X)) =T" avec a=oa;+asd+- -+ a,d '
On voit ainsi que a < d". La numération en base d prouve que ¢ transforme
la A-base de A[X]_, constituée des X* avec a; < d en la A-base (1,7,... , T4
de A[T]<dn .
2. Rappelons que A[X]* = A* = A[X]”™. Ici on suppose A[X] factoriel.
Si P=QRecA[X]_,alors Qet R € A[X]_,, et ¢(Q) et o(R) € A[T]<an.
Comme p(QR) = ¢(Q)p(R), et que f = @(P) n’a qu'un nombre fini de facteurs
(dans A[X]*/AX), il suffit de tester pour chaque facteur g(7') de f(T) si o~ '(g)
est un facteur de P. Ceci est possible car A est supposé a divisibilité explicite.
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Chapitre XII
Anneaux de Priifer et de Dedekind

Dans la deuxieme partie du lemme 1.9, il manque I'hypothese « A est intégrale-
ment clos dans Frac A» (ce qui est le cas si A est normal) .

On réécrit ici le lemme sous une forme plus compleéte, et I'on donne la démons-
tration.

Pour a et b dans Ifr A, on note a - b = {x € FracA|zb C a}.

1.9. Lemme. Soit A un anneau cohérent.

1. Ifr A est un treillis pour la relation d’inclusion, le sup est donné par
la somme et le inf par l'intersection.

2. Ifr A est un treillis distributif si, et seulement si, l’anneau est arith-
métique.

3. Au sujet des éléments inversibles de Ifr A.

a. Siaa’ = A dans Ifr A, on a d'c = ¢+ a et a(c +a) = ¢ pour
tout ¢ € Ifr A. En particulier A = a est ’inverse de a.

b. Un idéal fractionnaire & (ot a est un idéal de type fini de A ) est
inversible dans Ifr A si, et seulement si, a est un idéal inversible.

c. Sia(A+a)=A, a est inversible dans Ifr A.

Soient a, b € Ifr A avec b € bNReg A. On suppose que A est intégralement
clos dans Frac A.

4. Onaa+-belfrA.

5. SienoutreaCbC A, alorsonaa+-b=a:b.

D Tout élément de Ifr A s’écrit sous la forme ¢ pour un idéal de type

a
fini a de A et un a € Reg A. En outre ¢ % = 2—5. Enfin I’élément neutre du
monoide est A = (1). Ceci montre les points 1, 2 et 3b.

3a. Onaadc=cdoncadcCcraetc=adcCa(c+a)=c.

Six €c+a,ie zaCec, alors zA = zaa’ C d'c, donc x € d'c.

3c. Avec a = (aq,...,ar) C A, supposons que a(A = a) = A.

Il existe z1, ..., vx € (A +a) tels que ), x;a; = 1 et 2;a; € a pour tous 1, j.
On peut écrire les x; sous la forme % avec un méme dénominateur c¢. On
obtient ) . a;b; = c et a;b; € (c) pour tous i, j.

Ainsi en posant b = (by,...,b;) on obtient ab = (c).

5. L’inclusion a : b C a + b est immédiate. Réciproquement, si un x € K
vérifie b C a, nous devons montrer que = € A.

Comme A est intégralement clos dans Frac A, on applique le point 8 du
fait I11-8.2, avec M = b et B =Frac A, car zb Ca C b.
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4. Résulte du point § car on se ramene au cas traité dans le point 5, et dans
un anneau cohérent, le transporteur a : b est de type fini si a et b le sont.[]

Dans le fait 2.4, la réciproque nécessite une hypothese supplémentaire.

2.4. Fait. Soient x un élément et a un idéal de A. Pour les propriétés qui
sutvent on a 2 = 1, et 1 = 2 si a est fidéle et de type fini.

1. L’élément x est entier sur l’idéal a.
2. 1l existe un A-module fidéle M de type fini tel que xM C aM.

D (Comparer & la démonstration du fait III-8.2.)

2 = 1. On considere une matrice A a coefficients dans a qui représente fips 4
(la multiplication par z dans M) sur un systéme générateur fini de M.
Si f est le polyndme caractéristique de A, on a par le théoréme de Cayley-
Hamilton 0 = f(unr,2) = par, f(z), €t puisque le module est fidele, f(x) = 0.
1 = 2. Sil’on a une relation de dépendance intégrale de degré k de = sur a
on prend M = (a + (z))*L. O

Dans le principe local-global 2.10 le point 2 est :

L’idéal a est intégralement clos dans A si, et seulement si, ...

Théoréme 4.5.

Dans la démonstration, bas de la page 682 et haut de la page 683, il faut
permuter 1 et 2 dans les deux alineas correspondants.

Dans le point 3 du théoréme 7.9 il faut rajouter «cohérent» dans les propri-
étés de 'anneau.

L'erratum suivant est dii a Claire Téte et Lionel Ducos.

La démonstration du théoréme 7.12 supposait sans le dire que les corps résiduels
sont finis. Pour obtenir un énoncé plus général et rectifier la démonstration,
nous ajoutons tout d'abord un lemme a la fin de la section 5.

5.7. Lemme. (Radical de Jacobson d’un anneau de dimension < 1)
Soit A un anneau intégre de dimension < 1.
1. Pour tout a mnon nul dans A on a Rad(A) C VaA.
2. Pour b de type fini contenant Rad(A), on a Rad(A) = b(Rad(A) :
b).

3. Si Rad(A) est un idéal inversible, A est un domaine de Bezout
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D On note a = Rad(A).

1. Soit = € a, A/{a) est zéro-dimensionnel, donc il existe y, z € A et m € N
tels que ™(1 + xz) = ay. Comme x € Rad(A), on a 1 + xz € A*X,
donc 2™ € aA et x € VaA.

2. Si a = 0 c’est clair, sinon 'anneau A /a est zéro-dimensionnel réduit, donc
I’idéal de type fini b est égal a un idéal (e) modulo a, avec e idempotent
modulo a. Donc b =b+a=a+ (e), puis (a: b) =a+ (1 —e), et enfin

b(a:b)=(a+(e))(a+ (1 —¢)) =a.

3. Soit ¢; un idéal de type fini non nul arbitraire. On définit by = ¢; + a
et ¢co = (¢1 : by). D’apres le point 2, puisque a est inversible, b; également.
Si b1b’ = (b) (b régulier), tous les éléments de ¢1b’ sont divisibles par b,
on considere alors 0 = %clb’, donc 0b; = ¢; et 0 est de type fini. On a
clairement 0 C ¢y. Réciproquement si by C ¢y alors bz = zbb’ C b0,
donc x € 0. En bref ¢o = 0 et 'on a établi 1’égalité bycy = ¢q, avec ¢o de
type fini. En itérant le processus on obtient une suite croissante d’idéaux
de type fini (Ck:)k:EN avec Cpy1 = (Ck; : bk;) et bk =Cr +a.

En fait ¢o = (¢1 : (¢1 +a)) = (c1 : a), puis ¢3 = (¢2 : a) = (c1 : a?) et plus
généralement ¢z 1 = (cq : a¥).

Soit @ # 0 dans ¢;. Par le point 7, @ € vaA. Or a est de type fini,
donc Vinclusion a C vaA implique que pour un certain k, a* C aA C ¢y,
donc ¢xy1 = (1).

Lorsque ¢;y1 = (1), on a ¢; = Hle b;, qui est inversible comme produit
d’idéaux inversibles.

On a montré que tout idéal de type fini non nul est inversible, donc I'anneau
est un domaine de Priifer, et d’apres la proposition 5.3 c¢’est un anneau de
Bezout. ]

Voici le théoreme 7.12 rectifié. On a ajouté comme hypothése que les corps
résiduels des idéaux maximaux contenant le discriminant sont parfaits.

7.12. Théoréme. (Un calcul de cléture intégrale)

Soit A un anneau de Dedekind, K = Frac(A), L O K une K-algébre étale
et B la cloture intégrale de A dans L.

Supposons que L = K[X]/(f) avec f € A[X] unitaire et discx(f) € Reg A
(ce qui n'est pas vraiment restrictif). Si (discx (f)) admet une factorisation
totale, et si pour chaque idéal maximal m de cette factorisation, le corps
résiduel A /m est parfait, alors B est un A-module projectif de type fini.

D Comme A est quasi integre, il suffit de traiter le cas ott A est intégre
(machinerie locale-globale élémentaire des anneaux quasi integres), donc K
est un corps discret. L’hypothese L = K[X]/(f) avec f € A[X] unitaire
et discx(f) € Reg A n’est pas vraiment restrictive car d’apres le théo-
reme VI-1.9, L est un produit de K-algebres étales monogenes. On peut
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méme supposer que L est un corps étale sur K (machinerie locale-globale
élémentaire des anneaux zéro-dimensionnels réduits).

On pose A = discx(f). D’apres le point 5 du théoreme 4.10 on a les
inclusions

1
Aflz] CB C A Alz].

Ainsi B est un sous-module du A-module de type fini %A[SE]. D’apres le
théoreme 4.5, si B est de type fini, il est projectif de type fini.

On a Alx, %] = B[%], donc B est de type fini apres localisation en AN. Il
reste a montrer que B est de type fini apres localisation en S =1 + AA.
L’anneau Ag est un anneau de Bezout (théoréeme 6.1). Si py, ..., p, sont
les idéaux maximaux qui interviennent dans la factorisation totale de A, les
monoides 1 + p; sont comaximaux dans Ag, et il suffit de montrer que B
est de type fini apres localisation en chacun des 1 + p;. On est ainsi ramené
au cas traité dans le lemme 7.13 qui suit. ]

Notez qu’un domaine de Dedekind local V est aussi bien un domaine de
valuation noethérien fortement discret, ou encore un anneau principal local
avec V> détachable. Le lemme demande en outre que le radical soit principal,
ce qui est automatique en mathématiques classiques.

7.13. Lemme. Soit V un domaine de Dedekind local avec Rad'V = pV et
de corps résiduel k = V /(p) parfait. Soit f € V[X] unitaire irréductible,
donc A = discx (f) € Reg V. Soit K = Frac(V), L = KJz] = K[X]/(f),
et W la cloture intégrale de V dans L. Alors W est de type fini sur V.

D Puisque k est parfait, d’apres le lemme VI-1.16, pour tout polyndme
unitaire f; de V[X] on sait calculer la «partie sans carré» de f; (f; vu
modulo p), i.e. un polyndéme g; séparable dans k[X]| qui divise f;, et dont
une puissance est multiple de f;.
La stratégie est de rajouter des éléments x; € W a V|[z] jusqu’au moment
ot l'on obtient un anneau W’ dont le radical est un idéal inversible. Lorsque
ceci est réalisé, nous savons d’apres le lemme 5.7 que W' est un domaine
de Priifer, donc qu’il est intégralement clos, donc égal & W.
Pour «construire» W’ (de type fini sur V) on va utiliser dans une récurrence
le fait suivant, initialisé avec W1 = V(x| (1 =z, r; = 1).
Fait. Soit Wy, = V|zq,...,2,..| € W, alors

Rad(Wy) = (p, g1(21), - - gk (@r,)),

ou g; est la partie sans carré de f;, f; polynome minimal sur K de lentier ;.
)

Le théoreme IX-1.8 nous dit que Rad(W}) = Dw, (pWy). Cet idéal est
I'image réciproque de Dw, /pw, (0) et 'on a Wy /pWy, = k[T1,...,7.,].
Comme les g;(x;) sont nilpotents modulo p par construction, ils sont dans le
nilradical Dy, (pWy). Il nous suffit maintenant de vérifier que la k-algebre
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K[T1, .., %) [(G1(T0), -, T (Tr))

est réduite. En fait Wy, est un sous-V-module de type fini de xV/[z], donc
est libre fini sur V. En conséquence Wy /pW, est strictement finie sur k,
et elle est étale parce qu’elle est engendrée par des éléments qui annulent
des polynomes séparables sur k (théoreme VI-1.7). ]

Ceci étant vu, puisque W est un domaine de Priifer, nous savons inverser
I'idéal de type fini Rad(W}) dans W.

Cela signifie calculer des éléments x,, 1, ..., T,,,, de W et un idéal de type
fini g dans le nouvel anneau Wy tels que 'idéal produit g; Rad(Wy)
soit principal (non nul).

Il se peut cependant que les générateurs de Rad(Wy) n’engendrent pas
I'idéal Rad(W 1) de Wi 1, ce qui oblige a itérer le processus.

La suite croissante des W, est une suite croissante de V-modules de type
fini contenus dans %V[m], donc elle admet deux termes consécutifs égaux.
Dans ce cas on a atteint le but prescrit. [

Le commentaire bibliographique sur les anneaux héréditaires, page 722, est
incorrect (il est indiqué qu'un anneau héréditaire est noethérien), et doit étre
modifié comme suit.

Un anneau héréditaire est un anneau dans lequel tout idéal est projectif.
Cette notion est mal définie en mathématiques constructives a cause de la
quantification non légitime «tout idéal». On peut citer un exemple d’un tel
anneau non noethérien, qui est le sous anneau d’'un produit dénombrable
de corps sy, formé par les suites qui sont ou bien presque partout nulles, ou
bien presque partout égales a 1.

Le cas le plus intéressant est celui des anneaux de Priifer cohérents noethé-
riens, que ’on décrit en mathématiques classiques comme les anneaux dans
lesquels tout idéal est projectif de type fini. Il s’agit alors d’une variante non
integre de la notion d’anneau de Dedekind. Notre définition pour un anneau
de Dedekind (libéré de la contrainte d’intégrité) correspond exactement (en
mathématiques classiques) a la notion d’anneau héréditaire noethérien. Nous
avons seulement précisé les choses, en demandant en outre que ’anneau soit
cohérent fortement discret (ce qui est automatiquement vérifié si 'on admet
le principe du tiers exclu), pour que ’on puisse mener les calculs les plus
usuels dans nos anneaux de Dedekind. Mais nous n’avons pas demandé la
propriété de factorisation compléte, qui n’est pas suffisamment stable.
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Chapitre XIII

Dimension de Krull

Une meilleure démonstration pour le théoreme 5.4

D La dimension de Krull est < r par application de la proposition 5.2. On
peut d’ailleurs donner une preuve du fait que r + 1 éléments de A sont
algébriquement dépendants sur K dans le méme style que celle donnée
page 812 pour une algebre de polynomes.

Enfin la dimension de Krull est > r d’apres la proposition 4.1.

Notons que le théoréeme 7.16 nous donne une autre démonstration, via
I’égalité Kdim A = Kdim B. O

Exercice 17. Le point 3 doit étre remplacé par ce qui suit, suivi de sa solution.
énoncé

3. Pour un treillis distributif T les propriétés suivantes sont équivalentes.

a. T est de dimension de Krull < n.
b. Toute chaine de longueur n admet une suite complémentaire.

c. Toute chaine de longueur n admet une chaine qui lui est liée.

solution

3. Le point Ja implique le point 3c d’apres le point 2. Le point Jc implique
le point 8b parce qu’une chaine liée est un cas particulier de suite complé-
mentaire. Pour voir que 3b implique 3a, soit yg, ..., y, une suite arbitraire.
On définit alors zo = yo, v; = y; V x;—1 (1 € [1..n]). Soit (ag, . ..,a,) une
suite complémentaire de (zq,...,Z,).

On définit by = ag et b; = a;Vx;—1 pour i € [1..n]. On a alors x;Va; = y;Vb;
pour i € [0..n]. Donc 0 = zo Aag = yoAbg et 1 =z, V a,, =y, V by,. Voyons
maintenant les inégalités intermédiaires. Pour i € [1..n] on a x; A a; <
x;—1 Va;_1, et donc

YyiNa; K@ ANag S xi—1Vai—1 =Yi—1 Vb1,
d’ou
YyiNbi =yi AaiVaoi—1) = (yi Nai) V (yi Azic1) < (i A ai) V i1

Comme les deux derniers termes apres < sont majorés par x;_1 V a;—1 =
Yi—1 V bi—l; on obtient bien 1’inégalité Y N bl < Yi—1 V bi—l-
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Chapitre XV
Le principe local-global

Dans le paragraphe 4) du commentaire qui suit le principe local-global abs-
trait XV-3.1, il y a une confusion entre les foncteurs Tor et Ext. Voici le texte
réctifié.

4) Dans l'article [10], Hyman Bass fait le commentaire suivant concernant
une version affaiblie du principe local-global abstrait 3.1, point 7.

Aussi élémentaire que ce résultat puisse paraitre, il ne semble pas qu’aucune
preuve puisse en étre donnée sans utiliser, ou reconstruire pour l’essentiel,
le foncteur Ext?.

Ce commentaire est étonnant, au vu du caractere tout a fait anodin de
notre preuve du principe concret correspondant, laquelle ne calcule rien qui
ressemble & un Ext'. En fait, lorsque le but est de montrer le scindage d’une
suite suite exacte courte, il semble que 'efficace machinerie calculatoire
des Ext est souvent inutile, et qu’elle peut étre court-circuitée par un
argument plus élémentaire.

Dans la démonstration du principe local-global 4.2 (Recollement concret d'élé-
ments dans un module, et d’homomorphismes entre modules)

Primo. Il faut supprimer la premiere phrase de la démonstration, car elle ne
correspond pas a la réalité. « Nous écrivons la démonstration avec des locali-
sations en des éléments comaximaux, ce qui ne change rien.»

Secundo. Ligne 2 du point 2 de la démonstration :

x € M au lieude x € A

Tertio. Dans |'explication du cas simple ou A est integre, il faut aussi demander
que les s; soient non nuls et le module M sans torsion.

Quarto. Tout a la fin de la démonstration : (point 2). au lieu de (point 1).

Dans |'énoncé et la démonstration du principe local-global 4.4 les conditions de
compatibilité sont appréciées de maniére complétement erronée.

Voici I'énoncé et la démonstration correctes, ainsi qu'une réécriture de la
remarque qui suit, sous forme maintenant d'une reformulation du principe
local-global concret.

4.4. Principe local-global concret. (Recollement concret de modules)
Soient S1, ..., S, des monoides comaximaur de A.
Notons A; = As,, Aij = Ag,s, et Ajjrp = Ag,s;s,. On donne dans la
catégorie des A-modules un diagramme commutatif ® :

((Mi)icr), (Mij)icjer, (Miji)i<j<rer; (9ij)iz, (Pijk)i<jizh.izh)
comme dans la figure ci-apres.
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M; oin M; o M,
Pii Pik
@ijl >< >< lﬂﬁkj
Mij Mzk; Mjk:
Pikj
Pijk Piki

Mk
On suppose que
— Pour tous i, j, k (avec i < j < k), M; est un A;-module, M;; est
un A;;-module et M, est un A;j-module. Rappelons que selon nos
conventions de notation on pose M;; = M;;, M, = My; = ...
— Pour i # j, vij : My — M;; est un morphisme de localisation en S
(vu dans A; ).
— Pouri#k,j#keti<j, pijr: Mij = M;;i, est un morphisme de
localisation en Sy (vu dans A;; ).
Alors, en notant (M, (%‘)z‘e[[l..n]]) la limite projective du diagramme, chaque
morphisme p; : M — M; est un morphisme de localisation en S;. En
outre (M, (@i)z’e[[l..n]]) est, a tsomorphisme unique pres, l'unique systeme
qui rend le diagramme commutatif et qui fait de chaque p; un morphisme
de localisation en S;.

D Le premier point ne dépend pas du fait que les S; sont comaximaux.
En effet la construction d’une limite projective de A-modules pour un
diagramme arbitraire est stable par extension des scalaires plate (parce qu’il
s’agit du noyau d’une application linéaire entre deux produits).

Or si I'on prend comme extension des scalaires le morphisme de localisa-
tion A — A;, le diagramme se simplifie comme suit

M,;
Pik
‘Plj\L
M;; M;
\ i/@ikj
Pijk

M; i,
et il admet trivialement la limite projective M;.

Pour démontrer 1'unicité, nous raisonnons sans perte de généralité avec un
systeme d’éléments comaximaux (s1, ..., s,). Soit (N, (¢;)) un concurrent.
Puisque M est la limite projective du diagramme, il y a une unique appli-
cation A-linéaire A : N — M telle que ¥; = ¢; o A pour tout 7. En fait
on a A(v) = (¢1(v),...,¢n(v)). Montrons que X est injective. Si A(v) =0
tous les 9;(v) sont nuls, et puisque v; est un morphisme de localisation
en s;, il existe des exposants m; tels que s;""v = 0.

Puisque les s; sont comaximaux, on a v = 0. Comme A est injective on
peut supposer N C M et ¢; = ¢;|n. Montrons que N = M. Soit x € M.
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Comme v; et ¢; sont deux morphismes de localisation en s;, il y a un
exposant m; tel que xs;"* € N. Puisque les s; sont comaximaux, x € N.[

Remarque. Pour comprendre pourquoi la condition de comaximalité est
vraiment nécessaire pour l'unicité, examinons ’exemple «trop simple
suivant. Avec 'anneau Z, et 'unique élément s = 2, prenons pour M
un Z[1/2]-module libre de base (a) (ou a est un objet individuel arbitraire).
Pour y voir clair, nous notons M’ le Z-module M.

Considérons aussi le Z-module N libre de base (a). Considérons deux
morphismes de localisation en 2V, ¢ : M’ — M et ¢ : N — M. Ils envoient
tous deux a sur a. Ainsi M’ et N ne sont pas isomorphes comme Z-modules
et I'unicité est en défaut.

Si 'on avait pris s = 1 on pourrait définir deux morphismes de localisation
en 1 distincts, a savoir ¢1 : N —- N, a +— a, et ¢po: N —- N, a — —a, et
I'unicité serait assurée au sens demandé dans 1’énoncé. n

En pratique, on construit souvent un module en donnant des A ;-modules M;
et en les recollant via leurs localisations M;; = M;[1/s;]. Dans ce cas les
modules M;; et M;; sont distincts, et 'on doit donner pour chaque (i, j)
un isomorphisme de A;;-modules 0;; : M;; — Mj;. Cela donne la variante
suivante, dans laquelle on omet les modules M;;j, mais ot 'on indique les
conditions de compatibilité que doivent satisfaire les 0;; pour permettre
Iexistence de M;;;, convenables.

Principe local-global concret 4.4 bis (Recollement concret de modules)
Soient S1, ..., S, des monoides comaximaur de A.
Notons Az = AS“ Aij = A‘SiSj et Aijk = Asigjsk.
On suppose donnés des A,;-modules M; et l’'on note
M = M;[1/se] et Mjge = M;[1/skse] pour tous j, k, ¢ distincts € [1..n],
de sorte que Mjre = Mjyy, avec les morphismes de localisation
Pje - Mj — Mjg et Ptk - Mjg — Mjgk.

On suppose donnés aussi des morphismes de A;j-modules 0;; : M;; — Mj;.
On note ij : Mijr — Mj, le morphisme de A,;j,-modules obtenu par
localisation en si d partir de 0;;. On suppose enfin que les relations de
compatibilité suivantes sont satisfaites :

— 0j;00;; =Idyy,, pouri # j € [1..n],

— pour i, j, k distincts dans [1..n], en composant circulairement

k % J
M;je —= My = Mg SELIN Myji = Mgij BTN M,
on doit obtenir [’identité.

Alors, si (M, (‘Pi)ie[[l..n]]) est la limite projective du diagramme

((Mi)ie[[l..n]])a (Mz‘j)i;«éje[u..n]]; (@ij)is (eij)z’;éj)a
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chaque morphisme @; : M — M; est un morphisme de localisation en S;.
En outre, (M, (%‘)ie[u..n]]) est, a tsomorphisme unique pres, l'unique systeme
qui rend le diagramme commutatif et qui fait de chaque p; un morphisme

de localisation en S;.

M; Mj My,
997 Pik Pii ik Phi \Pij
Mij P — sz' ; p ; ik éT Mk;j

Pijk Prkiji

D Notez que le diagramme ci-dessus est commutatif par construction,
sauf éventuellement le triangle du bas en trait-tirets, chaque fois qu’il
est possible de joindre deux modules par deux chemins différents : par
exemple ©;; © Pk = ik © Pikj €t O 0 Yijk = @ik 0 by

Nous devons ici nous convaincre que les conditions de compatibilité indiquées
sont exactement ce qui est nécessaire et suffisant pour se ramener a la
situation décrite au principe local-global 4.4.

Pour cela, lorsque ¢ < j < k nous conserverons seulement M;;, M., M;;
et M = M;y;.

Ceci nous force a remplacer

wji 1 My — Mj; par vii = 0005 1+ M — My,
Ori My — My, par Vg =Okiopr My — M,
Yrj Mg — My, par  Ykj =0Okjopr; Mg — Mjy,
Pjki My — My par e = 05005 0 My — M.

Jusqu’ici tout se passe sans encombre (en relation avec les modules a deux
et trois indices que 1'on a décidé de conserver) : les carrés de sommets M;
et M; sont commutatifs et les fleches sont des morphismes de localisation.
C’est seulement avec les deux morphismes de localisation M}, — M, que

I’on va voir le probleme.
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MZ' k:

Pik Vji
507 /
Pikj
Pijk Yiki
Z_]k:

Les deux morphismes de localisation sont maintenant imposés, a savoir,
celui qui passe par M;x, qui doit étre
_ _pn
©ikj © Vki = Pikj © Oki © Pri = 01, © Pkij © Pkiy
et celui qui passe par My, qui doit étre
_ pk b
Viki © Vhj = 05 0 Pjki © Okj © iy = 0%, 0 0} 0 Prji © Prj-

_ : J _ pk
Comme @g;; © Yri = Prji © Pkj, la fusion a réussi si 0y, = Oji o ij.
En fait la condition est aussi nécessaire parce que «tout morphisme de
localisation est un épimorphisme» : si 1)1 0 ¢ = 1 0  avec ¢ un morphisme
de localisation, alors 11 = 5. [

Dans I'énoncé du principe local-global 4.6 (Recollement de morphismes d’an-
neaux) il est implicitement supposé que les deux homomorphismes

Bijowpi:Aj = By et Bjiop;: Aj — Byj
peuvent se factoriser via un méme homomorphisme ¢;; = A;; — By;. En
particulier 8;;(wi(sis;)) et Bi(¢;(sis;)) doivent étre égaux et inversibles, ce qui
donne des factorisations, mais il faut aussi indiquer que les deux factorisations
doivent étre les mémes.

Cela donnerait donc la chose suivante en explicitant la chose implicite.

4.6. Principe local-global concret. (Recollement de morphismes d’an-
neaux) Soient A et B deur anneaux, si, ..., s, des éléments comazimaux
de A ettq, ..., t, des éléments comazrimaur de B. Posons

Ai = A[l/SZ], Aij = A[l/SiSj], BZ = B[l/tz] et Bij = B[l/tztj]

Pour chaque i € [1..n], soit p; : A; — B; un homomorphisme. Supposons
que les conditions de compatibilité suivantes soient satisfaites : pour i # j
les deux homomorphismes Bi; 0 @; : Ay — Bij et Bjiop; : A;j — By, se
factorisent via A;; et donnent un méme homomorphisme @;; : A;; — By
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(voir le diagramme).

A, = B,
@ 7 y i .7
A ——— - --——-> B | Pii
Pij y
@ » O Y Bﬂ> Bi;
N . N~
A B;

Alors il existe un unique homomorphisme ¢ : A — B tel que pour chaque 1,
on ait p; o a; = [; 0 .

Chapitre XVI

Modules projectifs étendus

La démonstration du théoreme 6.6 et du lemme 6.7 est un peu plus claire sous
la forme suivante.

6.6. Théoréme. Si 'V est un anneau de valuation, V[X]| est 2-stable.

On commence par le lemme suivant (la démonstration du théoreme est
reportée page 23).

6.7. Lemme. Soient V un anneau de valuation et V' le sous-anneau de
valuation de V engendré par une famille finie d’éléments de V. Alors, V'[X]
est 2-stable.

D Notons V; le sous-anneau de V engendré par la famille finie. Notons
V' ={¢/b|c,b e Vy, brégulier divise ¢ dans V } C Frac(Vy).

On voit facilement que V' est un anneau de valuation. On sait que V;

est de dimension de Krull finie (lemme XIII-5.3), disons Kdim(V1) < m.

Montrons que l'on a aussi Kdim(V’) < m. Le théoréme XIII-8.4 nous dit le

contrat a remplir pour cela. On doit considérer une suite (yq, ..., Ym) avec
Dv/(y0) < Dv/(y1) < ... < Dv/(ym).

On peut écrire yi = xx /b pour un méme dénominateur b € Reg(Vy) et des
zr € V7. On a maintenant

DV/ (Z‘()) < DV/ (331) < e < DV/ (ZL’m),

Introduisons une suite (ag, .. ., G,,) complémentaire de celle des x; dans V.
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A fortiori elle est complémentaire dans V’. Puisque Zar V' est totalement
ordonné, le lemme XIII-8.3 nous dit que Dy (zg) = Dy/(0), ou Dy (x,,) =
Dv-(1), ou Dy/(x;) = Dy/(ziy1) pour un ¢ € [0..m — 1]. Et I'on en déduit
la méme chose pour les Dy (y;) : le contrat est rempli.
Soient {1, {5 et a dans V'[X]. Nous posons L = ({1,¢2) et Q = (¢1,q2)-
Nous cherchons q1, g2 € V'[X] qui vérifient Dy x](a, L) = Dy/x](L +aQ).
Si V' était un corps discret, on disposerait d’un algorithme pour calculer Q
a partir de L. En exécutant cet algorithme, nous utiliserions le test «y = 0
ou y inversible 7» pour des éléments y € V1 qui se présentent au cours du
calcul (en effet, dans le cas ou V' est un corps discret, un y/z dans V’
est nul si y est nul, inversible si y est inversible, z ayant été déja certifié
inversible).
Nous pouvons transformer ’algorithme de facon dynamique en remplagant
chaque test «y = 0 ou y inversible 7» par le scindage de «l’anneau A en
cours», qui donne les deux anneaux A[l/y| et A/Da(y).
Au départ A = V’. Comme dans V' les éléments sont comparables pour
la divisibilité, tous les anneaux introduits peuvent étre ramenés a la forme
standard V'/Dv(y;) [1/yi—1] (i € [2..k]) pour une famille finie (y;)ic[1..x]
de V1, avec y;_1 divise y; dans V' pour i € [2..k].
Ici nous pourrions avoir I'impression d’avoir gagné dans la mesure ou nous
pourrions dire : nous appliquons maintenant le lemme XIV-4.15.
Mais en lisant la démonstration de ce lemme, nous voyons que lors d’un
scindage B — (B[1/b],B/(b)), d’abord les données L et a produisent un Q)
pour B/(b), puis L + a@ et ab produisent un R pour B[1/b], le résultat final
étant que Q + bR convient pour L et a dans B.
Ainsi la dynamique de notre algorithme transformé doit étre mieux contro-
lée 2. Ce qui nous sauve la mise, c’est que dans notre utilisation dynamique
du lemme XTIV -4.15, les calculs qui démarrent avec L et a restent entierement
dans V' C Frac(V7). En conséquence, nous pouvons étre certains de ne pas
entrer dans une boucle infinie ot le nombre d’anneaux V' /Dv(y;) [1/y;-1]
croitrait indéfiniment, ce qui empécherait la terminaison de ’algorithme. En
effet, puisque V' est de dimension de Krull < m, on dispose d’une procédure
qui, étant donnée une famille finie (y;) comme ci-dessus, permet de raccour-
cir la famille des Dy (y;) & au plus m éléments grace au lemme XIII-8.3.
Considérons en effet les m + 1 premiers termes consécutifs dans la suite des
Y;, nous savons que 1'une des trois situations suivantes se produit

— Dv/(y1) = 0, auquel cas 'anneau V' /Dy (y2) [1/y1] est trivial et la

liste est raccourcie en supprimant 1,
— Dv/(Ym+1) = 1, auquel cas anneau V' /Dy (Ym+1) [1/Ym] est trivial
et la liste est raccourcie en supprimant 4,41,

2. Sinon, le lemme pourrait en fait étre démontré sans aucune hypothese sur V.
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— pour un ¢ € [2,m + 1], on a ’égalité Dv/(y;—1) = Dv-(y;), auquel
cas 'anneau V' /Dv (y;) [1/yi—1] est trivial et la liste est raccourcie
en supprimant y;. 0

Remarque. Ainsi, une fois V7 fixé, 'anneau V' se comporte, pour ce qui
concerne la 2-stabilité de V’'[X] comme 'anneau de dimension de Krull
(finie > 0 mais entiérement controlée) qui était donné dans le paragraphe
précédent : la suite des y;, limitée a m termes, se comporte comme la suite
des a; du paragraphe précédent, a ceci pres que les y; sont produits de fagon
dynamique par ’exécution de ’algorithme alors que les a; étaient donnés
au départ. m

Démonstration du théoréme 6.6. Soient (1,2 et a dans V[X]. Nous cher-
chons q1, g2 € V[X] vérifiant Dy xj(a, L) = Dyx](L+aQ) (avec L = ({1, {2)
et @ = (q1,4¢2)). On applique le lemme 6.7 avec la famille finie constituée
par les coefficients de ¢, {5 et a. On trouve ¢, g2 dans V/[X] C V[X]. O



