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Résumé

In this paper we present important properties of the Universal Decomposition Alge-
bra of a polynomial over a commutative ring. Moreover, when the base ring is a field,
we introduce new algorithms which make it possible to approach both splitting field of
f and Galois group in a dynamic way without applying factorization algorithms.

Résumé

On donne les principales propriétés de I'algebre de décomposition universelle d’un
polynome sur un anneau commutatif. Dans le cas d’un corps on applique ces résultats
pour un traitement constructif et dynamique du corps des racines et du groupe de Galois
d’un polynome.

Introduction

Toutes les algebres qu’on considere sont associatives, commutatives et avec élément
neutre. Il revient donc au méme de se donner une A-algebre C ou un homomorphisme
A cC.

Dans tout cet article, A est un anneau commutatif, f = T"+> 1_, (—=1)ka,T" % € A[T]
et B = Aduy s est l'algebre de décomposition universelle de f sur A.

Dans la section 1 nous introduisons les modules de Cauchy et la base classique corres-
pondante de 'algebre de décomposition universelle. Nous montrons que les deux définitions
naturelles de la norme coincident.

Dans la section 2 nous introduisons les notions d’idempotent galoisien, d’algebre pré-
galoisienne, de quotient de Galois d’une algebre prégaloisienne. Une algebre prégaloisienne
est une algebre qui vérifie un bon nombre de propriétés des algebres galoisiennes, sans
la condition de séparabilité. Le prototype d’une algebre prégaloisienne est une algebre de
décomposition universelle, ou un quotient de Galois d’une algebre de décomposition univer-
selle.

Dans la section 3 nous montrons comment calculer des éléments galoisiens dans une alge-
bre de Boole munie d’un groupe d’automorphismes. Ceci s’applique en particulier & I’algebre



de Boole des idempotents d’une algebre de décomposition universelle ou plus généralement
d’une algebre prégaloisienne.

Dans la section 4 nous améliorons les résultats connus concernant les points fixes d’une
algebre de décomposition universelle (sous 'action de S;,).

Dans la section 5 nous montrons constructivement quelques propriétés importantes qui
apparaissent sous I’hypothese de séparabilité du polynome servant a construire ’algebre de
décomposition universelle. Nous montrons que l’algebre de décomposition universelle est
alors réduite si 'anneau de base est réduit, et plus généralement que le nilradical de B
est engendré par celui de A. Nous donnons une généralisation du résultat qui affirme que
« I’algebre de décomposition universelle se diagonalise elle-méme lorsque le polynome est
séparable » au cas d’un quotient de Galois.

Dans la section 6 nous généralisons un résultat donné séparément par P. Aubry et A.
Valibouze ([1]) et par L. Ducos ([8]) sur la structure « triangulaire » des idéaux galoisiens.

Dans la section 7, pour étudier constructivement le « corps des racines » d’un polynome
f € K[T] (ou K est un corps discret), nous proposons d’utiliser des « approximations »
de ce corps qui sont des quotients convenables de ’algebre de décomposition universelle
associée a f. Dans l'article [6] le premier auteur a donné dans le méme esprit un traitement
de la théorie de Galois d’un polynome séparable sur un corps discret en calcul formel. Cette
étude du corps des racines « par approximations successives » peut étre considérée comme
une variante du systeme D5 [4] de traitement de la cloture algébrique en Calcul formel, ou
encore comme la version constructive de I'approche de Bourbaki dans [3].

Puisque D'article est écrit dans le style des mathématiques constructives a la Bishop
([2, 10]) tous les théorémes ont un contenu algorithmique. La terminologie constructive
spécifique non précisée se trouve dans [10]. Rappelons qu’en mathématiques constructives
un ensemble est dit discret lorsqu’on dispose d’un test d’égalité pour ses éléments.

Remerciements. Nous remercions Thierry Coquand pour ses conseils judicieux.

1 Modules de Cauchy et base canonique

On note B = Adua ; 'algebre de décomposition universelle de f sur A définie comme
suit :

B = AduA,f = A[le" . 7Xn}/j(f) = A[wla"w:ﬁn}

ou J(f) est I'idéal donné par les fonctions symétriques élémentaires des X; :

n n
ap =) Xi, g =) XX, o= X
1 i1 Y 2 1<i<j<n 14X 7, ; Un =1 0

j(f): <a1—041, ag — g,..., an—an).
L’algebre de décomposition universelle peut étre caractérisée par la propriété suivante.

Note 1.1. (propriété caractéristique)
Soit C une A-algebre pour laquelle f(T') se décompose en produit de facteurs (T' — z;).
Alors il existe un unique homomorphisme de A-algébres B — C qui envoie les x; sur les z;.



Ceci caractérise 'algebre de décomposition universelle B = Adug f, a isomorphisme unique
pres.

Le groupe S,, des permutations de {Xi,...,X,} agit sur A[Xy,...,X,] et fixe 'idéal
J(f), donc l'action passe au quotient et ceci définit S,, comme groupe d’automorphismes
de I’algebre de décomposition universelle.

Note 1.2. (changement d’anneau de base)
Soit p : A — Aj une A-algebre. Notons p(f) l'image de f dans A;[T]. Alors l'algebre
Adua ; ®a Ay, est naturellement isomorphe & Adugp, ,(f)-

Pour étudier ’algebre de décomposition universelle on introduit les « modules de Cauchy »
qui sont les polynomes suivants :

(X)) = f(X1)

T (X1, X1, XE) — fre (X140, X —1,X
(X1, Xpp) = P Xemt Ao e XimXen) (1 << - 1)
Le polynome f; est symétrique en les variables X1, ..., X;, unitaire de degré n —¢ + 1

en X;. Le fait 1.1 implique que l'idéal J(f) est égal a I'idéal engendré par les modules de
Cauchy. Donc ’algebre de décomposition universelle est un A-module libre de rang n!.

dn—1

Lemme 1.3. Le A-module B est libre et une base est formée par les « monomes » xill et

tels que pour k=1,...,n—1 on ait d <n — k. Nous noterons cette base B(f).

Lemme 1.4. Pour tout élément z € B on a Cg/a(2)(T) = Cs, (2)(T). En particulier
Trg/a(z) = Trs, (2) et Ng/a(z) = Ng, (2).

Démonstration. Puisque le polynome caractéristique est la norme de T — z il suffit de
montrer 'égalité des deux « normes » : Ng/a (2) = [[,eg, 7(2)- Ecrivons Ng  (z) sur la base
canonique B(f), c’est clairement un élément de A. Si on prend pour coefficients de f des
indéterminées a;, pour coordonnées de z sur la base B(f) d’autres indéterminées et pour
A Tanneau librement engendré par ces indéterminées on voit qu’il s’agit de démontrer une
identité algébrique, c’est-a-dire une égalité entre deux éléments d’un anneau de polynomes
a coefficients dans Z. Notons N pour Ng/a. Comme N(z) = N(o(2)) pour tout o € S, on
obtient N(I], g o(2)) = N(z)™. Puisque Ng, (z) € A, N(Ng, (2)) = (N, (2))™. Ainsi N(z)
et Ng, (z) sont deux polynomes en les indéterminées qui sont égaux apres avoir été élevés
a la puissance n!. Puisqu’on est dans un anneau factoriel, on doit avoir Ng (z) = ¢N(z)
avec ¢ € Z et ¢ = 1. Enfin, puisque toute situation particuliere est obtenue comme
spécialisation de la situation générale (avec des coefficients indéterminés), pour connaitre ¢
on peut spécialiser zen 1 : c= 1. ]

2 Idempotents galoisiens dans une algebre prégaloisienne

Dans la suite nous notons B(C) l'algebre de Boole des idempotents d’un anneau C.

Les opérations sont u Av :=uv, uVv:=u+v—uv, u v :=u+v—2uv = (u—v)z,

—u:=1—u=1® u. Et la relation d’ordre partiel est u < v <= uAv=u<=uVuv=n0.



Dans une algebre de Boole un élément non nul minimal est appelé un atome. Dans le
cas d'un anneau on parle d’idempotent indécomposable.

Rappelons qu’un automorphisme o d’un anneau C est dit séparant s’il existe x1,...xg,
a1,...,ar € C tels que 1 = Zle ai(z; — o(x;)) et quun groupe G d’automorphismes de
C est dit séparant si les éléments # Idc de G sont séparants. Une algébre galoisienne est
par définition un triplet (A, C,G) ou G est un groupe séparant d’automorphismes de C et
A = Fix(G) est le sous-anneau des points fixes de G (cf. [5]).

Nous utiliserons les notations suivantes lorsqu’un groupe G opére sur un ensemble F.
Pour z € E, St(z) désigne le stabilisateur de x ; pour F' C E, Stp(F') désigne le stabilisateur
point par point de F' et Stab(F) le stabilisateur de F. Et si H C G, Fix(H) = EH désigne
la partie de E formée par les éléments fixés par tous les o0 € H.

Nous donnons maintenant une définition qui permet d’insérer I’algebre de décomposition
universelle dans un cadre un peu plus général et utile.

Définition 2.1. (algébre prégaloisienne)

Une algebre prégaloisienne est donnée par un triplet (A, C,G) ou
1. C est une A-algebre avec A C C, A facteur direct dans C,
2. G est un groupe fini de A-automorphismes de C,
3. C est un A-module projectif de rang constant |G|,
4. pour tout z € C, Cg/a(2) = Cq(2).

Par exemple (A, B,S,,) est une algebre prégaloisienne.

NB : La notion d’algebre prégaloisienne est un peu moins contraignante que la notion plus
usuelle d’algebre galoisienne.

Définition 2.2. Dans une algebre prégaloisienne (A, C, G) un idempotent e de C est dit
galoisien si son orbite sous G est un systeme fondamental d’idempotents orthogonaux (sfio).
Un idéal de C est dit galoisien lorsqu’il est engendré par 'idempotent complémentaire d’un
idempotent galoisien.

Théoréme 2.3 (théoreme de Structure 1). Soit une algébre prégaloisienne (A,C,G), e
un idempotent galoisien de C, et {e1,...,emn} son orbite sous G. Soit H le stabilisateur de
e =e et r = |H|, de sorte que rm = |G|. Posons C; = C/(1 —e;) ~e;,C (1 <i < m).
Soit enfin m: C — Cq la projection canonique.

1. Les C; sont des A-algébres deuz a deux isomorphes, et C >~ CT* (comme A-algébres).

2. L’algébre Cy est un A-module projectif de rang constant r = |H|. La restriction de
a A, et méme a C©, est injective. Bt A (identifié a son image dans Cy) est facteur
direct dans Ci.

3. Le groupe H opére sur Cy et Cfl est canoniquement isomorphe ¢ CC : plus précisément
CH = n(CH) = 7(CY).

4. Pour tout z € Cy, Cg,/a(2)(T) = Cu(2)(T).
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5. (A,Cy, H) est une algébre prégaloisienne, on dira que c’est un quotient de Galois de
(A,C,G).

6. Soit g1 un idempotent galoisien de (A, Cq, H), K son stabilisateur dans H, g’ € e1C
tel que w(g') = g1. Alors ¢’ est un idempotent galoisien de (A, C,G), son stabilisateur
est K, et on a un isomorphisme canonique C1/(1 —g1) ~C/(1 —¢').

Démonstration. Le point 1 est évident. La premiere affirmation du point 2 en est une
conséquence immédiate. Soit 71 = Id, 72,..., 7, un systéme de représentants pour G/H,
avec 7;(e1) = e;. Montrons que la restriction de 7 a CC est injective : si a € CC et eqa=0
alors en transformant par les 7, tous les e;a sont nuls, et donc aussi leur somme, égale
a a. Montrons que 7(A) est facteur direct dans Cj. Soit A : C; — e;C lisomorphisme
réciproque de la restriction de 7w a e; C. 1l s’agit d’un isomorphisme de A-algebres, e; étant
I’élément neutre pour la multiplication dans e;C. Soit ¢ : C — A une forme A-linéaire
vérifiant (1) = 1. On définit ¢ : C; — 7(A) par ¥(y) = w(p(z + 72(z) + -+ - + 7m(z))) ol
x = A(y). On a bien que ® est une forme linéaire vérifiant ¢)(1) = 1 donc C; = 7w(A)®Ker 1.
Voyons le point 3. Montrons d’abord C = 7(CH). Soit u € C tel que 7(u) = z € CH.
Puisque z € CI| pour tout o € H, o(u) = u mod (1 — e1), ce qui signifie, e;o(u) = eju.
Comme o(e;) = e; et m(e1) = 1¢, on obtient avec y = eju : m(y) = z et pour tout o € H,
o(y) =y cest-a-dire z € 7(CH).

Montrons maintenant que z € 7(C%). On pose v = >, 7i(y) = Y., Ti(ery) = >, eimi(y).
On a 7(e;) = d1; et donc 7(v) = 7(y). Montrons que v est fixe par G. Si 0 € G, o(v) =
> o(eiTi(y)). Fixons i et posons o(e;) = e;. Notre but est de montrer que o(7;(y)) =
7j(y), c’est-a-dire que Tj_lan fixe y. Or cela résulte de y € CH et Tj_lari € H puisque
Tj_lan(el) = e€1.

Voyons le point 4. Soit u tel que 7(u) = z et y = equ. On a m(y) = 0 pour i # 1 et
7(y) = z. Dans la décomposition C = e;C @ --- @ e, C, y s’ecrit donc (y,0,...,0) et T —y
s'écrit (T'—y,T,...,T). Cela donne Cg/a(y)(T) = TP Cc,/a(2) avec p = |G| — [H|. En
considérant o(y) pour un o € G arbitraire on peut écrire o = 7\ pour un certain i et un
élément A de H. Ceci permet de voir que la composante dans e;C de Cg(y)(T") n’est autre
que TP Cg(2)(T) (qu’'on remonte de C1[T] dans e; C[T]). Par raison de symétrie il en sera
de méme pour les autres composantes, c’est-a-dire qu’on a Cq(y)(T") = TP Cy(2)(T).

Le point 5 est une synthese des points précédents.

Voyons le point 6. En tenant compte du fait que la restriction de m a e;C est un isomor-
phisme on a ¢ = ¢ = ¢’e1. De méme pour 0 € Hona: o(g) =g sioc € K,ougo(g) =0
si 0 ¢ K. Enfin pour 0 € G\ H, ejo(el) = 0 et donc ¢'o(¢’) = 0. Ceci montre que ¢’
est un idempotent galoisien de B avec pour stabilisateur K. L’isomorphisme canonique est
immédiat. O

3 Eléments galoisiens dans une algebre de Boole

Le lemme suivant constitue un raffinement constructif de la théorie des algebres de Boole
finies.



Lemme 3.1. Soit C' une algébre de Boole. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. C est finie.
2. C est discreéte et de type fini.
3. 1o est une somme finie d’atomes.

Dans un tel cas C' est isomorphe a ’algébre de Boole P(S) des parties finies de l’ensemble
S des atomes.

En particulier dans le contexte des anneaux commutatifs B(C) est finie si et seulement
si 1¢ est une somme d’idempotents indécomposables orthogonaux.

Définition 3.2. Si G est un groupe fini qui opere sur une algebre de Boole C, un élément
e de C est dit galoisien (pour G) si son orbite sous G est un sfio : les éléments de l'orbite
sont deux a deux orthogonaux et leur somme est égale a 1.

Note 3.3. Soit G un groupe fini opérant sur une algebre de Boole C discrete, e # 0 dans C,
et {e1,...,ex} Porbite de e sous G. On suppose que 1 et 0 sont les seuls éléments fixés par
(. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’élément e est galoisien.

2. Pour tout ¢ > 1, eje; = 0.

3. Pour tout 0 € G, ec(e) = e ou 0.

4. Pour tous i # j € {1,...,k}, e;e; = 0.

Les hypotheses sont vérifiées par exemple si C' = B(B), G = S,, et A est connexe.

Théoréme 3.4 (théoréeme de structure 2). Soit G un groupe fini opérant sur une algébre
de Boole C discrete et non triviale. On suppose que 1 et 0 sont les seuls éléments fixés par
G.
1. Pour toute famille finie d’éléments de C il existe un élément galoisien e; (notons
(e1,...,ex) son orbite) et tel que chaque élément e de la famille initiale vérifie e =
Y {ei|l1<i<k,eie#0}.
2. L’algébre de Boole C' ne peut avoir plus que 21G1 gléments.

3. Si e et h sont des éléments galoisiens avec e < h (cad he = e et h # ¢) si E est le
stabilisateur de e et H le stabilisateur de h alors h =3} cp/po(e).

4. C est finie si et seulement si il existe un atome e. Dans ce cas e est galoisien, l'orbite
de e est l'ensemble des atomes, G opére sur cette orbite comme sur G/E, et sur C
comme sur P(G/E)(}).

Démonstration. Nous montrons seulement le point 1. On considere la sous-algebre de Boole
C’ C C engendrée par les orbites des éléments de la famille finie donnée. C’ est de type
fini et discréte donc finie. En conséquence ses éléments minimaux non nuls forment un

! Ici, pour que l'affirmation soit valide d’un point de vue constructif, P(G/E) dénote I’ensemble des
parties finies de G/E.



ensemble fini S = {ej,...,er} et C’ est isomorphe & l'algebre de Boole des parties finies de
S:C' ={>,cpelF € P({1,...,k})}. Clairement G opere sur C'. Pour o € S, o(ey) est
une somme de certains e;, mais il ne peut y avoir deux termes dans la somme, car alors en
transformant 1'un de ces termes par ¢~ ! on aurait un élément non nul < e; dans C’. Donc
(e1,...,ex) est un sfio et e; est galoisien. O

Algorithme 3.5. Calcul d’un élément galoisien et de son stabilisateur.

Entrée : ¢ : élément non nul d'une algébre de Boole C'; G : groupe fini d"automorphismes de
C'; S = St(e) (sous groupe stabilisateur de e).

# On suppose que 0 et 1 sont les seuls points fixes pour I'action de G sur C.

Sortie : e; : élément galoisien correspondant; H : le sous groupe stabilisateur de e;.
Variables locales : / : dans C'; 0 : dans G; L : liste d’éléments de G.

Début
e1 —e; L—1[];
pour o dans G/S faire
# G/S désigne un systeme de représentants des classes a gauche modulo S
h — ejo(e);
si h#£0 alors e; < h; L — Le]Jo] fin si;
fin pour
H «— le sous-groupe de G formé par les o tels que : Vo € L, ao € |, 75,
Fin.

Sous les hypotheses du théoreme 3.4 on peut calculer un élément galoisien e; qui en-
gendre la méme algebre de Boole que l'orbite de e au moyen de ’algorithme 3.5. En outre
on peut également calculer le stabilisateur de e; (la nouvelle approximation du groupe de
Glalois) « sans sortir du groupe ». On pourra penser au cas C = B(B), G = S,, et A connexe,
ou plus généralement C' = B(C), (A, C,G) est une algebre prégaloisienne et A est connexe.

On notera que I’élément e; obtenu comme résultat du calcul dépend de l'ordre dans
lequel est énuméré ’ensemble fini G/S et qu’il n’y a pas d’ordre naturel (intrinseque) sur
cet ensemble.

4 Points fixes de Adua

Lemme 4.1. Soit C une A-algébre qui est un module projectif de rang constant k > 1 (par
exemple une algébre prégaloisienne ou C = B).
— Un o € C est inversible (resp. régulier) si et seulement si Ng/a(x) est inversible
(resp. régulier) dans A.
— Un x € A est inversible (resp. régulier) dans C si et seulement si il est inversible
(resp. régulier) dans A.

Lemme 4.2. Soit J le jacobien du systéme de n équations a n inconnues définissant l’alge-
bre de décomposition universelle B = Adua ;.




1. On a J =] cicjcn(i — x;) dans B.

2. On a J* =disc f € A.

3. En particulier les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) disc f est inversible (resp. régulier) dans A.
(b) J est inversible (resp. régulier) dans B.
(¢) Les x; — xj sont inversibles (resp. réguliers) dans B.
(d) x1 — z2 est inversible (resp. régulier) dans B.

(e) QBja =0 (resp. Qg a est un B-module « de torsion », i.e. annulé par un élé-
ment régulier).

Démonstration. Le point 1 est facile par récurrence sur n.

Le point 2 est une conséquence immédiate du point 1, et on en déduit 1’équivalence des

points (a) a (d) dans 3, en tenant compte du lemme 4.1.

Pour le point (e) rappelons que Qg4 est un B-module isomorphe au conoyau de la matrice

jacobienne, ce qui implique que Ann(Qg/a) et JB ont méme nilradical. Enfin J est régulier

(resp. inversible) si et seulement si y/(J) contient un élément régulier (resp. contient 1). [
Nous notons di(f) = [[;<;<;j<,(#i + ;) € A. Il est clair que di(f) est congru modulo 2

a H1§i<j§n(xi — xj) et donc <2,di(f)2> = (2, disc(f)).

Théoréme 4.3. Si Anna ((2,di(f))) = 0 et a fortiori si Anna((2,disc(f))) = 0 on a
Fix(S,) = A.

Démonstration. Puisque (2,di(f)?) = (2, disc(f)) un élément qui annule (2, di(f)) annule a
fortiori (2, disc(f)). Il suffit donc de démontrer la deuxieme affirmation.

Voyons le cas o n = 2. Un élément z = ¢+ dz; € B (¢,d € A) est invariant par Sy si et
seulement si d(x1 — z2) = d(a; — 2z1) = 0 si et seulement si da; = 2d = 0.

On procede ensuite par récurrence sur n. On écrit B = A@GFE ol F est le A-module engendré
par les éléments # 1 de la base B(f). On note E’ le sous module de E formé par les éléments
fixes sous S,,. Pour n > 2 on considere anneau A; = A[X;]/(f(X1)) = Alz1], le poly-
nome F(T') = fo(T,z1) € A(T) et 'algebre de décomposition universelle By = Adua, 7,
dans laquelle nous notons xa, . .., z, les variables (X, ..., X, avant de passer au quotient).
On vérifie que B ~ B; : une simple constatation si on utilise la définition des algebres
de décomposition universelle via les modules de Cauchy. On identifie B et B; et on écrit
B; = A; @ Ef correspondant a la base B(F') formée par les monomes ach X -:EZ":f avec
d; < n —i pour chaque i. Pour passer de I’écriure d’un élément g € B sur la base B(F') (B
vu comme Aj-module) & son écriture sur la base B(f) (B vu comme A-module), il suffit
d’écrire chaque coordonnée, qui est un élément de A sur la A-base de Ay formée par les
monomes 1,z1,... ,x?*l

Notons aussi que di(f) = (—=1)" 1 F(—z1)di(F) par un calcul direct et passons & la récur-
rence proprement dite.

Nous supposons que Anng ((2,di(f))) = 0. On en déduit que Anna, ((2,di(F))) = 0, car si
b= o+ 1z +- -+ Bu127 ' € Ay annule di(F), il annule di(f) = (—1)""1F(—z1)di(F),



donc chacun des 3; annule di(f). De méme chacun des (; annule 2. Donc b = 0.

Soit alors y € E', écrivons y = g(x2,...2,) avec g € Aq[Xa,..., X, 1] et degy, g < n —i
pour ¢ = 2,...,n—1. Autrement dit nous voyons y comme un élément de Aduy, r. Puisque
y est invariant par S,_1, on en déduit par hypothese de récurrence que g € Aj, c’est une
« constante » qu’on écrit h(x1) avec deg(h) < n. Il reste a voir que g € A. Si h(X) =
co+c1X 4+ ¢y 1 X" 1 on éerit h(z1) = h(z2). On note que h(xy) est écriture réduite
de ¢ sur la base canonique B(f). Concernant h(xz2), pour obtenir I’écriture réduite, nous
devons remplacer dans le terme cn,lzvg_l, xg_l par son écriture sur la base canonique, qui
résulte de fa(z1,z2) = 0. Cette réécriture fait apparaitre le terme —cn_lx?_ng, et ceci
implique (par 1’égalité des écritures h(x1) et h(xe) sur la base B(f)) que ¢,—1 = 0. Mais
alors h(z2) est une écriture réduite et donc tous les ¢; pour ¢ > 0 sont nuls. O

Note 4.4. Le cas disc f régulier est bien connu. On le trouve avec une preuve voisine de
celle ci-dessus dans la thése de Lionel Ducos [7]. Par ailleurs Ekedahl et Laskov ont traité le
cas ou 2 est régulier dans [9]. Dans le cas n = 2 I’étude faite ci-dessus montre que des que
Anna ((2,di f)) # 0, Fix(S2) = A @ Anna ((2,di f)) z1 contient strictement A. Un calcul
dans le cas n = 3 donne la méme réciproque : on trouve un élément v = rixy + a12? +
(a? + az)z1 + asxe # 0 tel que Fix(S3) = A @ Anna ((2,di f)) v. Par contre pour n > 4, la
situation se complique.

5 Séparabilité de Adu,

Dans cette section on suppose que disc f est un élément inversible de A.
Le lemme suivant comme moyen de prouver constructivement le théoreme 5.2 a été
suggéré par Thierry Coquand.

Lemme 5.1. Soit ¢ : A — C une algébre dans laquelle « f se factorise complétement »,
c¢’est-a-dire ¢(f) = [[i=, (T — w;). Pour tout o € S,, notons ¢, : B — C l'unique homomor-
phisme de A-algébres qui envoie chaque x; sur uy;. Soit y € B tel que ¢, (y) = 0 pour tout
o € Sy, alors les coordonnées de y sur la base naturelle B(f) décrite dans le lemme 1.3 sont
dans Ker ¢.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour n = 4 et laissons le soin au lecteur de rédiger
une preuve formelle par récurrence .

On commence par remarquer que les x; — x; sont inversibles pour ¢ # j et par suite les
u; —uj sont inversibles pour ¢ # j. La base naturelle est formée par 24 éléments x7" x5 5"
avec 0 < m; < 4 —i. Notons y = a(z1,x2) + z3¢(x1,x2) avec a et ¢ des polynomes formels
de degré < 3 en X; et < 2 en Xo. Notons @ et ¢ les images des polynomes formels a et ¢
dans C par ¢. Notre but est de montrer que @ et ¢ sont des polynomes identiquement nuls.
En considérant pour o d’une part l'identité et d’autre part la transposition qui échange 3

et 4, on obtient dans C :

a(u1,u2) + ugc(ur, uz) = 0 = a(ur, uz) + uac(u, uz)



Puisque ug — u4 est inversible, on en déduit a(uy,us) = 0 = ¢(u1, ug).

La preuve qu’on vient de faire fonctionne aussi si on permute arbitrairement les x; (on
change alors de base naturelle), de sorte que @(u;, u;) = 0 = ¢(u;, u;) chaque fois que i # j.
On va montrer que a est identiquement nul, la méme preuve s’appliquant a ¢. On considere
a(u1, X2) : ce polynome de degré < 2 admet les trois racines ug, ug, us et puisque les u; —u;
sont inversibles la formule d’interpolation de Lagrange montre que @(u1, X2) est nul comme
polynome en Xs. Chacun de ses trois coefficients est un polynome de degré < 3 en X;
qu’on évalue en uy (on obtient ainsi 12 coordonnées de y sur la base naturelle, les 12 autres
correspondant au polynome c). Notons e(X;) I'un de ces trois polynomes, lu dans A[X/].
La preuve que nous avons faite, montrant que €(uj) = 0 fonctionne aussi si on permute
arbitrairement les z;. Donc €(u;) = 0 pour tous les i. Encore une fois nous appliquons la
formule d’interpolation de Lagrange et nous voyons que €(X1) est identiquement nul.  [J

Théoréeme 5.2. 1. Le nilradical de B est ['idéal engendré par le nilradical de A. En
particulier, si A est réduite, B est réduite.

2. Pour toute algébre réduite A —2> D, B®a D ~ Adup () est réduite.

Démonstration. 11 suffit de montrer le point 1. Soit 9t le nilradical de B. Appliquons le
lemme précédent avec C = B/M et y € B qui est nilpotent. L’élément y reste nilpotent si
on le transforme par un élément de S,,. Le lemme s’applique : les coordonnées de y sur la
base naturelle sont toutes dans 91N A. O

Le théoreme suivant s’applique en particulier pour l'algebre de décomposition univer-
selle B.

Théoréme 5.3. (diagonalisation d’un quotient de Galois d’une algebre de décomposition
universelle)

Soit e un idempotent galoisien de B, G son stabilisateur et By = B/(1 —e). On note
yi = m(x;) la classe de x; dans By. Soit ¢ : By — C un homomorphisme d’anneauz. On
note u; = ¢(y;). On considere C1 = B1®AC. Pour tout o € G notons ¢, : C1 — C l'unique
homomorphisme de C-algébres qui envoie chaque y; @ 1o sur uy;. Soit ® : C; — clal
I’homomorphisme de C-algébres défini par z — (¢x(2))seq-

1. ® est un isomorphisme : C diagonalise B.

2. En particulier By ® A By est isomorphe canoniquement a B|1G| : By se diagonalise
elle-méme.

Démonstration. Les deux algebres sont des C-modules projectifs de rang constant |G| et
® est une application C-linéaire dont il suffit de démontrer la surjectivité. Dans C; nous
notons y; a la place de y; ® 1c et u; a la place de 1, ® u;. La surjectivité résulte par
le théoreme chinois de ce que les Ker ¢, sont deux a deux comaximaux : Ker ¢, contient
Yi — Ugi, Ker ¢, contient y; — ur;, donc Ker ¢, + Ker ¢, contient les ugs; — urg, et il y a au
moins un indice ¢ pour lequel oi # 7i ce qui donne u,; — u; inversible. ]
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6 Structure triangulaire des idéaux galoisiens

Nous démontrons dans cette section un résultat donné dans [1] et [8] en le généralisant
un peu : notre théoreme 6.1. Notre méthode de preuve est différente car elle ne s’appuie
pas sur l'existence d’une cloture algébrique, et le cadre est plus général puisque nous avons
a la base un anneau commutatif presque arbitraire a la place d’un corps.

Ce résultat affirme que la structure de I'idéal J(f), qui est une structure « triangulaire »
(au sens de Lazard) lorsqu’on consideére les modules de Cauchy comme générateurs, se
retrouve pour tous les idéaux galoisiens de l'algebre de décomposition universelle dans le
cas d’un polynome séparable.

Les anneaux que nous considérons sont les anneaux A qui vérifient la propriété suivante :
I’anneau total des fractions de A, Frac A, est zéro-dimensionnel. C’est notamment le cas
des anneaux integres, des anneaux zéro-dimensionnels et des anneaux noethériens.

Nous aurons besoin des résultats suivants que nous utilisons librement dans la preuve
du théoreme.
— Si (A, C,G) une algebre galoisienne, C est un A-module projectif de rang |G|, et A
est facteur direct dans C.
— Si A est zéro-dimensionnel, tout module projectif de rang constant est libre.
— Si A est zéro-dimensionnel, et si N C A" est libre, il existe M C A" libre tel que
A" = M @ N (théoreme de la base incomplete).

Théoreme 6.1. Soit (A, C,G) une algébre galoisienne avec

- C=Aly1,. -, Ynl,

— G opére sur {y1,...,yn} et

— les y; — y; inversibles pour i # j.
On suppose que l'anneau total des fractions de A, Frac A, est zéro-dimensionnel. On note
G=Gy, Gi={oceG;o(yx) =yi, VE< i}, i=1...,n), et

= [ (T—olw)

O'EGi_l/Gi

ot Gi—1/G; désigne un systéme de représentants des classes a gauche. Alors :

= Aly, ...,y = Fix(Gi) et G; = Stp(Alys, ..., yi]).

— 1r;(T) est un polynome unitaire de degré (G;—1 : G;) a coefficients dans A[(yk)k<i], on
note R;(X1,...,X;) un polynome unitaire de degré (G;—1 : G;) de A[X1,...,X;] tel
que Ri(y1, ..., yi-1, Xi) = 1:(X3).

— L%déal a; = anN A[X1,...,X;] est engendré par Ri(X1),...,Ri(X1,...,X;).

En conséquence chacune des algébres Alyi,...,y;| est a la fois un Alyi,...,yi—1]-module
libre de rang (Gi—1 : G;) et un A-module libre de rang (G : G;), et chacun des idéauz a; est
un idéal triangulaire (au sens de Lazard) de A[Xy, ..., X;].

Démonstration. Le groupe G est un groupe séparant d’automorphismes de ’anneau C.
On note A 'anneau des points fixes de GG1. On sait que C est un Aj-module projectif de
rang constant |G| et que Afy;] C Aj. En outre A; est facteur direct dans C, donc est un
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A-module projectif de rang constant |G|/|G1]|. Les coefficients de r1(T') sont fixes par G,
donc dans A, parce que les o(y;) pour o € G/G; parcourent 'orbite de y; sous G. En outre
deg 1 = (G : G1), de sorte que A[X1]/(r1(X1)) est libre de rang (G : G1). L’idéal a; est
formé par tous les R € A[X;] qui annulent y;. Un tel polynome R vérifie R(o(y1)) = 0 pour
tout o0 € G/G parce que ses coefficients sont dans A et que o fixe tous les éléments de A.
Donc R est multiple des (T' — o(y1)). Or les idéaux (T — y;) sont deux & deux comaximaux
(parce que les y; — y; sont inversibles), et I'intersection d’idéaux deux & deux comaximaux
est égale a leur produit, donc R est multiple de 7. Ainsi a; = (r1(X1)) et Afyi] est libre
de rang (G : G1).
On a donc la situation suivante :

— A; est un A-module projectif de rang constant |G|/|G1],

— Aly1] est libre de rang |G|/|G1],

— A[yl] C A;q.
Supposons maintenant ’anneau A zéro-dimensionnel. Alors A; est libre sur A, et Afyp] =
A par le théoreme de la base incomplete. Donc Afy;] = A = Fix(G1) et (Ayi1],C, G1) est
une algebre galoisienne. Alors C = Aq[y2, ..., yn] avec G1 qui opeére sur {ya,...,yn} et les
y; — y; inversibles. Tout le raisonnement précédent fonctionne a I'identique en remplagant
A par Ay, G par G1, y1 par y2 et G1 par G5. On termine donc par récurrence.

Passons au cas général. Nous avons de nouveau Aly;] ~ A[X1]/(r1(X1)) et Afy1] C Ay =
Fix(G1). Notons S I'ensemble des éléments réguliers de A et F = Frac A = S~1A. Re-
marquons que puisqu’un élément régulier de A est régulier dans C on a C C S7'C =
C ®a F. Le cas zéro-dimensionnel implique que S~™'A; = S~'A[y], et notre objectif
est de montrer 1'égalité Ay = Alyi]. Soit donc z € Aj et s € S tel que sz € Afyi] :
sz =cy+cryr + -+ cdl_lyfl_l. Posons s, = ZUEG/Gl o(y1)*. Ce sont les sommes de
Newton pour le polynome r; = Ry, donc des éléments de A. On a

k k k+1 k+dy—1
8zYy = coyy + Cly1+ + -t ey R

donc pour un o € G/G1, si o(y1) = ye :

k+di—
so(zyf) = coyf + gyt +eg iy TR

Comme zy¥ € A on a Y 0eG/Gh o(zyf) fixe par G donc dans A et $ Y 0eG /G o(zy)k =
coSk + -+ + ¢dy—15k+d,—1 € SA. Sous forme matricielle :

S0 S1 82 o Sdp—-1 €o
S1 59 cee Sdy C1
di x1
€ sA
Sdlfl 82d172 Cdlf].

or le déterminant de la matrice carrée au premier membre est égal au discriminant de rq
donc est inversible. Ainsi les ¢; sont tous multiples de s.

Nous terminons en vérifiant que Al[y;] vérifie bien '’hypothese du théoreme, ce qui
permet de faire fonctionner la récurrence. En effet, puisque Afy;] est libre sur A les élé-
ments réguliers de A sont réguliers dans Afy;] et 'anneau total des fractions de Al[y]
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contient Fly1] ~ F[X1]/(r1(X1)), lequel est zéro-dimensionnel, donc égal & son anneau

total des fractions. O
Le théoreme 6.1 s’applique pour ’algebre de décomposition universelle dans la situation

suivante :

On suppose le polynome f séparable. On considere un idempotent galoisien e = 1 — s et

I'idéal galoisien correspondant b = (s). On pose

C:B/b:A[Xl,...,Xn]/a:A[yl,...,yn]

avec :

— y; est la classe de x; modulo b ou de X; modulo a,

—a=Jf)+(S)si S € A[Xy,...,Xp] et s =85(x1,..., 7).
On note G = Gy = St(e) = St(b) C S, on le considéere comme un groupe de A-automor-
phismes de C.

On sait alors que (A, C,G) est une algebre galoisienne. En effet A = Fix(G) et un élé-
ment o de G distinct de I'identité ne fixe pas tous les y; et donc I'un des y; — o(y;) engendre
l'idéal (1) de C car les y; — y; sont inversibles pour i # j.

7 Corps des racines

Dans cette section, nous remplacons ’anneau A par un corps discret K et nous expli-
quons comment ’algebre de décomposition universelle permet d’obtenir le corps des racines
d’un polynome, ou au moins un substitut constructif de ce dernier.

Une K-algebre est dite finie si ¢’est un K-espace vectoriel de type fini (en mathéma-
tiques constructives cela n’implique pas qu’on connaisse une base de l’espace vectoriel),
strictement finie si c’est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Rappelons que les quotients de I'algébre de décomposition universelle B = Adug s sont
des K-algebres finies et toute K-algebre finie est un annneau zéro-dimensionnel.

7.1 f arbitraire

En mathématiques classiques un corps des racines pour un polynome unitaire f sur un
corps discret K est obtenu en quotientant ’algeébre de décomposition universelle Aduk ¢
par un idéal /(1 — e) ou e est un idempotent indécomposable (qui existe d’apres le théo-
reme 3.4, ou bien simplement en considérant un idéal non nul dont la dimension comme
K-espace vectoriel est minimale).

En mathématiques constructives on ne dispose pas toujours d’un tel idempotent. Le
théoréme suivant explique comment contourner la difficulté que pose la non existence du
corps des racines en mathématiques constructives.

Théoréme 7.1. Soit (z;)ier une famille finie d’éléments de B = Adux s. Il existe un idem-
potent galoisien e de B tel que chaque 7(z;) est nul ou inversible dans l’algebre quotient

B, = B/\/(l —e1) (m est la projection canonique B — By ).
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Démonstration. Puisque B est zéro-dimensionnel on peut pour chaque ¢ € I calculer un
idempotent g; € B tel que z; est inversible modulo 1 — g; et nilpotent modulo g;. Appliqué
a la famille des g; le théoreme 3.4 donne un idempotent galoisien eq, tel que pour chaque ¢,
1 — e; divise g; ou 1 — g;. Donc dans 'algebre quotient By = B/(1 — e;) chaque 7(z;) est
nilpotent ou inversible. O

Le théoréeme d’unicité du corps des racines admet la version constructive suivante, qui
découle du théoreme 3.4 :

Théoreme 7.2. Soient deuxr K-algébres strictement finies A1 et Ay non nulles pour les-
quelles f se décompose en produit de facteurs linéaires dans Cy = Al/\m et Cog = Ag/\m.

On suppose en outre que Cq et Co sont engendrées par les zéros correspondants de f. Alors il
existe une K-algébre C = B/\/ (1 —e) (e idempotent galoisien) avec les mémes propriétés,
et deux entiers r; tels que C; ~ C™ et Cy ~ C"2,

7.2 f séparable

Ici nous donnons une preuve constructive d’un résultat classique.

Notez que le rsultat fondamental suivant est obtenu sans utiliser le corps des racines
(une approximation convenable de ce corps suffit).

Théoréme 7.3. Soit K un corps discret et f € K[X] un polynome séparable. Alors [’alge-
bre de décomposition universelle B = Aduk ¢ est séparable (i.e., tout élément annule un
polynome séparable de K[T]).

Démonstration. Si K est de caractéristique nulle, un polynome est séparable si et seulement
si il est sans facteur carré. Le fait que B est réduite implique alors que le polynome minimal
de tout élément de B est séparable.

Dans le cas général, la preuve est un peu plus compliquée. Soit z € B. Appliqué a la famille
des o(z) — 7(2) (o # 7 dans S,,) le théoreme 7.1 donne un idempotent galoisien e; tel que
dans 'algebre quotient B; = B/(1 — e;1) chaque 71(0(2) — 7(2)) est nul ou inversible (my
est la projection canonique B — Bj). On rappelle que d’apres les théoréemes 2.3 et 4.3, le
stabilisateur G' de ey opére sur B et les points fixes pour cette action sont exactement les
éléments de K (identifié a m (K)). Soit alors {z1, ..., 2} un ensemble de S,-conjugués de z
tels que {mi(z1),...,m1(2¢)} soit orbite de 71 (z) pour I'action de G. On considere le poly-
nome Py (T) = [[i_,(T — m1(2;)). Ses coefficients sont fixés par G donc P; € K[T]. Et c’est
un polynome séparable par construction (comme polynome dans B[7] son discriminant
est inversible). Ainsi 71 (z) annule le polynome séparable P;(T') € K[T], c’est-a-dire encore

Pi(z) € (1 —e1). Si{e1,...,er} est Porbite de e; sous S,, on aura pour ¢ = 1,...,k un
polynome séparable P; € K[T] avec P;(z) € (1 —¢;). Finalement le ppcm P des P; est
lui-méme un polynome séparable de K[T] et P(z) € (), (1 —e;) = (0). O
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Algorithme 7.4. Calcul d’un idéal galoisien et de son stabilisateur.

Entrée : (C, G) : quotient de Galois de (B, S,,), y : élément ni nul ni inversible de C; S = St(y).
Sortie : ¢ : idéal galoisien contenant y, et tel que tout conjugué de y sous G est nul ou inversible
dans C/c; H : le sous groupe stabilisateur de c.

Variables locales : a : idéal de C'; o : dans G; L : liste d'éléments de G.

Début
c—<y >, L — H ;
pour o dans G/S faire
# G/S désigne un systeme de représentants des classes a gauche modulo S
a—c+<o(y) >;
si a#1 alors ¢« a; L« Le|o]fin si;
fin pour
H « le sous-groupe de G formé par les a tels que : Vo € L, ao € |J, o 75,
Fin.

L’algebre B = Aduk, s est réduite quand le polynome f est séparable, donc tout idéal de
type fini est engendré par un idempotent. Ce résultat implique qu’a partir d’un élément ni
nul ni inversible y de B on peut calculer un idéal galoisien ¢ tel que y € ¢ et tout conjugué
de y sous S, est nul ou inversible dans B/c¢ : ¢ est un idéal strict engendré par y et le plus
grand nombre possible de conjugués de y.

En outre, le résultat reste le méme si nous considérons une algebre galoisienne (K, C, G)
qui est un quotient de Galois de (K, B, S,,).

Notons que l'algorithme 7.4 calcule un idéal galoisien ¢ engendré par un idempotent
galoisien e; qui serait construit par l'algorithme 3.5 a partir d’'un idempotent e tel que
(1—¢€)C =yC. Ainsi (C/c, H) est une nouvelle approximation du corps de racines de f et
de son groupe de Galois, meilleure que la précédente approximation (C,G).
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