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Quelquesremarques sur le calcul desreéductions
de Hermite et de Smith

Résumé : Nous étudions dans cette note le probléme du calcul des réductions de Hermite et de
Smith pour les matrices non réguliéres, supposant connu le cas des matrices réguliéres

I ntroduction

Cette note est pour I'essentiel un extrait de [LLM]

Nous considérons un anneau principal «discret adivision explicite» A . (par exemple I'anneau des
entiers naturels, ou un anneau de polynomes sur un corps discret explicite)

Nous supposons que les déterminants sont «aisément» calculables dans A . Le fait que les
déterminantsdans A soient aisés a calculer est a priori une condition indispensable pour espérer
calculer en un temps raisonnable les réduites de Hermite et Smith d'une matrice a coefficients
dansA .

Nous appelons F le corpsde fractions de A . Lefait de savoir calculer «aisement» les détermi-
nants dans A permet de résoudre «aisément» les problemes d'algebre linéaire en dimension finie
sur F, uniquement avec des calculs dans A . Par contre les problémes d'algébre linéaire dans
A sont apriori plusdifficiles.

Les problemes d'agébre linéaire en dimension finie sur A se raménent en fait & des calculs de
réductions de Hermite ou de Smith et a des calculs de produits de matrices a coefficients dans A
(par réduction d'une matrice, nous entendons. calcul de laréduite et calcul de la ou des matrices
unimodulaires de changement de base). En particulier la solution des systemes d'équations
linéaires a coefficients et inconnues dans A est entierement claire a partir de la réduction de
Hermite des matrices.

Les méthodes «brutales» (recopiant les preuves explicites d'existence de la réduction de Hermite
ou de celle de Smith) conduisent en pratique a une explosion de la taille des objets de I'anneau A
manipulés par I'algorithme.

Lesarticles parus qui étudient des algorithmes séquentiels évitant I'explosion de lataille des objets
intermédiaires ne traitent que le cas des matrices carrées non singuliéres (et, quelquefois, le cas des
matrices rectangulaires dont le rang est égal au nombre de lignes, pour laréduction de Hermite).
Cette note rappelle quelques généralités sur les réductions de Smith et Hermite et explique
comment le cas général peut étre traité a partir du cas des matrices carrées non singulieres.

Dé&finitions et notations

Nous nous situons dans le cadre généra de la théorie constructive des anneaux principaux discrets
(cf. IMRR] chap. IV, V) adivision explicite. Un anneau principal discret adivisionexplicite (au
sens constructif) est un anneau intégre donné dans une présentation ou :

I'anneau est discret : letest d'égalité est explicite,

I'anneau est explicite : leslois de compositions sont explicites,

I'anneau est explicitement de Bezout : on sait calculer a partir de a et b arbitraires, des

ééments u, v, c,d, g avec:
uatvb=g, gd=a gc=bh,
ce qui donne une matrice carrée de déterminant 1 avec:
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I'anneau est a division explicite : letest de divisibilité, et, en cas de réponse positive, le
calcul du quotient, sont explicites, en particulier on aun test d'inversibilité et en cas de
réponse positive, un calcul explicite de I'inverse,

toute suite décroissante pour la divisibilité contient deux termes consécutifs associés (c.-a-d.
divisbles I'un par l'autre) : ceci est la condition de noetheriannité exprimée
constructivement.

Tant que n'est pas envisage le probleme de la réduite de Smith, la condition de noetheriannité
n'intervient aucunement. Si on supprime cette exigence, on dirague I'anneau A est un anneaude
Bezout explicite.

Nous considérons donc un anneau de Bezout explicite A et une matrice M de type sxr (s
ligneset r colonnes) aentréesdans A . Nous appelons F le corps de fractionsde A . Nous
notons:

L lemodulelibre A®,

e, ..., & labasecanoniquede L,

pour k=1, ..,s; F, estlesousA-modulede L engendrépar g, ..., &

Py :L— A lak-eme forme coordonnée

Vi, ..., V, lesvecteurscolonnesde M (considérés comme deséémentsde L),
E lesous-A-modulede L engendrépar V., ..., V,

E,= EN Fy

Ex = P(Ey) qui estunidéa de A
Nous dirons qu'une matrice carrée est unimodulaire s son déterminant est inversible dans
I'anneau A (il revient au méme de dire que la matrice est inversible dans I'anneau des matrices
carrées M, (A) ).

Une réduite de Hermite delamatrice M est par définition une matrice M’ de mémes
dimensionsque M, dont les vecteurs colonnes engendrent le méme sous-A-module E et qui de
plus est «sous-triangulaire» au sens que les colonnes de M’ successives contiennent de plus en
plus de zéros au dessus de la premiére entrée non nulle. (voir figure).

X Les croix représentent des entrées non nulles, les
pivots de la matrice M’, et la partie grisee
X représente des zéros : le nombre de zéros au
dessus de la premiere entrée non nulle est
strictement croissant tant que la colonne n'est pas
entiérement nulle.

Uneréduction de Hermite dela matrice M
matrice M reduitedeHermiteM’ et donnée par une réduite de Hermite M’ de M

et une matrice unimodulaire P detype rx r véifiant: M.P=M’

Une réduction de Hermite de M peut étre calculée en multipliant M a

uj0/-cj0jo droite par des «matrices de Bezout» (une partie 2x 2 du type Bezout, et
0]1]0]0]0 le restant égal ala matrice identité : voir figure, avec ud + vc = 1) de
v[0]d]0]|0 maniere a rendre nulles les entrées convenabl es les unes aprés les autres.
0(0|0(1]0 Par exemple lamatrice ci-contre, par multiplication a droite, produit une
0(0|0(0]1 manipulation des colonnes 1 et 3, qui permet de remplacer, sur une ligne

donnée, les coefficients a et b par g et 0. Dans I'exemple dessiné
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au dessus, on peut obtenir M’ a partir de M en la multipliant par 9 matrices de Bezout
successiVes.

Remarque: Unemanipulation élémentaire de colonnes est un échange de colonnes ou le
remplacement dela i®me colonne G par C; + aCj avec j* i. Unematrice de manipulation
€lémentair e est obtenue en faisant subir une manipulation élémentaire de colonne alamatricel .
Faire une manipulation éémentaire de colonnes (resp. de lignes) sur une matrice revient a la
multiplier a droite (resp. a gauche) par une matrice de manipulation élémentaire. Dans un anneau
euclidien, les matrices de Bezout peuvent sécrire comme produit de matrices de manipulations
élémentaires. On en déduit que dans un anneau euclidien une matrice unimodulaire peut sécrire
comme produit d'une matrice unimodulaire diagonale et de matrices de manipulations é émentaires.

Unematrice D est dite sousformeréduite de Smith s ses seuls coefficients non nuls sont les
d, enposition (i,i) pour i=1,...,KE£inf(r,s), etsienoutre d; | d, |... | d.

Uneréduction de Smith delamatrice M detype sx r est donnée par une matrice D sous
forme réduite de Smith et deux matrices unimodulaires P detype rxr et Q detype sxs
véifiant: Q.M.P=D.

Laréduite D est unique modulo lamultiplication des d, par desinversibles.

On peut calculer une réduction de Smithde M comme suit. On calcule une réduction de Hermite
M, par manipulations éémentaires de colonnes, puis une réduction de Hermite de la transposée de
M, par manipulations éémentaires de lignesde M,;, ce qui donne une matrice M,. On
recommence le processus jusqu'a obtenir une matrice diagonale. On termine ensuite facilement le
passage de laforme diagaonal e alaforme de Smith.

Remarque: dans I'anneau de Bezout non noethérien de tous les entiers a gébriques, toute matrice
admet une réduction de Smith. 1l semble qu'on ignore toujours si une réduction de Smith existe
pour toute matrice dans tout anneau de Bezout. (Kaplanski [Kap] montre que dans un anneau de
Bezout toute matriceadmet une réduction de Smith s et seulement si toute matrice triangulaire
2x 2 en admet une)

De laréduction de Hermite ala résolution des systemes linéaires

Si nous voulons résoudre un systéme linéaire a coefficients et inconnues dans A, nous
I'écrivons sous laforme : M X =B. Si uneréduction de Hermitepour M est M P=M’ avec
PV =1,, onconsidérele systéme auxiliaire M’ Y =B .

Si on teste la compatibilité du systéme auxiliaire, on a par |améme un test de compatibilité du
systémeinitial.

Et si en cas de réponse positive on détermine une solution particuliere avec second membre et la
solution générale sans second membre pour le systéme auxiliaire, on récupérera les résultats
analogues pour le premier systéme en multipliant a gauche par lamatrice V inversede P.

Soit t lerang delamatrice M’, c.-a&d. le nombre de colonnes non nulles. Letest de compatibilité
revient achercher lasolution particuliere Y oules r—t dernieres coordonnées sont nulles. On
voit apparaitre alors deux types de conditions de compatibilité. Le premier type est fourni par
I'existence d'une solution Y dans le corps des fractionsde A, et les conditions correspon-
dantes sont |'annulation de certains déterminants construits a partir des entréesde M’ et de B.
Le deuxieme type de condition est fourni par les relations de divisibilité entre certains
déterminants, relations de divisibilité qui font que la solution particuliére Y, dans le corps des
fractions est en fait une solution dans A .
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5 Prenons I'exemple de la réduite de Hermite ci contre avec I'anneau Z
et le second membre B avec des entrées b; indéterminées. Les
3 conditions du premier type sont :
T3 b i 0
2 7 |12
1T {500 b [500 bj
2 i.430b3I .I430b3.l._0
S |8 [-13 1:2712 b4| | 2 7 12 b4|
1 62 1 byl I58-13b6l
L es conditions du deuxiéme type sont :
50 0y i 50 by
i 5 0y 5 by : : | Ly I.
5 divise by, ! divise! -, «4 3 0. dvise! 4 3 bs! _
4 3i 4 byi’ | I I
27 127 |27b4|'
On notera que tous les déterminants qui interviennent dans ce calcul sont, ou bien des formes

linéaires (a coefficients dans A) par rapport a B, ou bien, (pour les dénominateurs des
fractions qui doivent étre égalesades éléments de A ) des constantes (des déterminants extraits
de M’ et ne dépendant donc pasdeB).

Quant ala solution génerale Y ; sans second membre du systeme auxiliaire, €lle est fournie par
tous les vecteurs colonnes ayant leurs t premiéres coordonnées nulles.

Lasolution générale du premier systemeest alors X =V (Yq + Y, ) avec r—t degrésdeliberté.
Lamorale de ces considérations est, que, une fois cal culée une réduction de Hermite de la matrice
M, onauraun calcul de lacompatibilité du systémelinéaire M X =B, €t, en cas de réponse
positive, un calcul de ses solutions, qui utilise seulement les calculs de déterminants dans A ,
les tests de divisibilité dans A , les divisions exactes dans A et les produits de matrices dans
A . Enpratique, celasignifie que lacomplexité du calcul total est du méme ordre de grandeur que
celledu calcul delaseuleréduction de Hermite de lamatrice M .

Algebrelinéairesur A et algebrelinéairesur F

Nous supposons que les déterminants sont «aisément» calculables dans A (par exemple par la
méthode de Bareiss ou celle de Berkovitz-Samuelson), ce qui revient grosso modo a dire que les
opérations d'addition, soustraction, multiplication sont «aisées» et que les déterminants sont con-
venablement majorés en taille (pour la méthode de Bareiss, il faut aussi que les divisions exactes
sont «ai sees»).

Lefait de savoir calculer «aisement» les déterminantsdans A permet de résoudre «aisément» les
problémes d'algébre linéaire en dimension finie sur F, uniquement avec des calculsdans A .
Par contre les problemes d'algébre linéaire dans A sont apriori plus difficiles.

Dans la suite nous parlons de « triangulation dans F d'une matrice M » lorsque nous calculons
desmatrices M’ et P avec:

M’ =M.P, P inversibledans F mais pas nécessairement dans A , et M’ sous

forme triangulaire de Hermite comme expliqué au paragraphe précédent.
En pratique, cette triangulation dans F se fait par la méthode de Bareiss ou celle de Berkovitz-
Samuel son, méthodes qui impliquent uniguement des calculs dans I'anneau des entrées de M .
Toutes lesentréesnon nullesde M’ sont alors égales a des déterminants extraits de M.
Enrésumé: unetriangulation dans F nesignifie pasquelescaculsont lieudans F (ilsont lieu
dans A ) maisquelamatriceinversible P est apriori seulement inversibledans F .
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Une caractérisation algébrigue «abstraite» des réduites de Hermite

Proposition : On reprend les notations du début du a).

On considéreun entier t£r et unematrice M’ dont les t premiéres colonnes sont non nulles
etles r—t derniéresnulles. Onnote Wy, ..., W, les t premiersvecteurs colonnesde M’,
ki (=1, ..., t) lenuméro delapremiéreentréenon nullede W, , w; I'entrée en question.
i) S M’ est uneréduite de Hermitede M, les conditions suivantes sont vérifiées:

—  lasuite k; (i=1, ..., t) est strictement croissante

- w; (i=1,...,t) engendrel'idéa Ej

-  E,={0} pourtout k distinct des k;
i) Réciproquement, siles W; sontdans E et s lestrois conditions ci-dessus sont veérifiées,
lamatrice M’ est une réduite de Hermitede M .

Corollaire : Etant données deux réduitesde Hermite M’ et M” d'une méme matrice M de
type sx r, il exiseunematrice Q detype rx r, sous-triangulaire et avec desinversibles sur
ladiagonadetelleque M’.Q = M” . En particulier toute réduite de Hermitede M provient
d'uneréduction de Hermitede M (c.-&d. est delaforme M.P avec P unimodulaire).

Remarque sur les coefficients pivots de la réduite de Her mite. Le produit adroite par
une matrice unimodulaire ne change pas le pgced des mineurs d'ordre m extraitssur m lignes
fixées d'une matrice. En conséquence, nous avons :

w; = pgcd des coefficientsdelalignenuméro k; de M (auninversible pres)

W, W, = pgcd des mineurs d'ordre 2 extraits sur les lignes numéro k; et k, de M

W, W, W3 = pgcd des mineursd'ordre 3 ... etc ...

Remarque sur latriangulation dans F dela matrice M.

Une triangulation de M dans F sans échange de ligne n'est rien d'autre que le calcul d'une
réduite de Hermite de lamatrice M , lorsque I'anneau considéré est le corps F (qui, étant un
corps explicite, est afortiori un anneau de Bezout explicite). Notez que latriangulation dans F  de
lamatrice M fournit la «forme» de laréduite de Hermitedans A , c.-&d. le rang de la matrice et
lesnuméros k; deslignes des pivots.

Cas des entiers naturels

Lorsquel'anneau A est Z, on peut définir, parmi toutes les réduites de Hermite d'une matrice
M, uneréduite normale. C'est celle ol les pivots sont positifs, et les coefficients a gauche du
pivot w; sont réduits modulo w; (on peut choisir quelle réduction modulo w; on utilise, ce qui
modifie laréduite normale). Lorsgue le type de «réduction modulo» est fixé, la réduite normale est
unique, et elle est alors de taille «raisonnable». |1 a néanmoins fallu attendre [KB] pour avoir un
algorithme qui calcule la réduite normale en évitant I'explosion exponentielle de la taille des
coefficientsintermédiaires. A noter que Frumkin (références [Fru]) donne auparavant une méthode
modulaire en temps polynomial pour larésolution des systemes linéaires en entiers, sans traiter la
réduction des matrices en tant quetelle.

De laréduite de Hermite générale ala réduction de Hermite

Certains algorithmes de cal cul s de réduites de Hermite fonctionnent sans restriction aucune sur la
matrice. Voyons comment le fait de savoir calculer rapidement une réduite de Hermite (pour une
matrice M arbitraire) permet de calculer rapidement une réduction de Hermite.
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Considérons en effet lamatrice N obtenue a partir de M en «collant» en dessous une matrice
identité detype rx r et calculons une réduite de Hermite N’ de N . Elle est constituée d'une
matrice M’ detype sxr avec collée en dessous une matrice P detype rxr. Comme les
colonnesde N et cellesde N’ engendrent le méme sous-A-module de AS*" il existe deux
matrices U et V detype rxr aentréesdans A tellesque: NU=N" e N V =N. Dou
on tire facilementque U =P e PV =1I,. Donc M P=M’ ,avec P unimodulaire. Et la
matrice M’ est bien delaforme voulue.

M M’ M.V M

De laréduite de Hermite non singuliere ala réduction de Hermite
générae
Certains algorithmes de calcul des réduites de Hermite ne fonctionnent bien que dans le cas d'une

matrice carrée non singuliére. Dans ce paragraphe, nous indiquons comment, a partir de ce cas, on
peut traiter le cas généra

Premier cas, matrice carrée non singuliére

Soit M' laréduite de Hermitede M , on cherche P, unimodulaire, tel que M'=M P.
Comme la solution est unique et automatiquement unimodulaire, elle se calcule par les algorithmes
d'agebre linéaire dans le corps des fractions F .

Deuxiéme cas, matrice de rang égal a son nombre de colonnes

Unetriangulation dans F delamatrice M donne les numéros des lignes des pivots. On extrait de
M lamatrice N correspondant a ces lignes. On cacule laréduction de Hermite N'=N P, on a
laréduction de Hermitede M enfaisant M'=M P.

Troisieme cas, matrice de rang égal a son nombre de lignes (cf. [KB])

Lamatrice M est unematricedetype sx r, derang s avec r>s.
Par triangulation dans F de la matrice, on détermine une permutation de colonnes qui permet de
ramener s colonnesindépendantes en premieére position.

Nous supposons désormais que la matrice est de ce type.
(det(Mp)* 0) My | M2

On considére dorslameatrice M5 non singuliére égalea:

-s
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Une réduite de Hermite de M5 est une matrice
T = M3 .P avec P unimodulaire

Alors T'= | T1 | 0| estuneréduite de Hermitede M puisque T'=M . P.

Cas géneéral

Supposons maintenant le rang de M strictementinférieur

R M
ar. 1
On commence, par unetriangulation dans F de la matrice Y
M (sanséchange de lignes) acalculer lesindices k; , ..., 2
k; deslignes des pivots. M 3
On décompose la matrice en blocs successifs de maniére a M=
séparer les lignes portant des pivots, des autres. Par
exemple, avec s=8,r=26, k; = 1, k=2, k3=4, M4
k,=5,ks=28,0nales5 blocs ci-contre. M
5
On conserve uniquement les blocs portant les pivots, et on
. . . oy M
obtient une matrice N qui rentre dans le troisiéme cas 1
examiné:
N = 3
5
Soit dors N.P = T une réduction de
Hermitede N . On décompose P en blocs
verticaux de maniere afaire apparaitre dans
le produit les blocs triangulaires M;.P; sur
ladiagonade: Fi P3
M 1 M 1P1 0
M 3 M3P1 M3P3




Quelques remarques sur le calcul des réductionsde Hermite et de Smith

Montrons alors que M.P= T est une
réduction de Hermite de M

Puisque P est unimodulaire, il suffit de
montrer que la matrice T” est de la forme
voulue, ce qui revient & dire que des blocs
telsque M,.P5 sont nuls.

S M,.P; néait pas nulle, comme
M;P5; = une matrice nulle, il y aurait une
combinaison linéaire qui annulerait les
colonnes de M; sans annuler celles de
M, . Cela revient a dire quil y a un
hyperplan qui contient les lignes de M
mais ne contient pas toutes les lignes de
M, , c.-&d. encore que la matrice obtenue
enmettant M, au dessus de M, aurait un
rang supérieur au rang de M, , mais ceci
contredit latriangulationde M dans F .

Des réductions de Hermite et de Smith non sinquliére alaréduction de

Smith générale

Nous supposons avoir un algorithme convenable (en temps polynomia par exemple) pour la
réduction de Hermite et un autre pour la réduction de Smith dans le cas des matrices carrées non
singulieres. Nous obtenons la réduction de Smith en enchainant deux réductions de Hermite et une
réduction de Smith non singuliére. (nous ne rappelonsici pas la définition bien connue de laréduc-

tion de Smith)

Soit en effet M une matrice rectangle ou carrée singuliere, et M.P =M’
Hermite. S M” est lamatrice extraitede M’ en ne conservant que les colonnes non nulles, il est
clair qu'il suffit de calculer une réduction de Smith de M”.

S M” est carrée donc non singuliere on sait par hypothese calculer cette réduction de Smith (cela

signifiait pour M que son rang était celui de son nombre de lignes).

Sinon, soit N lamatricetransposeede M” et soit N.Q =N’ une réduction de Hermite de N .

une réduction de

Soit enfin N” lamatrice extraitede N’ en ne gardant que les colonnes non nulles.

N='M" Q

N”

Cettefois-ci, N’ est non singuliere, et on sait calculer une réduction de Smith.
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L N” C = S

Ce qui donne laréduction de Smithde M :

— C 0 tQ M P

Notonsenfin que si lerang de M est égal & son nombre de colonnes, on fait le calcul ci dessus
avec latransposéede M ce qui évite la deuxieme réduction de Hermite,

Sdah LABHALLA Marrakech
Henri LOMBARDI Besangon
Roger MARLIN Nice
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