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Résumé
Nous appliquons une forme constructive de principes local-global en algebre commu-
tative pour décrypter, cachées dans des théoremes d’algebre abstraite, des constructions
de matrices inversibles dans des anneaux de polynomes. Ceci nous donne une nouvelle
preuve constructive de la conjecture de Serre (théoreme de Quillen-Suslin) et une preuve
constructive du théoreme de stabilité de Suslin.

Abstract

Wa apply a constructive form of local-global principles in commutative algebra in order
to decipher some constructions of invertible polynomial matrices hidden in theorems of
abstract algebra. This leads us to a new constructive proof of Serre’s conjecture (Quillen-
Suslin theorem). We get also a constructive proof of Suslin’s stability theorem.
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Introduction

Nous nous situons dans la philosophie développée dans les articles [4, 5, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23]. 1l s’agit de débusquer un contenu constructif caché dans des preuves abstraites de
théoremes concrets.

La méthode générale consiste a remplacer certains objets abstraits idéaux qui n’existent
qu’en vertu du principe du tiers exclu et de ’axiome du choix, par des spécifications incompletes
de ces mémes objets.

Dans cet article nous nous attaquons a la méthode abstraite qui utilise des principes du type
local-global. Un résultat est démontré vrai apres localisation en n’importe quel idéal premier.
On déduit ensuite qu’il est vrai globalement par un argument adéquat.

Notre but n’est en aucun cas de donner des algorithmes performants, mais de montrer qu’il
n’y a pas de miracle en mathématiques : si une preuve abstraite donne un résultat concret,
le calcul concret du résultat doit d’'une maniere ou d’'une autre étre caché dans la preuve
abstraite (sauf a croire en la réalité de I'Univers Cantorien censé officiellement justifier la preuve
abstraite).

Ou encore pour le dire autrement. Nos preuves explicites ont ceci de particulier qu’elles
sont obtenues par un simple décryptage des arguments contenus dans une preuve abstraite. Par
contre ces algorithmes sont a priori peu efficaces. Ils n’ont pas pour but de reposer la machine,
mais de reposer le concepteur d’algorithmes. Et surtout d’annoncer une bonne nouvelle : les
méthodes abstraites en algebre sont, en fait, constructives.

Nous pensons engager ainsi un début de réalisation du programme de Hilbert pour ce qui
concerne les méthodes de I'algebre abstraite.

Dans son esprit, notre méthode est a rapprocher de celle de Kreisel lorsqu’il “déroule”
(unwind) des preuves classiques pour en faire des preuves constructives “sans introduire de
nouvelles idées” (cf. la description du programme de Kreisel par Feferman dans [7]). Mais nous
utilisons des moyens purement algébriques, relativement élémentaires, tandis que Kreisel met
en oeuvre une artillerie métamathématique assez impressionnante (cf. [6]).

Dans la section 1 nous expliquons la machinerie de relecture constructive grace a laquelle
nous remplagons “la localisation en tous les idéaux premiers” par des localisations en des mo-
noides convenables, décrits explicitement en termes finis a partir d’une lecture attentive de la
preuve abstraite. En pratique les idéaux premiers “purement idéaux” qui interviennent dans
la preuve abstraite sont remplacés par certaines spécifications incompletes d’idéaux premiers,
qui suffisent a faire fonctionner la preuve, et qui la font fonctionner de maniere constructive.
Notre procédé de relecture automatique transforme la preuve du théoreme local en celle d’un
théoreme que nous appelons quasi-global.

Quant a la preuve que la version quasi-globale implique la version globale, elle est en général
déja dans la littérature classique, sous la forme d’un lemme de propagation (pas toujours énoncé
sous forme d’'un lemme séparé), qui est au coeur de la preuve du principe local-global concret
abstrait correspondant. Nous préférons quant a nous énoncer le lemme de propagation sous
forme d’un principe local-global concret, car cette terminologie nous parait plus parlante.

Dans les sections 2 et 3 nous donnons deux exemples de théoremes célebres pour lesquels nous
appliquons cette méthode. Le théoréme de Quillen-Suslin (conjecture de Serre) et le théoreme
de stabilité de Suslin. Dans les deux cas nous nous limitons au cas des corps (il y a des versions
plus générales que nous ne traitons pas ici).

Pour ces théoremes (dans le cas des corps) d’autres preuves constructives basées sur des
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idées différentes sont déja connues.

Tous les anneaux considérés sont commutatifs unitaires. Soit A un tel anneau. Un vecteur
f="f1, .., fn) de AL est dit unimodulaire lorsque 'idéal Z(fy,..., f,) contient 1. On dit
encore que les éléments fi,..., f, de A sont comazimaux. Nous notons Rad(A) le radical (de
Jacobson) de A, c.-a-d. I'ensemble des = tels que 1 + A C A* (le groupe des unités de A).
Nous notons M,,(A) 'anneau des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans A, SL, (A) le
groupe des matrices de déterminant 1, E,(A) le sous-groupe du précédent engendré par les
matrices élémentaires.

La section 2 décrypte une preuve “a la Quillen” du théoreme de Quillen-Suslin.
Rappelons le théoreme suivant dia & Horrocks (cf. [10]).

Théoreme de Horrocks local

Soit un entier n > 3, A un anneau local et f(X) = *(f1(X),..., fu(X)) un vecteur unimodu-
laire dans A[X]|"™', avec fi unitaire, alors il existe une matrice H(X) € E,(A[X]) telle que
H(X)f(X)="*1,0,...,0).

Ce théoreme possede une preuve constructive lorsque I'anneau local vérifie explicitement
I’axiome suivant :

“Yre A ze€ A" vV z€Rad(A)”,

(en mathématiques constructives, cet axiome signifie que 'anneau est local et que son corps
résiduel est discret, cf. [24]).

Nous rappelons cette preuve dans la section 2.1 (nous I’avons extraite d’une preuve un peu
moins explicite dans [14]). Nous nous intéressons ensuite & une version située a mi-chemin entre
la version locale et la version globale.

Théoreme de Horrocks quasi-global
Soit un entier n > 3, A un anneau et f(X) = *(fi(X),..., fu(X)) un vecteur unimodulaire

dans A[X]™, avec fi unitaire, alors il existe des éléments comazimaux ay,...,a; € A et pour
chaque i = 1,..., 0 une matrice H;(X) € E, (A[1/a;][X]) telle que H;(X)f(X) = *(1,0,...,0).

Nous montrons dans la section 2.1 que la preuve constructive du théoreme quasi-global
est cachée dans la preuve (constructive) du théoreme local. Nous appliquons pour ce faire la
machinerie décrite a la section 1.

Dans la section 2.2, nous établissons un principe local-global concret qui est la version
constructive d’un principe local-global abstrait de Quillen.

Dans la section 2.3, nous déduisons des résultats précédents la version globale du théoreme
de Horrocks puis la conjecture de Serre.

Théoreme de Horrocks global
Soit un entier n > 3, A un anneau intégre et f(X) = *(f1(X),..., [n(X)) un vecteur unimo-
dulaire dans A[X]|™, avec f, unitaire, alors il existe une matrice H € SL,(A[X]) telle que

H(X)f(X) = f(0).

La conjecture de Serre dont nous donnons ici une nouvelle preuve constructive, a été résolue
indépendamment par D. Quillen et A. Suslin en 1976 [26, 27]. L’exposé classique de leurs
travaux est le livre de Lam [13]. On peut également citer le livre de Kunz [12] et celui de
Gupta et Murthy [9]. D’autres solutions constructives, parfois relativement efficaces, ont été
proposées notamment dans [1, 2, 3, 8, 15, 16, 25]. Aucune cependant ne découle comme la notre
du décryptage automatique d’une preuve abstraite.
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Dans la section 3 nous examinons la preuve du théoreme de stabilité de Suslin dans le
cas des corps, telle qu’elle est donnée dans [9] en s’appuyant sur une méthode locale-globale.
Pareillement, nous la décryptons en une preuve constructive selon la méthode exposée dans
la section 1. Le seul véritable argument non constructif dans [9] est 'utilisation du lemme 3.6
page 46. Ce lemme est de nature locale mais il est ensuite utilisé dans un argument de type
local-global. C’est le lemme suivant, dans lequel (ch ) désigne le symbole de Mennicke.

Lemme 20 (local) Soit A un anneau local et f,g € A[X] avec f unitaire et af +bg = 1. Alors,

YRER

Autrement dit la matrice

f 9 0
b a 0
0O 0 1

est dans Eg(A[X]).

Notre machinerie de relecture automatique de la preuve locale donne le lemme quasi-global
suivant :

Lemme 21 (quasi-global) Soit A un anneau et f,g € A[X] avec f unitaire et af + bg = 1.
Alors, il existe des éléments comazimauz s; tels que dans chaque localisé A[1/s;] on ait I'égalité

des symboles de Mennicke suivante
()-()-
g 9(0)

Et cette version quasi-globale permet de remplacer I'utilisation abstraite du lemme local par
une construction explicite pour aboutir a la version constructive du théoreme global suivant,
qui est la clef du théoreme de stabilité de Suslin.

Théoréme 24 (version globale du lemme 20)
Soit A un anneau et f,g € A[X]| avec f unitaire et af + bg = 1. Alors on a ’égalité des

symboles de Mennicke suivante
(5) = G
g 9(0)

1 Le principe de la méthode

Nous donnons ici quelques explications sur le fonctionnement du décryptement constructif
des preuves classiques utilisant un principe local-global en algebre commutative.

1.1 Du local au quasi-global

L’argument de localisation classique fonctionne comme suit. Lorsque ’anneau est local une
certaine propriété P est vérifiée en vertu d’une preuve assez concrete. Lorsque I'anneau n’est
pas local, la méme propriété est encore vraie (d'un point de vue classique non constructif) car
il suffit de la vérifier localement.

Nous examinons avec un peu d’attention la premiere preuve. Nous voyons alors apparaitre
certains calculs qui sont faisables en vertu du principe suivant :
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Vre A z€ A* vV x € Rad(A),

Principe qui est appliqué a des éléments x provenant de la preuve elle-méme. Dans le cas
d’un anneau non nécessairement local, nous répétons la méme preuve, en remplacant chaque
disjonction “z est une unité ou x est dans le radical”, par la considération des deux anneaux
B. et B;.,B, ou B est la localisation “courante” de l’anneau A de départ, a I'endroit de la
preuve ou on se trouve. Lorsque la preuve initiale est ainsi déployée, on a construit a la fin un
certain nombre, fini parce que la preuve est finie, de localisés Ag,, pour lesquels la propriété est
vraie. En outre les ouverts de Zariski Ug, correspondants recouvrent Spec(A) et cela implique
que la propriété P est vraie avec A, cette fois-ci de maniere entierement explicite.

Notons que cette méthode consiste pour l'essentiel a mettre a plat les calculs qui sont
impliqués par la mise en oeuvre de la méthode de I’évaluation dynamique donnée dans [17].

Dans la suite, lorsqu’on parle d’'un monoide dans un anneau, on entend toujours une partie
contenant 1 et stable pour la multiplication. Un monoide S d’'un anneau A est dit saturé
lorsqu’on a I'implication

Vs,te A (ste S = s€8).

On note Ag le localisé S™'A de A en S. Si S est engendré par s € A, on note A, ou A[l/s]
le localisé, qui est isomorphe a A[T]/(sT — 1). Si on sature un monoide, on ne change pas la
localisation. Deux monoides sont dits équivalents s’ils ont méme saturé.

Définition 1

(1) Des monoides S, ...,S, de l'anneau A sont dits comaximaux si un idéal de A qui coupe
chacun des S; contient toujours 1, autrement dit si on a :

Vs, €8, -+ Vs, €8, Jai,...,a, €A Zaisizl.
=1

(2) On dit que les monoides S, .. ., S, de 'anneau A recouvrent le monoide S si S est contenu
dans les S; et si un idéal de A qui coupe chacun des S; coupe toujours S, autrement dit
Si 0N a :

Vs1 €51 -+ Vs, €5, Jday,...,a, € A Zaisies.

i=1

En algebre classique (avec I'axiome de l'idéal premier) cela revient a dire dans le premier
cas que les ouverts de Zariski Ug, recouvrent Spec(A) et dans le deuxieme cas que les ouverts
de Zariski Ug, recouvrent l'ouvert Ug. Du point de vue constructif, Spec(A) est un espace
topologique connu via ses ouverts Ug mais dont les points sont souvent difficilement accessibles.

Un recouvrement de recouvrements est un recouvrement (calculs immédiats) :
Lemme 2 (associativité et transitivité des recouvrements)

(1) (associativité) Si les monoides Sy, ...,S, de lanneau A recouvrent le monoide S et si
chaque Sy est recouvert par des monoides Sp1, ..., S m,, alors les Sy ; recouvrent S.

(2) (transitivité) Soit S un monoide de l’anneau A et Sy, ..., S, des monoides comaximauz
de Uanneau Ag. Pour ¢ = 1,...,n soit V; le monoide de A formé par les numérateurs
des éléments de Sy. Alors les monoides Vi, ..., V, recouvrent S
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Définition et notation 3 Soient I et U deuz parties de A. Nous noterons M(U) le monoide
engendré par U, Ta(I) ou I(I) lidéal engendré par I et S(I;U) le monoide M(U) + Z(I).
Si I ={ay,...,ar} et U = {uq,...,up}, on note respectivement M(U), Z(I) et S(I;U) par
M(uy, ... up), Z(ay, ... ax) et S(ay, ..., ag; U, ..., up).

I1 est clair que si u est égal au produit us ---up, les monoides S(ay, ..., ax;uy, ..., up) et
S(ay, ..., ag;u) sont équivalents.

Notez que lorsqu’on localise en S = S(I;U), les éléments de U deviennent inversibles et
ceux de [ se retrouvent dans le radical de Ag.

Notre sentiment est que la “bonne catégorie” serait celle dont les objets sont les couples
(A, ) ou A est un anneau commutatif et I un idéal contenu dans le radical de A, et les fleches
de (A, I) vers (A’,I') sont les homomorphismes f : A — A’ tels que f(I) C I’. On retrouve
les anneaux usuels en prenant I = 0 et les anneaux locaux (avec la notion de morphisme local)
en prenant / égal a I'idéal maximal. Pour “localiser” un objet (A, ) dans cette catégorie, on
utilise un monoide U et un idéal J de maniere & former le nouvel objet (As(s.vy, J1As(n:0)),
ouJ; =1+J.

Le lemme fondamental suivant récupere la mise constructivement lorsqu’on relit avec un
anneau arbitraire une preuve donnée dans le cas d’un anneau local.

Lemme 4 Soit U et I des parties de l'anneau A et a € A, alors les monoides S(I;U, a) et
S(1,a;U) recouvrent le monoide S(I;U).

Preuve Pour x € S(I;U,a) et y € S(I,a;U) on doit trouver une combinaison linéaire z;x +
v1y € S(I;U) (z1,y1 € A). On écrit = uya® + j1, y = (uz + j2) — (az) avec uy,uy € M(U),
J1,j2 € Z(I), z € A. L’identité classique ¢* —d* = (¢ —d) x --- donne un y» € A tel que
Yoy = (ug+72)% — (a2)* = (u5 +j3) — (az)* et on écrit 25z +uyyoy = ugub +uyjs+ 5125 = ug+jas.
O

On en déduit le principe général de décryptage suivant, qui permet d’obtenir automatique-
ment une version quasi-globale d’un théoreme a partir de sa version locale.

Principe général 5 Lorsqu’on relit une preuve explicite, donnée pour le cas ou l'anneau A
est local, avec un anneau A arbitraire, que l'on considere au départ comme A = Ag.1) et qu’a
chaque disjonction (pour un élément a qui se présente au cours du calcul dans le cas local)

a €A V a € Rad(A),

on remplace l'anneav “en cours” As,uy par les deur anneaus As(r,u,qa) et Asqv) (dans chacun
desquels le calcul peut se poursuivre), on obtient a la fin de la relecture, une famille finie
d’anneauzr Ag v, avec les monoides S(I;;U;) comazimauz et I;, U; finis.

On notera que si b = a/(u + i) avec u € M(U) et i € I(I) et si la disjonction porte sur
“be A* v bec Rad(A)”, alors il faut considérer les localisés Ag(1u,0) €t As(r,0;0)-

Les exemples suivants sont fréquents et résultent immédiatement des lemmes 2 et 4, sauf le
premier qui se fait par un petit calcul simple.

Exemples 6 Soit A un anneau, U et I des parties de A, S = S(I;U).

(1) Soient sy, ...,s, € A des éléments comaximaux (c’est-a-dire tels que Z(sy,...,s,) = A).
Alors les monoides S; = M(s;) sont comaximaux.
Plus généralement, si tq,...,t, € A sont des éléments comaximaux dans Ag, les monoides

S(I; U, t;) recouvrent le monoide S.
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(2) Soient sq,...,8, € A. Les monoides S; = §(0;s1), So = S(s1;52), S3 = S(s1,82;53), - -+,
S =8(81,.-,80-1;8n) €t Spp1 = S(s1,...,8,; 1) sont comaximaux.
Plus généralement, les monoides Vi = S([;U,s1), Vo = S(I,s1;U,89), V3 =
S(1,s1,80,U,83), ..., Vo, = S, s1,...,8,-1;U,8,) et Vouy = S(I,51,...,5,;U) recou-

vrent le monoide S.

(3) Si S,51,...,8, C A sont des monoides comaximaux et si b = a/(u + i) € Ag alors
S(I;U,a),8(I,a;U),Sy,...,S, € A sont comaximaux.

1.2 Du quasi-global au global

Différentes variantes du principe local-global abstrait en algebre commutative ont leur con-
trepartie concrete dans laquelle la localisation en tout idéal premier est remplacée par la local-
isation en une famille finie de monoides comaximaux.

Autrement dit, dans ces versions “concretes” on affirme que certaines propriétés passent du
quasi-global au global.

Citons par exemple les résultats suivants, qui sont souvent utiles pour terminer notre travail
de relecture constructive.

Principe local-global concret 7 Soient Sy,...,S, des monoides comazimaux de A et soit
a,b € A. Alors on a les équivalences suivantes :

(1) Recollement concret des égalités :
a=0b dans A = Vie{l,...,n} a/1=5b/1 dans Ag,
(2) Recollement concret des non diviseurs de zéro :

a est non diviseur de zéro dans A =
Vie{l,...,n} a/l est non diviseur de zéro dans Asg,

(3) Recollement concret des inversibles :
a est inversible dans A <=
Vie{l,...,n} a/1 est inversible dans Asg,

(4) Recollement concret des solutions de systemes linéaires : soit B une matrice € A™*P et

C' un vecteur colonne € A™*1,

Le systéme linéaire BX = C admet une solution dans AP*! <=
Vie {l,...,n} le systéme linéaire BX = C admet une solution dans Agjl

(5) Recollement concret de facteurs directs : soit M un sous module de type fini d’un module

de présentation finie N.

M est facteur direct dans N <=
Vie{l,...,n} Mg, est facteur direct dans Ng,

Principe local-global concret 8 (recollement concret de propriétés de finitude pour les
modules) Soient Si,...S, des monoides comazximauzr de A et soit M un A-module. Alors
on a les équivalences suivantes :

(1) M est de type fini si et seulement si chacun des Mg, est un Ag,-module de type fini.

(2) M est de présentation finie si et seulement si chacun des Mg, est un Ag,-module de
présentation finie.

(3) M est plat si et seulement si chacun des Mg, est un Ag,-module plat.
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(4) M est projectif de type fini si et seulement si chacun des Mg, est un Ag,-module projectif
de type fini.

(5) M est projectif de rang k si et seulement si chacun des Mg, est un Ag,-module projectif
de rang k.

(6) M est cohérent si et seulement si chacun des Mg, est un Ag,-module cohérent.

(7) M est noethérien si et seulement si chacun des Mg, est un Ag,-module noethérien.

On trouve rarement ces principes énoncés sous cette forme dans la littérature classique
usuelle. Citons cependant le petit livre d’algebre commutative de Knight [11] : le lemme 3.2.3
signale que ’anneau produit Hle AJl/s;] est une extension fidelement plate de A lorsque les
s; sont comaximaux. Un certain nombre de propriétés des extensions fidelement plates sont par
ailleurs démontrées. Mis ensemble ces résultats couvrent a peu pres les principes local-global
concrets 7 et 8.

Dans le style de Quillen, on voit en général énoncé le principe correspondant sous la forme
abstraite (on localise en tous les idéaux premiers). Mais la preuve fait souvent intervenir un
lemme crucial qui a exactement la signification du principe local-global concret correspondant.
Par exemple on pourrait énoncer le principe local-global concret 8 sous la forme suivante “a la
Quillen”.

Lemme 9 (lemme de propagation pour certaines propriétés de finitude pour les modules)
Soit M un A-module. Les parties I, suivantes de A sont des idéauz.

(1) L ={se€A : M est un As-module de type fini }.

(2) Iy ={s €A : M est un As-module de présentation finie }.
(3) Is={se€ A : M est un As-module plat }.

(4) Iy ={se€ A : M est un As-module projectif de type fini }.
(5) Iy ={se€ A : M est un As-module projectif de rang k }.
(6) Is ={se€ A : M est un As-module cohérent }.

(7) I ={se€ A : M est un As-module noethérien }.

Remarque 10 De maniere générale soit une propriété P qui reste vraie apres localisation en
un monoide. Alors la version principe local-global concret pour des éléments comazrimaux :

— pour tout anneau A, si P est vraie apres localisation en des éléments comaximaux de A,
alors elle est vraie dans A,

et la version lemme de propagation :
— Pensemble Ip = { s € A : P est vraie dans A; }, est un idéal de A,

sont équivalentes. D’une part la version lemme de propagation implique clairement la premiere.
Dans l'autre sens, si s,s" € Ip et t = s+ s’ alors s/1 et s'/1 sont des éléments comaximaux
de A, et P est vraie dans (A;)s ~ (Ag) ~ Ay et (Ay)y ~ (Ay); ~ Ay, donc par le principe
local-global concret vraie dans A;.

Notons aussi qu’en général on a pour tout monoide S I'implication suivante

— P vraie dans Ag = P vraie dans A, pour un s € S,

ce qui donne I’équivalence du principe local-global concret pour les éléments comaxrimaux et
du principe local-global concret pour les monoides comazrimauz. Ceci nous est en général indis-
pensable car notre systeme de relecture (principe général 5) produit naturellement une version
quasi-globale avec des monoides comaximaux plutot qu’avec des éléments comaximaux.
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2 Théoremes de Horrocks, versions constructives

2.1 Preuves constructives du théoreme local et du théoreme quasi-
global

Si G est un sous-groupe de GL,(A) et A, B € A™! nous noterons A 2B pour dH €
G, HA = B. Il est clair qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

Nous sommes intéressés par la possibilité de trouver dans la classe d’équivalence d’un vecteur
défini sur A[X] un vecteur défini sur A, en un sens convenable. La remarque banale suivante
nous sera utile.

Remarque 11 Soit f(X) € A[X]"*!. Alors on a :

SLn (A[X]) n SLn(A[X])
f(X) ~ 7 f(0) <= dgecA™! f(X) ~ g

En effet si f(X) = H(X)g avec H(X) € SL,(A[X]), alors f(0) = H(0)g.
Nous utiliserons aussi le lemme suivant :

Lemme 12 Soit A un anneau et f(X) = *(f1(X),..., fu(X)) un vecteur unimodulaire dans
A[X]|™ L, avec fi unitaire de degré d et f, ..., f, de degrés < d. Notons f;; le coefficient de
X7 dans f;. Alors lidéal engendré par les fi; pouri=2,...,n contient 1.

Preuve du lemme Soit [ cet idéal. On a : 1 = wuyf; modulo I. Soit m le degré de u; on a
U1,m = 0 modulo I puisque f; est unitaire. De proche en proche, on montre en descendant que

tous les coefficients u; ; de u; sont dans I. Supposons qu’on 'ait déja montré pour j+1,...,m.
Exprimons le coefficient de degré j 4 d dans u, f1. On trouve 0 = uy j + uy j+1f1,4-1 + - - ce qui
donne 0 = u; ; modulo /. Donc finalement 1 = u, f; = 0 modulo I. O

Théoréme de Horrocks local
Soit un entier n > 3, A un anneau local et f(X) = *(f1(X),..., fu(X)) un vecteur unimodu-
laire dans A[X|™, avec fi unitaire. Alors

fi 1
¢ | En(Alx]) | O
fX) = =~ .
Jn 0
Preuve Soit d le degré de f;. Par manipulations élémentaires de lignes, on ramene fo, ..., f,

a étre de degrés < d. Notons f;; le coefficient de X7 dans f;. Le vecteur *(f1(X),..., fn(X))
reste unimodulaire. Si d = 0 c’est terminé. Sinon vu le lemme 12 et puisque I’anneau est local,
I'un des f; ; pour ¢ = 2,...,n est une unité. Supposons par exemple que fs est inversible. On
va voir que 'on peut trouver deux polynomes v; et vy tels que le polynome go = vy f1 + vaofo
soit unitaire de degré d — 1. Si k = d — 1 cela marche avec v; = 0 et vy constant. Si k < d —1
considérons la disjonction suivante

f27d_1 e A* vV fz,d_l S Rad(A).
Dans le premier cas, on est ramené a k = d — 1. Dans le deuxieme cas le polynome ¢y =

X fa — fa,a-1f1 est de degré < d — 1 et vérifie : go 41 est une unité. On a donc gagné un cran.
I1 suffit donc d’itérer le processus.
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Nous avons donc maintenant gy = vy f1 + vo fo de degré d — 1 et unitaire. On peut donc diviser
f3 par go et on obtient g3 = f3 — goq de degré < d —1 (¢ € A), donc le polynome

hi=g+g=[fs+g0(l-q=Ff+0-qufi+(l-qvafo

est unitaire de degré d — 1. Ainsi par une manipulation élémentaire de lignes on a pu remplacer
Y(f1, f2, f3) par “(f1, fa, h1) avec hy unitaire de degré d — 1.

Nous pouvons donc par une suite de transformations élémentaires de lignes ramener
YA(X),. .., fu(X)) avec fi unitaire de degré d & “(hy(X),...,h,(X)) avec h; unitaire de
degré d — 1. a

Le lemme suivant est immeédiat.

Lemme 13 Soit A un anneau, S un monoide dans A. Soit une matrice H(X) € E,(Ag[X]),
alors il existe s € S tel que H(X) € E,(A[1/s][X]).

Théoreme de Horrocks quasi-global

Soit un entier n > 3, A un anneau et f(X) = *(f1(X),..., [u(X)) un vecteur unimodulaire
dans A[X]"1 avec fi unitaire. Alors il existe des éléments comazimaux ay, ..., ap tels que
fi 1
© | En(Al/adlx]) | O
fX) = =~ :

;. 0

Autrement dit pour chaque i = 1, ..., ¢ il existe une matrice H;(X) € E,(A[1/a;][X]) telle
que H;(X)f(X) = *(1,0,...,0).
Preuve En relisant la preuve du théoreme local comme on I’a indiqué dans la section 1.1, on
voit que, pour faire descendre le degré de d a d — 1 il faut, apres avoir rendu les degrés de
f2, ..., [ strictement inférieurs a d par division euclidienne, rendre inversible I'un des f; ; pour
i =2,...,n. Et on sait que les f; ; sont comaximaux d’apres le lemme 12. Ensuite, on utilise
plusieurs fois (au plus d — 1 fois) une disjonction du type

fra-1 € AV fo41 € Rad(A),

(dans le cas inversible le calcul se termine sans nouvelle disjonction). Notre relecture de la
preuve, pour faire descendre le degré de d a d — 1 crée donc des localisés Ag, (avec les S
comaximaux) dont le nombre est majoré par d(n — 1)(d — 1).
La mise a plat complete de la preuve crée en définitive des localisés (avec des monoides coma-
ximaux) dont le nombre est majoré par

dd—1D(n—1)x--x6(n—1)x2n—-1)x (n—1) < (d)? x (n—1)* < (nd*)*.

Pour chacun des localisés A; on a une matrice H;(X) € E,(A;[X]) telle que H;(X)f(X) =
(1,0,...,0). On termine en appliquant le lemme 13. a
Remarque 14 Ce calcul peut étre fait dans la situation générique ou l'entier n ainsi que les
degrés des f; et les degrés des u; sont fixés dans ’égalité polynomiale

En outre on prend tous les coefficients comme des indéterminées, soumises aux seules relations
données par 'égalité (x).
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2.2 Un principe local-global concret

Les calculs dans cette section n’ont rien de bien original, mais leur agencement et l'in-
terprétation que nous leur donnons en termes de principe local-global concret nous semblent
particulierement éclairants.

Lemme 15 Soit A un anneau intégre, b € A et H(X) € SL,(A[1/b][X]). Alors pour una € A
égal a une certaine puissance de b on a H(X +aY)H(X)™! € SL,(A[X,Y]).

De maniére équivalente : si S est un monoide de A et H(X) € SL,(As[X]), alors pour un
seSonaHX+sY)H(X)!' eSL,(A[X,Y]).

Preuve Soit L(X) = s1H(X) € M,,(A[X]) avec s; € S et
s = s =det(L(X)) = det(L(X +Y)).
Soit M (X) la matrice cotransposée de L(X). On considere la matrice
BX,Y)=HX +Y)H(X) " = L(X + V)L(X)™ = s 'L(X + V)M (X) = s 'B,(X,Y).

On a B(X,Y) € A[X,Y], Bi(X,0) = sl, et donc By(X,Y) = sl, + YO (X,Y)) avec
Ci(X,Y) € A[X,Y]. Donc By(X,sY) = s(I, + YOL(X,sY) et H(X + sY)H(X)™! =
sTIB1(X,sY) =1, + YO, (X, sY) € A[X,Y]. 0
Corollaire 16 Soit A un anneau intégre, S un monoide de A et f(X) € A[X]|™L. Alors

(X
Ln(A[X,Y])
(X) F0) = 3ses fx+sy) = px)

Preuve Si f(X) = H(X)f(0) avec H(X) € SL,(Ag[X]) alors f(X + sY) = H(X + sY)f(0)
et H(X +sY)H(X) ' f(X) = f(X + sY). I suffit donc de prendre s comme dans le lemme 15.
O

Lemme 17 Soit f(X) € A[X]"*!, soit

SLn (As[X])

—

I

{a €A f(X+ay) &Y f(X)}.

Alors I est un idéal de A.

Preuve Si f(X +aY) =P, (X,Y)f(X) et f(X+0Y)=F(X,Y)f(X) alors,

f(X+(a+b)Y) = f((X+aY)+bY) = P(X+aY,Y)f(X+aY) = B(X+aY,Y)P,(X,Y) f(X)
et f(X 4+ acY) = P,(X,cY)f(X). O

Le corollaire 16 et le lemme 17 mis ensemble peuvent étre énoncés sous forme d’un principe
local-global concret :

Principe local-global concret 18 Soient A un anneau integre, Sy, ..., Sk des monoides co-
mazimauz et f(X) € A[X]™ L. Alors

SLn (A[X]) SLy As (X

FX) TR F(0) = /\f ~" 0 f(0).

Preuve En appliquant les résultats précédents on obtient

SLn (A[X,Y])

fX+Y) = f(X)
cest-a-dire f(X +Y) = Q(X,Y)f(X) avec Q(X,Y) € SL,(A[X,Y]) et donc aussi, en faisant
X =0, f(Y) =Q(0,Y)f(0). O
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2.3 Preuve du théoreme global et de la conjecture de Serre

Le principe local-global concret 18 permet de transformer le théoreme de Horrocks quasi-
global en sa version globale, de maniere constructive.

Théoreme de Horrocks global
Soit un entier n > 3, A un anneau intégre et f(X) = *(f1(X),..., fu(X)) un vecteur unimo-
dulaire dans A[X]™, avec f, unitaire, alors il existe une matrice H € SL,(A[X]) telle que

H(X)f(X) = f(0).

Preuve Vue la remarque 11 on applique le théoreme quasi-global puis le principe local-global
concret 18. O

Remarque 19 Si 'anneau générique décrit dans la remarque 14 est intégre (ce qui semble
probable), le calcul peut étre fait une fois pour toutes (dans cet anneau) et se spécialise ensuite
dans n’importe quel anneau, integre ou non, ce qui permet d’enlever I’hypothese d’intégrité
dans le théoreme global.

Théoreme de Quillen-Suslin
Soit K un corps, A = K[Xy,..., X,] et dans A™' un vecteur unimodulaire

f = t(fl(Xlu s o 7X7')7 ey fn(Xl, e 7XT));
alors il existe une matrice H € SL,,(A) telle que Hf = *(1,0,...,0).

Preuve Si n = 1 ou 2, le résultat est immédiat. Si n > 2 et r = 1 le résultat provient du
fait que A est un anneau principal. Il est donné explicitement par une réduction de Smith de
la matrice colonne f. Pour » > 2 on raisonne par induction sur r. En appliquant le théoreme
de Horrocks global a 'anneau B = K[X},..., X,_1] on a gagné si I'un des f; est un polynome
unitaire en X,.. Si le corps a suffisamment d’éléments, on obtient cela par un changement linéaire
de variable. Sinon, on fait un changement de variable a la Nagata : ¥, = X, et pour 1 < j <,
Y; = X; + X¥ avec un entier d suffisamment grand. O

Solution de la conjecture de Serre (Quillen-Suslin)
Soit K un corps, A = K[Xy,...,X,| et M un A-module projectif de type fini stablement libre,
alors M est libre.

Preuve On a par hypothese un isomorphisme
o: AFe M — AYE

pour deux entiers k et . Si k = 0 il n'y a rien a faire. Supposons k£ > 0. Le vecteur
f = ¢((ex1,0ar)) (ot e est le premier vecteur de la base canonique de A¥) est unimodu-
laire : considérer la forme linéaire A sur A% qui & un vecteur y fait correspondre la premiere
coordonnée de o 1(y). On a A(y1, ..., Yrse) = urys + -+ + UpeYnre et A(f) = 1.

Considérons f comme un vecteur colonne. En composant ¢ avec 'isomorphisme donné dans le
théoreme de Quillen-Suslin on obtient un isomorphisme ¢ qui envoie (ey1,0p) sur exieq. En
passant au quotient par A(eg1,05) et Aejip; on obtient un isomorphisme

9 - Ak—l @M _ Af—i-k—l‘
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3 Une preuve constructive d’un théoreme de stabilité de
Suslin

Dans cette section, nous examinons la preuve du théoreme de stabilité de Suslin dans le cas
des corps, telle qu’elle est donnée dans [9] en s’appuyant sur une méthode locale-globale. Nous
la décryptons en une preuve constructive selon la méthode exposée dans la section 1.

3.1 Un théoreme local et sa version quasi-globale

Le seul véritable argument non constructif dans [9] est [’utilisation du lemme II 3.6 page 46.
Ce lemme est de nature locale mais il est ensuite utilisé dans un argument de type local-global.
C’est le lemme suivant, dans lequel (g ) désigne le symbole de Mennicke.

Lemme 20 (local)
Soit A un anneau local et f,g € A[X] avec [ unitaire et af +bg = 1. Alors on a :

(-
Preuve (ct. [9])

Notons pour commencer qu’on peut diviser b par f et qu’on obtient alors une égalité a, f+b,g =
1 avec deg(by) < deg(f) et donc, puisque f est unitaire, deg(a;) < deg(g). Nous supposerons
donc sans perte de généralité que deg(b) < deg(f) et deg(a) < deg(g).

Rappelons que E,(A) est un sous-groupe distingué de SL,,(A) si n > 3, et que le symbole de
Mennicke (_f; ) représente la classe d’équivalence de la matrice

f
B=|-b

0
0
0 1

o 2

dans le groupe quotient SLL3/E;3 (la classe d’équivalence ne dépend pas du choix de a et b), et
qu’on a les propriétés suivantes (cf. Proposition IT 3.5 page 44 dans [9]) :

u 1 aa’ a\ [d a b a + bd a
= =1 A~ = = = :
(o) = () = rvereen ()= G) G) ()= () (57) =)
Soit 7 le reste de la division euclidienne de g par f. Alors (g ) = (’; ) En particulier si deg(f) =0
on a terminé. Sinon on peut supposer deg(g) < deg(f) et on raisonne par induction sur deg(f).

Puisque A est local, g(0) est inversible ou dans le radical M de A.
Supposons tout d’abord ¢(0) inversible. Alors

(g) _ (f - 9(0;‘1f(0)g)

si bien que nous pouvons supposer f(0) =0 et f = X f;. Alors

()= )06) = (o)) =6)
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et la preuve est terminée par induction puisque f; est unitaire.
Supposons maintenant que ¢(0) est dans M. On note que a(0)f(0) + 6(0)g(0) = 1, donc
a(0)f(0) € 1 + M C A* et donc a(0) € A*. Or

_b a 0 = —b a 0 HlOd E3(A[X])a
0O 0 1 0 0 1

donc
()G
g g+a
avec f — b unitaire de méme degré que f, deg(g+ a) < deg(f) et (¢+a)(0) € A* + M = A*.
On est donc ramené au cas précédent. La preuve est complete. a

Notre machinerie de relecture automatique de la preuve locale donne le lemme quasi-global
suivant (qui ne se trouve pas dans [9]), par application directe du principe général 5 :

Lemme 21 (quasi-global)
Soit A un anneau et f,g € A[X]| avec f unitaire et af +bg = 1. Alors, il existe dans A des
éléments comazimaux s; tels que dans chaque localisé A[1/s;] on ait I'égalité des symboles de

Mennicke suivante f 1(0)
(5)= (o) =1

3.2 Un principe local-global concret et la preuve constructive d’un
théoreme global

Maintenant nous rappelons le lemme I 5.9 page 26 dans [9].
Lemme 22 Soitn > 3 et A € SL,(A[X]) avec A(0) =1,,. Soit

I={secA|AcE,(A[l/s][X])}.

Alors I est un idéal de A.

La belle preuve constructive de ce beau lemme (dont seule la version abstraite est qualifiée
de théoreme) occupe les pages 22 a 26 de [9].

Ce lemme aurait pu étre reformulé sous la forme du principe local-global concret suivant,
qui est d’ailleurs a tres peu pres le lemme I 5.8 de [9] :

Principe local-global concret 23 Soient n > 3, A un anneau, Si,...,S, des monoides co-
mazimauz et A € SL, (A[X]) avec A(0) =1,. Alors

A€E,(AlX])) < N AcE,(As[X])

Le principe local-global concret 23 et le lemme 21 donnent alors le théoreme global suivant
(corollaire II 3.8 de [9]).

Théoreme 24 (version globale du lemme 20)
Soient n > 3, A un anneau et f,g € A[X]| avec f unitaire et af +bg = 1. Alors on a l’égalité

des symboles de Mennicke suivante
()-(2)
g 9(0)
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Preuve Soit B la matrice donnée au début de la preuve du lemme 20. L’égalité (g ) = (g Eg)))
signifie : A = BB(0)™' € E3(A[X]). On a évidemment A(0) = I3. Le principe local-global
concret 23 nous dit qu’il suffit de vérifier I'assertion dans des anneaux localisés A, pour une

famille s; d’éléments comaximaux. Et le lemme 21 nous construit cette famille. O

Enfin la preuve que ce corollaire implique le théoreme de stabilité de Suslin est simple et
constructive, telle que donnée dans [9].

Théoréme de stabilité de Suslin (cas des corps)
Si K est un corps et n > 3, SL, (K[X7, ..., Xk]) = E,(K[Xq,..., Xk]).

Remarque 25 Du point de vue constructif, pour faire tourner les algorithmes correspon-
dants au théoreme précédent et au théoreme de Quillen-Suslin, nous devons supposer que les
opérations du corps et le test d’égalité sont explicites, c¢’est-a-dire dans le langage de ’algebre
constructive ([24]), que le corps est un corps discret. En fait le test d’égalité a 0 est nécessaire
pour pouvoir faire les changements de variables en vue de rendre des polynomes unitaires. Enfin
il reste un travail intéressant a faire pour rendre constructives des versions plus générales de
ces théoremes. Notamment les versions qui utilisent comme anneau de base, non plus un corps,
mais un anneau noethérien de dimension de Krull fixée.

Une preuve de nature différente pour le dernier théoreme, utilisant 1’artillerie des bases de
Grobner et basée sur la connaissance des vrais idéaux maximaux de K[ X7, ..., X,,| a été donnée
par Park et Woodburn dans [25].

Une preuve basée sur les mémes idées que les notres, mais s’appliquant dans un cadre
beaucoup plus général (anneaux noethériens de dimension de Krull majorée) nous a été signalée
par I. Yengui (cf. [28]).
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