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Préface

Ce livre témoigne de notre profonde admiration pour l’ouvrage
[FFR, Northcott, Finite Free Resolutions. 1976], qui a permis de
fonder la théorie des Résolutions libres finies sur des bases saines,
débarrassées d’hypothèses de noethérianité. Ces hypothèses consti-
tuent un obstacle rédhibitoire pour un traitement véritablement
explicite des principaux résultats. La noethérianité a pu être ren-
due inutile par Northcott grâce à la définition de la profondeur
proposée par Hochster. Cette définition est basée sur l’idée fon-
damentale que les bons concepts en algèbre commutative doivent
être invariants par extension fidèlement plate.
Nous appuyant sur les progrès récents de l’algèbre constructive,
et grâce à la collaboration active de Claude Quitté, nous pou-
vons désormais offrir une version complètement constructive de la
théorie.
Nous démontrons en particulier les versions constructives des théo-
rèmes cruciaux de Vasconcelos, d’Auslander-Buchsbaum-Hoshter
et de Buchsbaum-Eisenbud, ce qui était un objectif essentiel de
notre livre.

Remerciements
Nous remercions Claude Quitté sans la collaboration active du-
quel l’ouvrage présent n’aurait jamais pu paraitre. Nous tenons
également à remercier les éditions Calvage & Mounet pour le soin
particulier qu’elles mettent à la vérification du texte, sa lisibilité
et sa mise en page.

Thierry Coquand, Henri Lombardi
10 octobre 2023
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Avant-propos
Quant à moi, je proposerais de s’en tenir aux règles

suivantes :
1. Ne jamais envisager que des objets susceptibles

d’être définis en un nombre fini de mots ;
2. Ne jamais perdre de vue que toute proposition

sur l’infini doit être la traduction, l’énoncé
abrégé de propositions sur le fini ;

3. Éviter les classifications et les définitions
non-prédicatives.

Henri Poincaré,
dans La logique de l’infini

(Revue de Métaphysique et de Morale, 1909).
Réédité dans Dernières pensées, Flammarion.

Le cadre historique naturel de la géométrie
algébrique est celui des polynômes.

Le développement de l’Algèbre moderne,
commencé il y a près d’un siècle,

a renvoyé les anneaux de polynômes
au statut de cas particulier

et les méthodes propres aux polynômes,
comme la Théorie de l’élimination,

au conservatoire.
Mais 〈〈 les objets sont têtus 〉〉 et les méthodes explicites

ne cessent de ressurgir.
Un calcul est toujours plus général que

le cadre théorique dans lequel on
l’enferme à une période donnée.

Michel Demazure
dans Résultant, discriminant.

L’Enseignement Mathématique (2) 58 (2012), 333-373.

Cet ouvrage puise sa source dans le livre [FFR, Northcott, Finite
Free Resolutions. 1976] et dans les articles [21, Constructive finite
free resolutions. Manuscripta Math. 2012] et [22, An elementary
proof of Wiebe’s theorem. J. Algebra. 2018].
Il est écrit dans le style des mathématiques constructives à la Bishop
([FCA, Foundations of constructive analysis. 1967]), dans la conti-
nuation des ouvrages [CCA, A course in constructive algebra. 1988]
et [ACMC, Algèbre commutative. Méthodes constructives. 2021]

– xi –
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Une version anglaise préliminaire de [ACMC] est [CACM, Construc-
tive Algebra. Constructive Methods. 2015]. Elle est disponible avec
quelques corrections en [CACM].

Rendre justice à Northcott
En écrivant son livre sur les résolutions libres finies et la théorie
de la profondeur, Northcott poursuivait plusieurs buts bien précis.
Le premier est de libérer la théorie de toute référence à la noethé-
rianité. Le deuxième est de se libérer d’outils trop sophistiqués
de l’algèbre homologique, notamment en adoptant la définition
de Hochster [36] pour la profondeur d’un module relativement à
un idéal de type fini. Le troisième est de donner un traitement
aussi élémentaire que possible des énoncés de la théorie (et nous
interpréterons le mot 〈〈élémentaire 〉〉 au sens de 〈〈algorithmique 〉〉).
Voir la préface du livre dont nous donnons la traduction plus loin.
De manière étrange ce livre, salué par la critique et régulièrement
cité dans les commentaires bibliographiques comme référence ul-
time pour la théorie, n’est jamais vraiment utilisé dans les manuels
d’algèbre commutative ou de géométrie algébrique.
L’exposé n’est pourtant pas plus compliqué que les exposés habi-
tuels, limités au cas noethérien, de ces mêmes théories. C’est ce que
démontre le livre de Northcott. Les rares raccourcis qu’offre l’usage
intensif de la noethérianité restreignent la portée des théorèmes
et surtout ils semblent interdire tout traitement algorithmique du
sujet. En effet, dans la version algorithmique de ces théorèmes, ce
n’est pas la noethérianité mais la cohérence qui est la propriété
décisive. Or, le fait qu’en mathématiques classiques un anneau
noethérien soit cohérent n’a aucun contenu algorithmique.
Notre ouvrage a pour but de réparer cet état des lieux en offrant un
traitement complètement constructif de la théorie de Northcott, et,
nous l’espérons, suffisamment clair et élégant. Quelquefois en effet,
Northcott ne réussit pas à se débarrasser de l’usage des idéaux
maximaux ou des idéaux premiers minimaux pour venir à bout
de certains résultats. En outre il utilise parfois des arguments
d’algèbre homologique déguisés. Enfin il ne dispose pas à l’époque
d’une définition constructive de la dimension de Krull.
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Aujourd’hui les progrès de l’algèbre constructive, en partie résumés
dans [CCA], [CACM], [PrfComp], [ECM], et [CCADGB] nous per-
mettent de surmonter tous les obstacles qui ont empêché Northcott
de remplir de manière complètement satisfaisante les buts qu’il
s’était fixés.
Toutes les définitions et tous les résultats du livre de Northcott
sont reformulés d’une manière constructive, et chaque résultat ou
définition constructive est équivalente en mathématiques classiques
au résultat ou à la définition classiques 1. La différence est que
les formulations sont plus précises et se prêtent à un traitement
purement algorithmique. Parfois, la reformulation constructive
améliore le résultat classique même du point de vue classique

Une préface instructive
Illustrons notre propos par la préface du livre de Northcott, traduite
en français.
« Ce livre (Cambridge Tract) est né des notes d’un séminaire donné par
J.A. Eagon alors qu’il visitait l’Université de Sheffield au cours de la
session 1972/73. Le but du séminaire était de rendre compte de quelques
découvertes récentes de D.A. Buchsbaum et D. Eisenbud concernant les
résolutions libres finies. Je me suis retrouvé fasciné par le sujet et Eagon
et moi avons eu de nombreuses discussions sur différents aspects du sujet.
En fin de compte, nous avons pu construire ce que nous considérions
comme un traitement simplifié de certaines parties de la théorie, et nos
idées sont ensuite apparues dans un article commun. J’ai continué à réflé-
chir à ces questions après qu’Eagon ait quitté Sheffield et, en 1973-1974
et 1974-1975, j’ai donné des séminaires couvrant un éventail plus large

1. De manière un peu générale, la définition classique implique (en mathé-
matiques classiques) sa reformulation constructive, et un résultat constructif
implique (en mathématiques classiques) le résultat classique qu’il généralise.
Cela correspond au point de vue de Fred Richman :

1. les mathématiques constructives sont les mathématiques (intuitives)
pratiquées avec la logique intuitionniste ;

2. les mathématiques constructives sont une généralisation des mathé-
matiques classiques ;

3. les mathématiques classiques sont la partie des mathématiques cons-
tructives où l’on ajoute comme hypothèses générales le principe du
tiers exclu et l’axiome du choix.

Voir aussi l’interview [47].
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de sujets, mais en utilisant toujours ce que je considère comme des
méthodes élémentaires. L’approche élémentaire reposait sur la convic-
tion que, pour les sections de la théorie que j’envisageais, les conditions
noethériennes n’étaient jamais vraiment nécessaires ; par conséquent, je
m’étais promis de montrer que, là où de telles considérations avaient été
utilisées auparavant, on pouvait trouver un moyen de s’en débarrasser.
Or, les parties de la théorie dans lesquelles les propriétés noethériennes
avaient joué à l’origine un rôle apparemment vital concernaient, dans
une large mesure, les applications du concept de grade ; et je connaissais
depuis un certain temps l’approche de M. Hochster d’une théorie des
grades dans laquelle il n’était pas nécessaire de se limiter aux modules
noethériens. Ainsi, le programme que je m’étais fixé reposait sur la pos-
sibilité d’adapter les idées de Hochster en vue de produire une théorie
simplifiée des notes du séminaire que l’on puisse appliquer à des modules
généraux sur un anneau commutatif arbitraire. En même temps, la
théorie devait être suffisamment riche pour les applications que j’avais
en tête.
Les résultats de la tentative de construction d’une théorie appropriée
des notes se trouvent au chapitre 5, et avec l’aide de ce qui s’y trouve,
le programme original a pu être réalisé. L’un des avantages qui en est
ressorti est que le développement des pages suivantes exige remarqua-
blement peu de prérequis. Tout ce qui est requis est une connaissance
des propriétés de base des modules et des applications linéaires, et, dans
quelques endroits, une facilité à travailler avec des produits tensoriels est
présupposée. Pour le reste, à l’exception des annexes, le compte-rendu
est tout à fait autonome. En particulier, j’ai résisté à toute tentation
d’utiliser la théorie des algèbres extérieures dans le texte principal car, à
ce niveau, elle n’est pas particulièrement utile et il y a certains endroits
clés où son utilisation semble présenter des inconvénients certains. Bien
entendu, il faut s’attendre à ce que, à mesure que la théorie se développe,
les considérations structurelles générales jouent un rôle plus important
et que les arguments pertinents ad hoc soient de plus en plus difficiles à
mettre au point.
J’ai essayé, aux endroits appropriés, d’indiquer comment le sujet des
résolutions libres finies s’est développé et de mentionner les noms de
ceux qui ont contribué à son développement.

Je voudrais ici remercier ceux qui sont venus à mes conférences et
qui m’ont encouragé par l’intérêt continu qu’ils y ont marqué. Je dois
ajouter un mot spécial de remerciement à P. Vamos, dont les vastes
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connaissances se sont révélées très utiles et dont les commentaires sur des
points particuliers ont conduit à de nombreuses améliorations ; et à D.W.
Sharpe pour ses discussions sur le rôle des notes dans la théorie des
équations linéaires, pour avoir attiré mon attention sur diverses erreurs
et pour sa relecture attentive des démonstrations. Je suis également très
redevable à C.J. Knight pour son aide invariable sur les questions liées
à la topologie. Mais je tiens avant tout à exprimer mon appréciation du
travail accompli par ma secrétaire, Mme E. Benson, qui, en produisant
l’intégralité de la dactylographie avec son talent et son bon jugement
caractéristiques, m’a encore une fois permis de transformer les notes
d’un séminaire en un livre. »

Sheffield, July 1975. D. G. NORTHCOTT

Au sujet de Sharpe, on peut citer l’article remarquable [51] conce-
rant la solution d’un système linéaire quand il admet au plus une
solution.

Un autre livre à paraitre
Dans la suite directe de notre livre, un livre de Claude Quitté
et Claire Tête va bientôt paraitre dans la collection Orizzonti de
Calvage & Mounet. Il traite d’une manière simplifiée l’essentiel de
la théorie du résultant multivarié qui a été développée de manière
magistrale par Jouanolou dans une suite d’articles de huit cent
pages environ.
Les auteurs adoptent un point de vue purement algébrique et
privilégient les énoncés explicites. La combinatoire monomiale,
les résolutions libres finies et leurs structures multiplicatives y
interviennent de manière primordiale. Le complexe de Koszul des
systèmes polynomiaux homogènes joue un rôle capital via ses
composantes homogènes de degré donné, tout particulièrement en
degré critique.

Le contenu de l’ouvrage
Voici maintenant une brève description du contenu de l’ouvrage
que vous tenez entre vos mains.
Le chapitre A consiste en un certain nombre de rappels du livre
[CACM] concernant la terminologie constructive et quelques résul-
tats de base qui seront utilisés dans la suite de l’ouvrage.
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Le chapitre B développe la théorie de la profondeur définie à la
Hochster. Dans ce chapitre, les suites régulières occupent une
place prépondérante, mais il s’avère qu’elles sont à considérer
éventuellement dans des extensions polynomiales de l’anneau de
base. Cela permet de se libérer du cadre classique dans lequel
les suites régulières ne sont réellement pertinentes que pour les
anneaux locaux noethériens. On y trouve un traitement élégant
du théorème de Wiebe ainsi que des précisions usuelles (cette
fois-ci démontrées constructivement) concernant les relations entre
la dimension de Krull et la profondeur. La section finale sur des
variantes du principe local-global met en évidence le rôle crucial
joué par la profondeur > 2 dans les problèmes d’algèbre linéaire.

Le chapitre C est consacré au cœur du sujet de l’ouvrage : les réso-
lutions libres finies et les résolutions projectives finies. On définit
la dimension projective finitaire (restricted projective dimension)
des modules localement résolubles. On introduit les idéaux carac-
téristiques d’un complexe de modules libres de rangs finis et les
résolutions libres finies minimales. On définit le rang stable d’une
matrice et d’un module de présentation finie et l’on démontre un
théorème correspondant, de structure locale, des modules librement
résolubles. On démontre les versions constructives des théorèmes
cruciaux de Vasconcelos, d’Auslander-Buchsbaum-Hochster et de
Buchsbaum-Eisenbud, ce qui était la raison d’être affichée ultime
de notre livre.

Le chapitre D traite ce qu’il est aujourd’hui convenu d’appeler les
complexes de Cayley et leur déterminant. Le livre de Northcott
traite ce sujet, sans lui donner de nom, avec une définition un
peu plus restrictive. Tout cela est basé sur les notions de module
élémentaire et de module de MacRae. Le déterminant de Cayley
joue un rôle déterminant dans la théorie du résultant multivarié.
L’exemple historiquement important du théorème de Hilbert-Burch
est traité en détail.

Le chapitre E généralise aux résolutions projectives finies les résul-
tats des chapitres C et D.
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Le chapitre F est constitué par une postface. La première sec-
tion est consacrée à un commentaire personnel sur notre lecture
de [FFR]. Dans les sections suivantes, nous présentons la traduction
de textes qui offrent un intérêt direct en rapport avec l’ouvrage de
Northcott [FFR].

Conventions générales
Nous avons essayé de suivre au plus près les préconisations de l’or-
thographe nouvelle recommandée, telle qu’elle est enseignée aujour-
d’hui dans les écoles en France. Les accents circonflexes ont presque
disparu sur les lettres 〈〈 i 〉〉 et 〈〈u 〉〉, 〈〈a priori 〉〉 s’écrit désormais 〈〈à
priori 〉〉 et 〈〈 l’ambigüité 〉〉 a mis son tréma au bon endroit. On sera
sans doute surpris de l’orthographe du mot 〈〈corolaire 〉〉. Rassurons-
nous cependant, l’espagnol, l’italien et le roumain utilisent un
seul 〈〈 l 〉〉 dans le mot correspondant sans que ni les autochtones ni
les Français aient jamais protesté.
Dans tout l’ouvrage, sauf mention expresse du contraire,

les anneaux sont commutatifs et unitaires ,
et les homomorphismes entre anneaux respectent les neutres mul-
tiplicatifs. En particulier, un sous-anneau a le même neutre multi-
plicatif, noté 1, que l’anneau.
Les symboles A, B, C, D et k désignent toujours des anneaux
commutatifs unitaires.
Sauf mention expresse du contraire les symboles

h, i, j, k, `, m, n, p, q, r

désignent des entiers naturels.
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