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Résumeé : Nous étudions dans cet article des algorithmes de calcul de la réduction de
Hermite d'une matrice a coefficients polynomiaux, qui évitent I'explosion de la taille des objets
intermédiaires et ont une bonne complexité sequentielle. Le deuxiéme et le troisieme algorithmes
généralisent |la méthode des sous-résultants pour le calcul du pged de deux polynémes. Le dernier
de ces algorithmes semble optimal en ce sens qu'il calcule une réduction de Hermite avec une
matrice de passage de degré minimal, en utilisant une méthode progressive et économique. Nous
ramenons le calcul de la réduite de Hermite a un problémes de triangulation progressive de
matrices dont les tailles sont bien contrdlées et dont les entrées sont des coefficients des polynémes
donnés en entrée. L'algorithme est donc faisable des gu'on dispose d'une méthode de triangulation
en temps polynomial pour les matrices dans le corps des coefficients. Il revient au méme de dire
que le calcul des déterminants est en temps polynomial dans e corps en question (pour le codage
choisi). Les résultats théoriques sont meilleurs que pour les agorithmes connus précédemment, et
les résultats pratiques sont encourageants.

Abstract : In this paper, we study some algorithms for computing an Hermite reduction of
amatrix with polynomial entries which avoid the swell-up of the size of intermediary objects and
have a good sequential complexity. The second and the third algorithms generalize the sub-
resultant method for computing the gcd of two polynomials. The last one is optimal in the sense
that it computes an Hermite reduction with aminimal degree change of basis matrix. The Hermite
reduction with polynomials entries amounts to a linear algebra problem over the coefficient field
with agood control of the dimensions. Our problem of linear algebrais a progressive triangulation
of matrices. So it is feasible exactly when there exists a polynomial time algorithm computing
determinants of matrices with entries in the coefficient field of the polynomials given as input.
Theoreticals results are better than for previously known algorithms, and practical results are
interesting.

1) Introduction

Nous considérons un anneau de polynémes A = K[X] ou K est un corps dans lequel
«l'algébre linéaire est aisée», c.-a-d. dans lequel les calculs de déterminants sont «aisés» (par
exemple le corps est codé de maniére que ces calculs aient lieu en temps polynomial). Lescalculs
de déterminantsdans A sont alors eux-mémes aisés.

Nous appelons F le corps de fractionsde A . Le fait de savoir calculer «aisément» les
déterminants dans A permet de résoudre «aisément» les problémes d'algebre linéaire en
dimension finie sur F, uniquement avec des calculs dans A . Par contre les problémes
d'algébre linéaire dans A sont apriori plus difficiles.
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Les problemes d'agébre linéaire en dimension finie sur A se raméenent en fait ades calculs
de réductions de Hermite ou de Smith et a des calculs de produits de matrices a coefficients dans
A (par réduction d'une matrice, nous entendons : calcul de laréduite et calcul de laou des matrices
unimodulaires de changement de base). En particulier la solution des systémes d'équations
linéaires a coefficients et inconnues dans A est entiérement claire a partir de la réduction de
Hermite des matrices.

Les méthodes «brutales» (qui recopient les preuves explicites d'existence de la réduction de
Hermite ou de celle de Smith) conduisent en pratique a une explosion de la taille des objets de
I'anneau A manipulés par |'algorithme.

Dans cet article, nous donnons pour ce type de problémes des algorithmes séquentiels qui
évitent I'explosion de lataille des objets intermédiaires.

Nous remarguons comme Kaltofen, Krishnamoorthy et Saunders dans [KKS] que le calcul
de laréduction de Hermite d'une matrice a coefficients dans A seramene a un probleme d'algebre
linéaire sur K avec un bon contréle de ladimension. Nous formulons tout d'abord un probleme
d'algébrelinéairesur K , éguivalent au calcul de laréduction normale de Hermite de la matrice,
dans e méme esprit que [KKS].

Nous proposons ensuite deux algorithmes nettement plus simples qui résolvent le probléme
posé par simple triangulation d'une matrice a coefficientsdans K , dont lataille est majorée de
maniere précise. Nous ne calculons plus laréduite normale, mais celle-ci ne présente pas une utilité
spécifique bien grande. En outre, elle est facilement calculée a partir d'une réduite arbitraire. Par
contre la réduite, non nécessairement normale, que nous calculons est obtenue beaucoup plus
facilement. Le deuxieme et le troisiéme algorithmes généralisent |a méthode des sous-résultants
pour le calcul du pged de deux polynémes.

Le premier de ces algorithmes est une pure triangulation de matrice a coefficients dans K ,
particulierement simple aimplanter. Lamatrice atrainguler est fixée apriori. Apreslatriangulation
de cette matrice, il suffit d'inspecter le résultat pour en déduire une réduite de Hermite de la
matrice de départ (a coefficients dans K[X]).

Dans le deuxiéeme algorithme, que nous appelons HERMIPOL, nous proposons une
triangulation progressive, le nombre de lignes et de colonnes n'étant pas fixé a priori. Ceci permet
de majorer lataille de lamatrice qui est finalement triangulée non seulement en fonction de lataille
des entrées mais aussi en fonction de la taille des sorties. Plus précisément, Sil est possible
d'obtenir une réduite de Hermite avec une matrice de passage de faible degré, I'algorithme trouvera
le résultat plus rapidement. Non seulement le temps de calcul sera meilleur, mais lataille des
coefficients dans la réduite calcul ée seramieux majorée apriori.

Ces deux algorithmes sont nettement plus simples, et bien meilleurs en complexité
séquentielle que celui proposé dans [KKS]. En outre, I'algorithme HERMIPOL semble a priori
optimal.

Nous obtenons précisément le théoréme suivant :

Théoreme7 : Soit K uncorpset M unematricea s ligneset r colonnes a coefficients dans
K[X]. Notons &; = deg(M) le degré maximum d'un polyndme entréede M , et
o =inf(s,(r — 1)).0; . Supposons qu'une réduction minimale de Hermitede M soit obtenue
avec une matrice de passage de degré d . (rappelons que nécessairement d< &' )
Lorsgu'on applique I'algorithme HERMIPOL alamatrice M e calcul exécuté est latriangu-
lation sans échange de colonnes d'une matrice a entrées dans K dont les caractéristiques sont

les suivantes :
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— lesentrées sont toutes nulles ou égales a des coefficients des polyndmes entrées de M
— lenombredelignesest <s.(1+9;+d)

— lenombre decolonnesest <r.(1+d)

De maniere générale, nous n'‘avons pas cherché a présenter |es résultats de complexité sous
une forme plus détaillée que la description précise du probleme d'algebre linéaire sur K auquel
nous nous ramenons dans les a gorithmes. La maniére dont |e probleme d'algebre linéaire doit étre
traité, et la complexité pratique qui en résulte, dépendent au plus haut point de la nature du corps
K et delafagon dont il est codé. On sait que les problemes d'algébre linéaire sont résolubles en
temps polynomial dans tout corps “de présentation finie” sur un corps premier, c.-a-d. dans les
corps de fonctions des variétés irréductibles définies sur le corps premier. Dans le dernier
algorithme il sagit de savoir trianguler une matrice. On sait que ce probléme se résoud en temps
polynomial si et seulement si les déterminants se calculent en temps polynomial sur le corps K
(avec le codage choisi). Dans le cas ou le corps apparait comme | e corps des fractions d'un anneau
integre C dans lequel les divisions exactes sont "faciles' la méthode la plus pratique de
triangulation d'une matrice est la méthode de Bareiss. Le calcul d'une triangulation est alors en
temps polynomial si et seulement si, d'une part les opérations d'addition, multiplication et division
exacte sont en temps polynomia (pour le codage choisi de C ) et d'autre part la taille des
déterminants est polynomialement majorée.

Letravail présentéici adéa été expose au collogue MEGA 92, maislatraduction en anglais
de l'article n'a pas été faite a temps pour paraitre dans les compte-rendus.

Notons pour terminer cette introduction que le calcul d'une réduction de Smith avec une
bonne complexité, est donnée dans[Vil], qui se base sur les algorithmes donnésici pour laréduite
de Hermite.

2) Généralités

Définitions, notations, résultats d émentaires

Nous disons qu'un algorithme est de classe ® lorsgu'il a une complexité en temps
polynomiale. Une fonction est dite P-calculable lorsqu'elle peut étre calculée par un algorithme
declasse P .

Lathéorie de laréduction de Hermite d'une matrice a coefficients dans un anneau de Bezout
est bien connue. Nous conseillons le chapitre |1 du livre de Schrijver [Sch] pour un exposé de cette
théorie dans | e cas de I'anneau des entiers avec une éude de complexite.

Nous utiliserons le mot «entrée» a la place du mot «coefficient» lorsqu'il sagit d'une
matrice. Ceci dansle but de réserver e mot «coefficient» aux polyndmes.

Nous considérons donc un anneau A = K[X] etunematrice M detype s*r (sligneset
r colonnes) aentréesdans A . Nousappelons F lecorpsdefractionsde A . Nous notons:

£ lemodulelibre AS,

e, .., & labase canoniquede % ,

pour k=1, .., s; ¥, estlesous-A-modulede % engendrépar g, ..., &

M, : £h A lak-eme forme coordonnée

Vi, ..., V, lesvecteurs colonnesde M (considérés comme des élémentsde £ ),

£ lesous-A-modulede £ engendrépar V4, ..., V,
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Ex=(Bi¥F))

g1 =My (E) qui estunidéa de A

Nous disons qu'une matrice carrée est unimodulaire s son déterminant est un élément
non nul de K c.-a-d. inversible dans1'anneau A (il revient au méme de dire que la matrice est
inversible dans I'anneau des matrices carrées M, (A) ).

Une réduite de Hermite delamatrice M est par définition une matrice M’ de mémes
dimensionsque M, dont les vecteurs colonnes engendrent le méme sous-A-module & et qui de
plus est «sous-triangulaire» au sens que les colonnesde M’ successives contiennent de plus en
plus de zéros au dessus de la premiére entrée non nulle. (voir figure).

Les croix représentent des entrées non nulles,
X les pivots de la matrice M’, et la partie
grisée représente des zéros : le nombre de
zéros au dessus de la premiere entrée non

X nulle est strictement croissant tant que la
X colonne n'est pas entierement nulle.
matrice M réduite de Hermite M’ Une réduction de Hermite dela

matrice M est donnée par une réduite de Hermite M’ de M et une matrice unimodulaire P de
type r*r vérifiant : M.P=M’
Une réduction de Hermitede M peut étre calculée en multipliant M a
droite par des «matrices de Bezout» (une partie 2*2 du type Bezout, et
le restant égal a la matrice identité : voir figure, avec ud + vc = 1) de
maniére arendre nulles les entrées convenables | es unes apres | es autres.
Par exemple la matrice ci-contre, par multiplication adroite, produit une
manipulation des colonnes 1 et 3, qui permet de remplacer, sur une
ligne donnée, les coefficients a et b par g et 0. Dansl'exemple
dessiné au dessus, on peut obtenir M’ apartirde M enlamultipliant par 9 matrices de Bezout
successives.

Le probléme qui nous préoccupeici est que ce calcul est en général trop colteux, parce que
chacune des matrices de Bezout successives dépend des précédentes et qu'en conséguence sataille
est mal controlée.

Ol < | Ol =
oO| Ol | O
o
Ol | O|O| O
ROl OO O

0(0|0

Le fait de savoir calculer «aisément» les déterminants dans A permet de résoudre
«aisément» les problémes d'algebre linéaire en dimension finie sur F, uniquement avec des
calculsdans A . Les problémes d'algebre linéaire dans A sont a priori plus difficiles. 1l est
cependant facile de constater que la solution des systémes d'équations linéaires a coefficients et
inconnues dans A est entiérement claire a partir de la réduction de Hermite des matrices.

Dans la suite nous parlons de « triangulation dans F d'une matrice M » lorsque nous
caculonsdes matrices M’ et P avec:

M’ =M.P, P inversible dans F mais pas nécessairement dans A , et M’ sous

forme triangulaire de Hermite comme expliqué au paragraphe précédent.

En pratique, cette triangulation dans F peut se faire par la méthode de Bareiss ou celle de
Berkovitz-Samuel son, méthodes qui impliguent uniquement des calculs dans I'anneau des entrées
de M . Touteslesentréesnon nullesde M’ sont aors égales a des déterminants extraitsde M.

En résumé: unetriangulation dans F ne signifie pas que les calculsont lieu dans F (ils
ont lieu dans A ) maisque lamatriceinversible P est apriori seulement inversibledans F .
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L es propositions qui suivent sont bien connues.

Proposition 1 : On reprend les notations ci-dessus concernant lamatrice M .
Soient Wy, ..., W, avec W; &, w; =TT (W)).
On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :
— lasuite k; (i =1, ...,t) eststrictement croissante
— w; (i=1, ..., t) est non nul de degré minimum dans B
— B4 ={0} pourtout k distinct des k;
Alorslamatrice M’ dont les t premiers vecteurs colonnes sont les W; et dont lesderniers

vecteurs colonnes sont nuls est une réduite de Hermitede M .

Proposition 2 : Etant données deux réduites de Hermite M’ e¢ M” d'une méme matrice M
detype s*r, il existe unematrice Q detype r*r, sous-triangulaire et avec desinversibles
sur ladiagonaetelleque M'.Q=M" . En particulier toute réduite de Hermite de M provient

d'une réduction de Hermitede M (c.-a-d. est delaforme M.P avec P unimodulaire).

Remarque sur les coefficients pivots d'une réduite de Hermite.
Le produit adroite par une matrice unimodulaire ne change pas le pgcd des mineurs d'ordre
m extraitssur m lignes fixées d'une matrice. En conséquence, hous avons :
w; = pged des coefficients delaligne numéro k; de M (auninversible pres)
w; W, = pgcd des mineurs d'ordre 2 extraits sur leslignes numéro k; et k, de M
W, W, W3 = pged des mineurs d'ordre 3 .... €tc ...

Réduite normale.

On définit une forme normale pour la réduite de Hermite en imposant les conditions
supplémentaires suivantes :

—  les w; sont des polyndmes unitaires

—  touteentrée agauche d'un w; est un polyndme de degré < deg(w,)
Il est clair que laréduite de Hermite sous forme normale est unique.

On peut calculer une réduite de Hermite sous forme normale a partir d'une réduite de
Hermite ordinaire comme suit :
—  multiplier chague W; par I'inverse du coefficient dominant de w;
— pour i de t a2 : remplacer chaque W; (pour j<i) par W;—q;; W;, ol ¢
est le quotient dans ladivision euclidienne de I'entrée numéro k; de W; par w;
On remarquera que du point de vue de la taille des objets intermédiaires, ce processus est
acceptable parce queles g;; peuvent ére tous cal culés directement sur lamatrice a normaliser.

Le résultat suivant se déduit immédiatement de la proposition 1.

Proposition 3: (toujours les mémes notations)
On considére un entier t<r et unematrice M’ dont les t premieres colonnes sont non nulles
etles r—t dernieresnulles. Onnote W4, ..., W, les t premiersvecteurs colonnesde

M, ki (i=1,..,t) lenuméro delapremiére entrée non nullede W;, w; =T, (W) .
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i) S M’ estuneréduite normae de Hermitede M, les conditions suivantes sont verifiées:
— lasuite k; (1 =1, ...,t) eststrictement croissante
- w; (i=1,..,t) estunitaire et de degré minimum dans &j
—  toute entrée agauche d'un w; est un polynéme de degré < deg(w;)
- k ={0} pourtout k distinct des k;
i) Réciprogquement, siles W; sontdans £ et s les conditions ci-dessus sont verifiees, la
matrice M’ est laréduite normale de Hermitede M .

De la réduite de Hermite générale a la réduction de Hermite

Certains algorithmes de calculs de réduites de Hermite fonctionnent uniquement pour les
matrices carrées non singulieres, d'autres sans restriction aucune sur la matrice. Voyons comment
lefait de savoir calculer rapidement une réduite de Hermite pour une matrice M arbitraire permet
de calculer rapidement une réduction de Hermite.

Considérons en effet lamatrice N obtenue a partir de M en «collant» en dessous une
matrice identité de type r*r et calculons une réduite de Hermite N’ de N . Elle est constituée
d'une matrice M’ detype s*r et d'une matrice detype r*r collée en dessous. Comme les co-
lonnesde N et cellesde N’ engendrent le méme sous-A-module de AS*" il existe deux matrices
U et V detype r*r aentréesdans A tellesque: NU=N’" e N’V =N. D'ouontirefacile-
mentque UV =1,. Donc M U=M’", avec U unimodulaire, égale a la matrice collée en
dessousde M’ dans N’. Per ailleurs, lamatrice M’ est bien en forme triangulaire de Hermite.

M M’ M.V M

r U uv I

Algorithmes efficaces. méthodes et résultats connus

Cas des matrices a coefficients entiers

Les méthodes modulaires sont étudiées dans [Frul], [Fru2], [Fru3], [Sch], [DKT], [Ili1],
[i2] et [HM]. Des méthodes plus directes sont données dans [KB] et [CC].

Ce genre d'algorithme, appliqué au cas des anneaux de polynémes, permet de majorer
convenablement les degrés, mais non les coefficients, des polynémes entrées des matrices
intermédiaires.

Cas des matrices a coefficients polynomiaux

Dans le cas de matrices ayant pour entrées des polyndmes a coefficients rationnels, Kannan
utilise un algorithme récursif du méme genre que dans [KB], mais sarrange pour remplacer les
polynémes pivots dont la taille des coefficients menace d'exploser par les polynémes primitifs
proportionnels, qui sont de taille convenable. Le fait que de tels polyndémes proportionnels de taille
convenable existent, résulte d'arguments qui ne semblent pas sétendre a tout corps ou les
déterminants sont cal culables en temps polynomial.
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Kaltofen-Krishnamoorthy-Saunders proposent une méthode qui commence par calculer en
paralléle les degrés des éléments diagonaux de la réduite normale dans K[X] , ce qui est |égitime
du point de vue de la complexité paralléle, mais tres lourd du point de vue de la complexité
sequentielle. L'idée essentielle est que la réduction de Hermite dans K[X] seramene a un
probléme d'algebrelinéaire sur K.

3) Calcul d'uneréduction de Hermite pour une matrice polynomiale
par des méthodes de sous-résultants géenéralises

Un calcul de réduite de Hermite peut étre compris comme un «gros» calcul de pgcd.

On sait que I'algorithme d'Euclide appligué brutalement dans un anneau de polyndmes est a
priori mal contrdlé du point de vue de la taille des coefficients. Par exemple, il y a de fortes
présomptions qu'un calcul de pged par I'algorithme d'Euclide dans ©Q[X] puisse conduire a une
taille du résultat exponentielle en lataille des données (cf. [Lom]).

Aussi le calcul du pged de deux polyndmes P et Q par divisions successives est
classiquement remplacé par un calcul de «sous-résultants» qui sont des polynémes proportionnels
aux restes successifs de I'algorithme d'Euclide, et dont les coefficients sont des mineurs extraits de
lamatrice de Sylvester (cf. [Loo], [GLRR]). Quant au fond, on aremplacé un algorithme récursif
dans K[X] par un calcul dalgebrelinéaire sur K .

Nous proposonsici trois méthodes relevant purement de I'algebre linéaire en dimension finie
(bien contrdlée) sur le corps des coefficients. La premiere est a peu pres celle donnée dans
[KKS]. les deux autres peuvent étre qualifiées de méthodes de sous-résultants généralisés.

Une premiéere méthode: par résolution d'un grand systéme linéaire

L'unicité est un atout

Dans beaucoup de problémes mathématiques et en particulier dans les problemes de
complexité, le fait qu'un probléme a é&é mis sous une forme ou la solution est unique est souvent
un grand avantagel.

Pour ce qui est des problémes de complexité, lorsque la solution est unique, sataille permet
souvent de contrdler a priori la taille des calculs intermédiaires. Dans le cas d'une infinité de
solutions au contraire, il y a des solutions de taille arbitrairement grandes, et une stratégie
spécifique est souvent nécessaire pour obtenir des solutions de taille raisonnable.

Dans le cas de laforme normale pour laréduite de Hermite, nous alons voir :

— d'une part qu'elle est de taille raisonnable (si les déterminants sont de taille raisonnable

dansle corps K ),

1 Par exemple, lefait d'avoir mis une matrice sous forme de Hermite permet de particulariser une
solution du systéme linéaire avec second membre, solution unique dans le corps des fractions
(si elle existe) dont I'existence (dans I'anneau) controle la compatibilité du systéme. Avec la
matrice initiale par contre, le fait qu'une solution particuliére soit dans le corps des fractions
sans étre dans |'anneau ne permettait pas de conclure a l'incompatibilité du systéme (dans
['anneau)) sauf evidemment si la solution était unique.
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— dautre part gu'elle peut étre trouvée par des méthodes générales d'algebre linéaire sur
K, ce qui conduit aune solution danslaclasse P lorsque les déterminants dans K sont
caculablesdanslaclasse P .

Le systeme linéaire a résoudre

Nous supposonsque s=r et quelamatrice M est derang r. Ceci n'est pas restrictif, et
constitue méme la situation standard, ou on cherche a calculer non seulement une réduite de
Hermite mais une réduction de Hermite. (cf. le § «de laréduite de Hermite générale alaréduction
de Hermite» dansla section (2) ).

Ensuite, nous rappelons que laforme des réduites de Hermitede M (au sensde: laforme
delapartie griste dans M’, c.-&d. encore : lasuitedes k; danslaproposition1) est donnée par
unetriangulation de M dansle corps desfractionsde K[X] .

Notation: Si A est une matrice polynomiale, nous notons deg(A) pour le plus grand des
degrés des entréesde A

Nous considérons alors lamatrice Q obtenue en ne gardant dans M que leslignes ki,
..., k; . Nous notons : 0, = deg(Q) .
Nous connaissons det(Q) : latriangulationde M dansle corps K(X) en vue de déterminer la
matrice extraite Q adonné ce résultat comme sous produit .
Posons : 0 = deg(det(Q)) . (ona d<r.9;)
Soit Q' laréduite de Hermite normalede Q.
On doit avoir QP=Q’ avec P inversibledans M (K[X]). D'ou:

det(P).det(Q) = det(Q’) = wq ... W, (les w; sont les@éments diagonaux de Q')

avec det(P) un éément non nul de K .
Appelons d; ledegréde w;, onadonc:
5 = deg(det(Q)) = deg(det(Q')) = dy + d; ... + ¢,
Nous notons Q* lamatrice adjointede Q.
Le degré delamatrice Q° est magjorépar: (r—1) 9,
L'égalité QP=Q’ donnealors:
det(Q P=Q* Q 1)

Donc deg(P) < deg(Q") + deg(Q') — deg(det(Q)) < deg(Q”) @)
Ains ona:

Proposition 4 : Soit M une matrice polynomiale de type s*r dont les vecteurs colonnes sont
notés V; . Notons &, = deg(M) le degré maximum d'un polynéme entrée de M .
a) Silerangde M estégal a r, (son nombre de colonnes), les vecteurs X .V, avec
j <(r—1) 9, engendrent un K-espace vectoriel qui contient les vecteurs colonnes de la
réduite de Hermite normale de lamatrice M .
b) Dansle casgénéral, I'affirmation précédente reste vraie en remplagant (r — 1) 8, par
o =inf(s,(r — 1)).0; .

preuve>  La premiére affirmation résulte clairement de I'inégalité (2). Pour la derniére
affirmation, considérer la matrice obtenue en collant dessous M une matrice identité de type r*r
et appliquez |e raisonnement précédent a cette matrice. O

Supposons connaitre lesdegrés d, des polyndmes pivots w; .
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Nous alons voir comment alors calculer la réduite normale de Hermite Q' de Q en
résolvant un grand systéme linéaire a coefficients et inconnues dans K .

Dans laréduite de Hermite normale, toutes les entrées ont un degré majoré par :

En utilisant I'inégalité (2) ci deséué, nous pouvons majorer les degrés des polynémes
entréesdelamatrice P par (r—1) o, , et méme par :

0;=(r-1)9; + supi=;, (di)—9.

Nous considérons alors lamatrice Q' et lamatrice P comme données par les coefficients
(dans K') despolynémesentréesde Q' etde P.

Pour lesentrées de P les degrés sont majorés par o, .

Dans Q' lesentrées adroite de la diagonale sont nulles, les degrés sont égaux a d;, d, ,
..., d, sur ladiagonale, et strictement majorés par d,, ..., d, surleslignes 2, ..., r agauche
deladiagonale.

Cela fait donc en tout (sans compter les coefficients dominants égaux & 1 pour les
polyndmes sur ladiagonalede Q') :

d+2d,+3d; +...+ rd, coefficientsdans K pour lamatrice Q'

r2[1+ d,] coefficientsdans K pour lamatrice P

Nous considérons tous ces coefficients comme les inconnues pour le systéme linéaire a coef-
ficients et inconnues dans K qui signifie: QP=Q’ .

Ce systeme linéaire contient une équation pour chague élément de K obtenu comme
coefficient d'un polynéme calculé lorsqu'on explicite toutes les entrées du produit de matrices Q P
en fonction desentréesde P et Q.

La plupart de ces coefficients doivent ére nuls (partie droite de lamatrice Q’, ou coefficients
de degrés trop élevés dans la partie gauche de Q’), r d'entre eux doivent étre égaux a 1, et
di+2d,+3d3+...+rd, dentreeux doivent étre égaux aux «inconnues» choisies pour décrire
Q'. Onvoit en particulier que ces derniéres équations peuvent étre omises du calcul principal, qui
est celui delamatrice P: apréslecalcul de P on peut passer directement acelui de M” =M P,
qui contient Q' comme matrice extraite.

Notez que la proposition 3 garantit I'existence et |'unicité de la matrice Q' en tant que
matrice triangulaire de laforme Q P avec des polynémes unitaires ayant les bons degrés sur la
diagonale et avec les bonnes majorations de degrés sous la diagonale (ceci sans avoir a supposer
P inversible). Laestlaclédelaquestion: celagarantit I'unicité de P et son inversibilité dans
M, (K[X]) , aors que nous n'avons pas exprime directement cette condition d'inversibilité (elle
conduirait a des éguations et une inéquation non linéaires).

Estimation de la complexité du calcul lorsqu'on connait les degrés
des pivots

Résumons nos résultats dans une proposition (la lecture de cette proposition fait référence
aux notations introduites précédemment)

Proposition 5: Soit M une matrice polynomiale de type s*r dont les vecteurs colonnes sont
notés V; . Notons &, = deg(M) e degré maximum d'un polynébme entréede M . Lorsgu'on
adéterminélesindices k; donnant leslignes des pivots et qu'on aextrait de M lamatrice Q
correspondant a ces lignes, si on connait lesdegrés d; des polyndmes pivots w; , lecalcul de
lamatrice de passage P qui permet d'obtenir laréduite normale de Hermite pour M demande
lasolution d'un systeme linéaire a coefficients et inconnues dans K dont les caractéristiques
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sont les suivantes:
— coefficients: ce sont des coefficients des polynémes entrées de Q
— nombre dinconnues: r2[1+3,] < r2[1+(r—1) 5]

— nombredéquations: < r2[1+3;+38,] —[d;+ 2d,+ 3dg + ..t rd] <r?(1+r3;)

Ceci garantit lataille raisonnable des entrées de lamatrice P et par suite lataille raisonnable
du calcul de P puisde M’ =M.P.

Comment calculer les degrés d; ?

Dansl'article [KKS], laméthode suivante est proposée, qui est |égitime du point de vue de
lacomplexité paraléle, maislourde du point de vue de la complexité séquentielle.

Pour chacun desindices i =1, ...,r et pour chaquedegré d=0, 1, ..., (r — 1) d; onteste
lacompatibilité du systéme linéaire qui traduit le fait suivant :

il existe un vecteur colonne W de degré < (r—1) d; tel que MW ait ses

coordonnées n° 1, ..., i-1 égalesa 0 et sa coordonnée n°i égale a un polynéme

unitaire de degré d.

Une deuxieme méthode, par triangulation d'une grande matrice

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut se passer de la connaissance des
degrés d;, et ne pas résoudre en entier le systeme linéaire précédent.

En effet, reprenons les notations de la proposition 1 (avec denouveau M et non Q).

Nous disposons avec la proposition 4 de majorations sur les degrés des polynémes
intervenant comme coefficients des combinaisons linéaires des  V; égalesaux W;. Nous
sommes donc ramenés a un probleme en dimension finie bien contrélée sur K . Voyons ceci plus
en détail.

Quelques notations supplémentaires

Nous compl étons les notations données au début de la section (2) . Nous notons:
F g le K-espaceformé par lesélémentsde ¥, dont toutes les coordonnées (sur labase
&, ., &) sontdedegré < d

19=%F14
B, labasede 1, forméedes X".g, ordonnée comme suit :
X%, .., Xe;, e, Xle,, ..., Xe,, &,..., Xle, ..., Xe,, &.

0, = deg(M) = degré maximum d'une entrée de lamatrice M

& = inf(s,(r - 1)).5,

¥ =lalistedes V; (vecteurscolonnesde M ) ordonnée par indices croissants

v@ = |alistedes X"V, avec n<d, ordonnée selon la définition récurrente :
YO =ap @) = x 4@ » 4 (+ représente laconcaténation des listes)

M@ = |amatrice aentrées dans K ayant pour liste de vecteurs colonnes laliste (@
exprimée sur labase B y,5,

@ |e K-espace engendré par '@,
ona: E@D =X g@ + g0 =xM*1 04  +x gO0+£0 =x gl 4@
(attention ! £@ est contenu dans £if.q,5, maisl'inclusion est en général stricte,
méme du coté des bas degrés)

2 =N (EDi¥F,) quiestunsousK-espacede K[X] (notez également que &9
n'‘engendre pas nécessairement I'idéal £} = M (Ei¥F)))
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NB : nous parlons «en parallele» delabase e, ..., & du A-module % (les coordonnées
d'un vecteur W sur cette base sont les polyndmes I1,(W) ), etdelabase B, du K-espace
vectoriel £, , base formée de vecteurs X".g, . Nous espérons que le contexte permet a chaque
foisdefaire ladifférence. L'expression «coordonnée numéro k» fait référence alapremiére base.

Par la proposition 1, on sait qu'un W; convient comme vecteur colonne d'une réduite de
Hermitede M des qu'il est dansI'espace vectoriel (de dimensioninfinie) €, et que:

deg(My, (W;)) = degré minimum d'un polyndme non nul dans &j

La proposition 4 nous dit alors exactement que de tels W, peuvent étre calculés par
triangulation d'une matrice représentant le K-espace (de dimension finie) 8®)

Considérons donc la matrice M@ et faisons lui subir une triangulation dans K par
manipulations de colonnes sans échange de lignes. Des W; convenables sont automatiquement
calculés par cette triangulation :

L'indice k; est simplement le plus petit k pour lequel une des coordonnées 1M, (V;) est
non nulle.

Le vecteur W; est le dernier vecteur colonne de la triangulée appartenant a ¥y 5.5,
mais n'appartenant pasa ¥y 543, -

L'indice k;,; estlepluspetitindice k pour lequel le vecteur immédiatement apres W;
(danslamatrice triangulée) aune coordonnée numéro k non nulle.

On notera que cette méthode ne calcule pas directement la réduite normale, mais la réduite
normale ne présente pas une utilité spécifique bien grande. En outre, elle est facilement calculée a
partir d'une réduite arbitraire.

Par contreil y atrois avantagesimmeédiats en comparaison de la premiére méthode :

1) il n'est pas nécessaire de calculer préalablement la suite desindices k;

2) il n'est pas nécessaire non plus de calculer préalablement les degrés d,

3) latriangulation proposée est de toute maniére plus courte que la résolution du grand

systéme linéaire de la premiére méthode (cf. estimation de complexité ci-apres)

Rappelons que la réduction de Hermite est calculée en méme temps que laréduite s on apris
soin de placer lamatrice 1, en dessous de la matrice dont on cherche une réduite, et de faire
tourner I'algorithme de triangulation sur la matrice a entrées dans K correspondant a cette plus
grande matrice.

Estimation de la complexité du calcul

Nous résumons |es résultats obtenus

Proposition 6: Soit M une matrice polynomiale de type s*r. Notons 6, = deg(M) ledegré
maximum d'un polynéme entréede M , et & =inf(s,(r — 1)).5; . Lecalcul d'une réduite de
Hermitede M peut étre obtenu par une triangulation sans échange de lignes d'une matrice a
coefficientsdans K dont les caractéristiques sont les suivantes :

— lesentrées sont toutes nulles ou égales a des coefficients des polyndmes entrées de M
— lenombredelignesest <s(1+0;+98)<s(1l+rd,),
— lenombredecolonnesest <r.(1+&)<r[1+(r—1) ]

On constate en fin de compte que le détour par |a réduite normale a surtout eu un role
pédagogique, pour les auteurs tout au moins.
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Cette deuxieme méthode, moins colteuse gque la premiere, est cependant un peu trop
gourmande. Il y amoyen de trianguler progressivement, des matrices de plus en plus grandes, en
faisant augmenter les degrés n dansles X”.Vj , jusguau moment ou on est assuré que des W,
convenables ont été trouvés. C'est |'objet du paragraphe suivant d'expliquer comment on peut
contréler un tel processus.

Une triangulation mieux contrdlée: I'algorithme HERMIPOL

Une méthode analogue a celle gque nous présentons maintenant est exposée dans [Lom]
pour le cas d'une matrice a une seule ligne de polyndmes. La réduite de Hermite est alors tout
simplement le pged de laliste des polyndmes. Rappelons brievement ce qui se passe dans ce cas.
On démarre avec un espace vectoriel dedimensionfinie(=2) K O K[X]4 (I'espace vectoriel des
polyndmes de degré< d ).

On définit %, par = X"H+X"LH+.  +X K+H O K[X]ge, -

On a nécessairement dim(,.1) 21+ dim(} ), parce que ¥ .., contient K, et un
polyndme de degré strictement supérieur atous ceux de K, .

S dim(K ) =1+ dim(K,), alorslaméme situation se reproduit pour tousles n' 2 n de sorte
que le degré minimum d'un polyndéme est le méme dans K,, etdans K,, cequi montre qu'un
polyndme de I, est dedegré minimum dansl'idéa H.K[X] .

Par ailleurs, tant que dim({,,,) =22+ dim(K ), ladifférence dim(K[X]4.,) —dim(K,) décroit
strictement & chague étape, et ceci fait que le nombre des étapes est mgjorépar 1 +d - dim() .
Pour trouver un polynome de degré minimum dans ¥, il suffit de trianguler une matrice a entrées
dans K dont les colonnes représentent des générateurs de K,, exprimés sur la base des X'
avec i decroissantde n+d a 0. Enfin, si on veut procéder de proche en proche en profitant a
chague étape des calculs faits a |'étape précédente, il faut faire une triangulation sans échange de
colonnes.

La description de notre troisieme algorithme, que nous appelons HERMIPOL, et la preuve
de sa correction seront plus claires si nous voyons tout d'abord sur un exemple le comportement
de la triangulation envisagée maintenant. |l sagit d'une triangulation dans K sans échange de
colonne. Il faudra donc des échanges de lignes pour obtenir une forme triangulaire. Ces échanges
seront en fait seulement simulés et non affichés, d'ou I'aspect pas tout a fait triangulaire des
matrices obtenues. Un petit dessin permettra de mieux voir la différence et la similitude des
résultats entre triangulation sans échange de ligne et triangulation sans échange de colonnes (les
échanges de lignes n'étant pas affichés).
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les nouvelles colonnes proviennent
des anciennes ayant pour numeros

1 2 5 43 87 6

X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X

triangulée sans _ triangulée sans pl)grrrgﬁpai ?r’]ege

échange de lignes echange de colonnes colonnes pour terminer
Exemple

Nous considérons une matrice 3 x 3 formée de polynémes de degrés 2 ou 3 :

[0 X+ 4x + 4 X2 + 2X X2 + 3X + 2 L]

X3+ 3X2 +5X+6 X3 +2X2 +3X+3 X3+ 2X2 +4X + 3
2X3 + 3X2 + BX + 9 2X3 + X2 + 4X + 5 2X3 + 2X2 + 5X + 5

Les premiers pivots dans la réduite de Hermite sont de degrés «exceptionnellement grands»,
asavoir 1 et 2 aulieude O et O (pour une matrice «prise au hasard», tous les pivots, sauf le
dernier, dans laréduite de Hermite sont des constantes).

Comme le degré maximum des entréesest 3 et que lamatrice est derang 3, |'application
aveugle de I'algorithme de la deuxiéme méthode conduirait a trianguler lamatrice M®. En fait,
nous sommes fixés sur la réduction de Hermite des la triangulation de la matrice M@ . Nous
bénéficionsici d'une situation exceptionnelle, car il existe une réduction de Hermite avec matrice
de passage de degré 1, au lieu du degré 6 attendu (C'est a mettre en relation avec les grands
degrés des premiers pivots).

Nous voudrions cependant insister sur le fait qu'une situation qui peut paraitre
«exceptionnelle» au regard d'une mesure de probabilité apparemment raisonnable peut trés bien
étre une situation «courante» lorsqu'on ne résout pas des problemes qui tombent du ciel, mais des
problémes issus de situations «géométriques» concretes.

Nous donnons ci-dessous les trois matrices a coefficients entiers M©, M® M@ qui
correspondent a la matrice de polynéme donnée, en dessous de laquelle on a rajouté une matrice
identité.
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matrice M9

1 1 1
4 2 3 zone
4 0 2

Zone

zone

1 0 0 zone

0 1 0 zone

0 0 1 zone

matrice MY

matrice M?

N
ON PP
N WP

zZone

zZone

Zone

Zone

zone

Zzone

Montrons maintenant ce que donne sur la matrice M@ |a triangulation sans échange de

colonnes. Cela donne des numéros de lignes des pivots successifs un peu erratiques (pour «voirs»

une forme sous-triangulaire, on pourrait terminer par une permutation de colonnes).

L'avantage décisif est que, comme il n'y a jamais aucun échange de colonnes, la

triangulation de lamatrice M © est une partie inchangée de la triangulation de la matrice M@, qui
est elle-méme une partie inchangée de la triangul ation de lamatrice M@ (et ainsi de suite...). En
conseguence, une triangulation «progressive», jusgu'au moment ou la solution est atteinte, est
facile aprogrammer. Et aucun «calcul inutile» n'aeu lieu.
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Degré 2 Départ matrice M2 fin (triangul ati on sans échange de col onnes)

1 1 1 . . 1 L] L] L] L] L] L] L] L]

4 2 3 1 1 1 . 4 =2 o e . o e . .
4 0 2 4 2 3 1 1 1 4 -4 o 2 . . . . . zone 1

4 0 2 4 2 3 4 . e 2 .

4 0 2 4 e .

1 1 1 . . . 1 O . 0 . L] 0 ° o

32 2 1 1 1 . . 3 -1 1 - . o e . .

5 3 4 3 2 2 1 1 1 5 -2 0 2 2 =« . .
6 3 3 53 4 3 2 2 6 -3 3 2 0 « 2 2 o zone 2

6 3 3 5 3 4 6 6 e« 2 0 e

6 3 3 6 6 -

2 2 2 . . . 2 0 0 0O 0O e« 0 0 -

31 2 2 2 2 . . 3 -2 0 1 2 L - . .

6 4 5 3 1 2 2 2 2 6 -2 0 2 0 0 1 2 1
9 55 6 45 3 1 2 9 -4 4 2 0 0 2 0 O zone 3

9 5 5 6 4 5 9 10 1 2 0 O

9 5 5 9 10 1

1 0 O . 1 -2 1 -1 -2 -1 0 0 O
1 0 O . 1 0 -1 -1 -2 -1 zone 4

1 0 O . 1 0 -1

0 1 0 0o 1. 1 0 O O O o0 o
0 1 0 . o 2 0 0 0 O zone 5

0 1 0 . 0O 2 O

0 0 1 o o0-2 1 2 1 0 0 O
0 0 1 . o o 2 1 2 1 zone 6

0 0 1 . 0O o0 2

Commentaires :

Nous avons mis des points |égers « . » pour les 0 correspondant a des calculs qui n‘ont
jamais a étre faits, et des points plus gros « « » pour les 0 qui apparaissent du fait du traitement
des pivots. (ce serait la partie au dessus des pivots si on avait fait les échanges de lignes). Les
pivots de latriangulation sont mis en relief. Les colonnes correspondant & la solution cal culée sont
mises en gras.

Nous pouvons étre siirs que les colonnes 2, 3 et 6 dans cette triangulation sans échange
de colonnes fournissent la réduction de Hermite de la matrice initiale, ceci dés qu'est apparue la
colonne 6, c.-a-d. dés lafin de latriangulation de la matrice M@ | En effet, lorsqu'on passe de
MDD a M@, un nouveau pivot apparaitra nécessairement dans chacune des zones 1, 2, 3
puisqu'un vecteur ayant comme premiéere entrée non nulle un polyndme du degré minimum
précédemment trouve se trouve de nouveau dans I'espace vectoriel engendrée par les colonnes. Les
trois colonnes introduites sont donc entiérement absorbées par |a nécessité de reproduire dans la
triangulation ces degrés minimums précédemment trouvés, et donc les degrés minimums fourni
par latriangulation de la matrice M @ ne sont pas meilleurs que les précédents. Comme le méme
raisonnement est valable pour les degrés suivants, on est slir d'avoir atteint la réduite de Hermite.
Dansle castraité en exemple, on a donc obtenu la réduite de Hermite :

0 -2X- 4 0 0
O.x2 - 2Xx-3 X +3 o U
S2X2 - 2X - 4 4 8 + 1 0

avec lamatrice de passage :
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g1 1 -1 4
1 o U

01
HO -2 X+2H

Nous terminons |'article par des précisions sur |'algorithme, une preuve plus compléte de sa
correction et une estimation de complexité.

L'algorithme HERMIPOL

L'algorithme que nous proposons est donc le suivant :

Entrée de I'algorithme : ce sont les vecteurs V, , ...., V, dont les entrées sont des
polynémes. On ne suppose pas que le systeme est derang r. Néanmoins, si on désire obtenir,
non seulement la réduite de Hermite mais aussi |a matrice de passage, on colle en dessous de la
matrice des V; (présentés en colonne) lamatrice |, auquel cas, les nouveaux vecteurs colonnes
forment un systémederang r.

Nous continuons aappeler V; lesvecteurs colonnes (méme s on aragjoutélamatrice |, ).

L'algorithme est divisé en étapes. L'étape numéro d+1 calcule lamatrice My ayant pour
colonnes les colonnes non nulles de |a triangul ée sans échange de colonnes d'une matrice M(@°
extraite de lamatrice M@ (on ne garde que les colonnes réellement utiles). Les matrices M©* et
leurs triangulées sont considérées comme divisées en zones horizontales, chaque zone
correspondant aux vecteurs de base X".e, pour une valeur fixée de l'indice k .

A chague étape certains vecteurs V; sont éventuellement «tués», c.-ard. réduits au vecteur
nul par le processus de triangulation (ceci n'arrive que si le K[X]-module & engendré par les V;
est deranginférieur a r).

A chague étape également sont éventuellement repérés des nouveaux vecteurs «candidats
pour laréduite de Hermite».

Hypothése implicite : Il n'y a pas de vecteur nul dans la liste de départ (sinon on la
raccourcit).

Etapen°l:Ona d=0. Onpose M©@*=M©O . On triangule sans échange de colonnes |a
matrice M©*. On obtient une matrice M, .

Transition de I'étape n°d+1 a I'étape n°d+2 : Lamatrice My vient d'étre calculée par
triangulation de la matrice M®* sans échange de colonnes. On supprime les colonnes
éventuellement nullesdans M’; ainsi que les colonnes correspondantes dans M@, Les vecteurs
V; correspondants sont rgjoutés alaliste des vecteurs morts.

Etape n°d+2 : Construire M@*D* 3 partir de M@* en rgjoutant unelignede 0 en bas de
chacune des zones, puis en rajoutant a gauche les vecteurs V; qui sont encore vivants.

Lamatrice M, acondition de rgjouter uneligne de O en bas de chague zone, représente le
début du calcul de latriangulée M’y,; de M@D®: il ne reste & traiter que les colonnes
nouvellement goutées.

Parmi |es nouveaux vecteurs colonnes qui apparaissent, certains donnent lieu a des vecteurs
candidats pour la réduite de Hermite. Plus précisément, il y adeux cas. Premier cas: s le premier
coefficient non nul d'un nouveau vecteur colonne de la triangul ée se trouve dans une zone qui
N'avait pas encore été atteinte (une zone est déclarée atteinte lorsgu'un vecteur de la triangulée a
une coordonnée non nulle dans cette zone et ses coordonnées dans les zones supérieures toutes
nulles, notez que les zones atteintes ne le sont pas nécessairement dans |'ordre croissant), et si le
degré correspondant est minimum parmi les vecteurs dans la méme situation, le vecteur,
transformé en un vecteur de polyndmes, est déclaré candidat. Deuxiéme cas: si le premier
coefficient non nul d'un vecteur colonne de la triangul ée se trouve dans une zone qui avait déa é&é
atteinte, mais s le degré correspondant est inférieur acelui du candidat précédemment retenu, et s
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le degré correspondant est minimum parmi les vecteurs dans la méme situation, le vecteur en
question, transformé en un vecteur de polynémes, remplace I'ancien candidat (moins méritant).

Fin de lI'algorithme : L'algorithme Sarréte lorsque, ala fin d'une étape, on constate que le
nombre de vecteurs restant en vie est égal au nombre de vecteurs candidats pour la réduite de
Hermite.

Les candidats sont aors recus al'examen avec les féicitations du jury (c.-a-d. que lamatrice
formée de ces vecteurs, en ordre convenable, complétée par e nombre convenable de colonnes
nulles, est bien une réduite de Hermite de lamatrice M ).

Preuve de la correction de |'algorithme

Reprenons les notations introduites au début de la deuxiéme méthode. La matrice M@ a
pour vecteurs colonnes ceux delaliste V(@ exprimée sur labase B,5, . Notonsaors v@* |a
liste extraite de '@ en supprimant les vecteurs qui dépendent linéairement (sur K ) des vecteurs
qui les précédent dans laliste. Comme @D = X @ « 4 et que lamultiplication par X ne
change pas ladépendance linéaire sur K , on anécessairement

(@D = @0 e
avec Vg1 V. Onadeplus Vg, tY'y parceque «V;0 % » signifie
V;O<Vy, ...V >+ XEED
cequi implique
ViO<Vy, ...V >+ XED

Il est alors clair, par récurrence sur d= 1, quelamatrice M@* construite au début de
I'étape d+1 correspond alalaliste X.v'@* » ', et quelle est remplacée, lors delatransition &
I'étape d+2 par lamatrice correspondant alaliste W'(@*D* =X @ « v

Donc chague matrice My est (aux colonnes nulles pres) la triangulée sans échange de
colonnes delamatrice M@ .

Nous allons en déduire gue I'instruction d'arrét est correcte.

Comme @D =X @ + @ ona g™V TXED +£D . Lesespaces &P non nuls
correspondent aux zones atteintes lors des étapes 1, ..., d+1. Si £ est non nul, l'inclusion
0D T X ED + 29 implique dimg(ED) = 1 + dimy (BD).

Par ailleurs dimy (5@) = card(v@*) = 2, dimy (5{9).

Donc, si alafin del'éape d+1 il reste en vie un nombre de vecteurs égal au nombre de
Zones atteintes, on a nécessairement :

— dimEED) =1+ dim(EP) pour lesindices k des zones atteintes,
=y, et
— E@D estlasommedirectede X.E@ et desdroites K.W,. (les candidats retenus).

Si on continuait I'algorithme avec des valeurs d’ supérieures, on ne changerait donc ni les
Zones atteintes, ni les vecteurs vivants, ni les polyndmes non nuls de degré minimum dans chacun
des £{9) non nuls.

Nous allons montrer maintenant que l'instruction d'arrét se produit aprés un nombre
d'étapes en un certain sensminimal. Plus précisément, nous posons la définition suivante.

Définition : Nous disons qu'une réduction de Hermite d'une matrice polynomiale M est
minimale lorsgue la matrice de passage correspondante est de degré minimum.
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Nous affirmons que I'algorithme sarréte des qu'une réduite de Hermite minimale est
calculée, donc forcément pour d<& =(r-1).9; .

Tout d'abord lorsque lamatrice M est derang r, aucun vecteur ne peut étre tué en cours
de route parce que r zones doivent étre en fin de compte atteintes. Par ailleurs, des que I'espace
2@ contient les r vecteurs colonnes d'une réduite de Hermite de M , latriangulation de M@
calcule de tels vecteurs, et donc I'algorithme sarréte puisque e nombre de zones atteintes est alors
égal au nombre de vecteurs en vie.

Notez que s on sait apriori étre dansle casdurang égal a r (par exemple dansle cas ou on
a collé sous la matrice a traiter la matrice identité, pour obtenir simultanément la matrice de
passage), |'écriture de I'algorithme peut étre simplifiée parce qu'il n'y a pas a gérer la question des
vecteurs morts, et |'algorithme termine des que r zones ont été atteintes.

Le raisonnement est a peine plus subtil si le rang de la matrice est strictement plus petit que r
. On considere lamatrice N derang r obtenue en collant lamatrice |, endessousde M. On
remargue gu'une réduction de Hermite minimale pour N en fournit une pour M et vice versa. On
remarque aussi que l'algorithme avec I'entrée M produit comme calculs une partie des calculs
exécutés avec I'entrée N . Soit t lerangde M et d le degré minimal d'une matrice de passage
de N auneréduite de Hermite N’. Lorsde I'étape d+1, et avec I'entrée N, I'algorithme calcule
une triangulée de N@ . Toutes les zones correspondant & des lignes des pivots de N’ sont
atteintes, et parmi elles r —t zones sont en dessous de M@ . Donc latriangulation de M@ tue
nécessairement les r —t vecteurs correspondants. Ainsi, lorsgue I'algorithme traite I'entrée M,
I'instruction d'arrét fonctionne au plustard al'étape d+1 .

Il semble par contre difficile de préciser exactement |'étape ou il sarréte. Tous les vecteurs
d'une réduite de Hermite de M peuvent en effet apparaitre pour la premiere fois dans un espace
2@ avec d' <d. Etil semble que selon les cas de figure, I'algorithme puisse sarréter dés
I'étape d’'+1 ou poursuivre plusloin, par exemple jusqu'al'étape d+1.

Estimation de la complexité de I'algorithme HERM|POL

Nous résumons I'étude précédente dans un théoreme :

Théoréme7 : Soit K uncorpset M unematricea s ligneset r colonnes a coefficients dans
K[X]. Notons &; = deg(M) le degré maximum d'un polynébme entréede M , et
& =inf(s,(r — 1)).8; . Supposons qu'une réduction minimale de Hermitede M soit obtenue
avec une matrice de passage de degré d . (rappelons que nécessairement d< ')
Lorsgu'on applique I'algorithme HERMIPOL alamatrice M le calcul exécuté est latriangu-
lation sans échange de colonnes d'une matrice aentrées dans K dont les caractéristiques sont
les suivantes:
— lesentrées sont toutes nulles ou égales a des coefficients des polyndmes entrées de M
— lenombredelignesest <s.(1+ d;+d)

— lenombre decolonnesest <r.(1+d)

Remarques complémentaires :

1) La méthode retenue pour la triangulation doit étre choisie en fonction des
circonstances. Si les coefficients des polyndmes sont dans un corps fini, on utilisera le pivot de
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Gauss classique. Sils sont dans un anneau intégre avec division efficace (lorsqu'elle est exacte)
on utiliserala méthode de Bareiss, ou dans certains cas favorables une méhode modulaire. Sinon
on utilisera la méthode de Berkovitz-Samuelson : |'avantage de celle-ci est aussi de pouvoir
sappliquer au cas d'un anneau «non encore entierement précisé» quotient intégre d'un anneau par
un idéal premier non encore précisé. Ce serale cas par exemple s on travaille dans une extension
de corpscadréealaD5 (cf.[DD] et [DDD].)

2)  On obtient une réduite de Hermite «presgue normale» (les degrés a gauche d'un pivot
sont inférieurs ou égaux au degré du pivot, au lieu d'étre strictement inférieurs) si on poursuit
I'algorithme une étape de plus et s on retient comme candidats les derniers vecteurs calculés. 11 est
aorsfacile de calculer laréduite normale.

3) Les matrices que I'on traite contiennent relativement beaucoup de zéros, et peu de
coefficients distincts. Sans doute serait-il utile d'explorer les possibilités de simplification que cela
introduit dans les divers algorithmes de triangulation. Rappelons que I'algorithme des sous-
résultants gagne un ordre de grandeur en nombre d'opérations arithmétiques dans le cas le plus
simple, qui correspond & une matrice avec une ligne et deux colonnes de polynémes.

4)  Lacomplexité de I'algorithme dépend de la taille de I'entrée mais est améliorée si la
qualité de la sortie est “bonne” : matrice de passage de degré relativement petit (on peut voir que ce
serale cas notamment si les degrés des pivots sont relativement grands). En ce sens, c'est un bon
algorithme, car il permet d'avoir des calculs relativement courts dans les cas qu'on peut estimer les
plus intéressants.

5) Lefait de garder les vecteurs candidats lors de leur premiére apparition (en tant que
«vecteur de polynémes ayant sa coordonnée pertinente de degré minimum parmi les vecteurs
analogues») permet de minimiser a priori la taille des coefficients des entrées de la réduite de
Hermite, puisgue celarevient a minimiser lataille des déterminants auxquels ces coefficients sont
égaux. En particulier, on aura en général des coefficients plus petits en taille que ceux des
polyndmes de la réduite normale, qui n'est pas nécessairement une réduite minimale.

4) Reésultats expérimentaux

L'algorithme Hermipol a été, en particulier, implémenté par Gilles Villard (IMAG,
Université de Grenoble) en MapleV.3 (avec le pgcd de deux polyndmes comme opération de
base). Gilles Villard a ensuite effectué une comparaison en utilisant alternativement dans des
programmes Maple cet algorithme d'une part, I'algorithme de triangulation standard de Maple
d'autre part. La comparaison a été effectuée sur un Sun5, en relancant une session Maple pour
chaque essai.

Nous remercions Gilles Villard poura voir réalisé cette expérimentation et nous avoir
communiqué les résultats.

Premiere séried'essais:

- les coefficients des matrices sont des polyndmes de degré 3, a coefficients en valeur

absolue inférieurs ou égaux a9, générés a éatoirement, les dimensions des matrices varient de 4 a
9, lestemps sont exprimeés en secondes :
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Standard Hermipol Rapport
dm=4 13 3 4,3
dm=5 172 12 14,3
dm=6 1795 40 44,8
dm=7 12770 113 109
dm=8 70882 321 221
dm=9 777? 753

Comparaison des temps d'exécution exprimés en secondes

Concernant lamémoire, Maple donne deux quantités, la mémoire totale utilisée au cours de
I'exécution (cumul), et lamémoire utilisée aun instant t donné, ici lafin de I'exécution (allocation
effective al'ingtant t) I'unité est le MégaMot :

Standard Hermipol
total dim 8 594,0 26,0
t=findim 8 27,3 3,7
Comparaison des espaces mémoire utilisés

Deuxiéme série d'essais

- les coefficients des matrices sont des polyndmes de degré 8, les matrices sont de dimension
3, les coefficients sont générés aléatoirement dans des bornes de plus en plus grandes, les temps
sont exprimés en secondes :

Standard Hermipol Rapport
|coeff| < 9 16,55 36,42 2,6
|coeff| < 99 86,3 15,15 5,7
|coeff| < 999 195 26,35 7,4
|coeff| < 9999 337 44,36 7,6
|coeff| < 99999 518 60 8,53
|coeff| < 999999 818 89 9,2

Comparaison des temps d'exécution exprimeés en secondes

allocation en MégaMots:

Standard Hermipol
total 999999 18,5 5,3
t=fin 999999 2,8 1,5

Comparaison des espaces mémoire utilisés

Conclusion:

Ces comparaisons montrent une incontestable supériorité d'Hermipol sur I'algorithme
standard de triangulation de Maple. Cette supériorité est d'abord due a une forte économie en
espace mémoire.



Réduction de Hermite d'une matrice a coefficients polynomiaux 21

Roger MARLIN Henri LOMBARDI Salah LABHALLA
Département de Mathématiques L aboratoire de Mathématiques Dép. de Mathématiques
UFR des Sciences URA CNRS 741 Université de Marrakech
Université de Nice UFR des Sciences et Techniques Bd de SAFI. BP S 15
06034 NICE Cédex Université de Franche-Comté MARRAKECH
FRANCE 25030 BESANCON Cédex MAROC

FRANCE
emall : email :
marlin@sophiainriafr |ombardi @math.univ-fcomte.fr

Bibliographie, références

[Bar]

[Ber]

[CC]

[DD]

[DDD]

[DKT]

[Frul]

[Fru2]

[Fru3]

[GLRR]

[HM]

[1i1]

[11i2]

[Kan]

[KB]

BareissE. H.: Sylvester's Identity and Multistep Integer-Preserving Gaussian
Elimination. Math. Comp. 22 565-578 (1968) .

Berkovitz S. J. :  On computing the determinant in small parallel time using a small
number of processors . Information Processing Letters 18 numéro 3 147-150
(1984) .

Chou T.-W., Callins G. : Algorithms for the solution of systems of linear diophantine
equations. Siam J. on Computing 11 numéro 4 687-708 (1982)

Dicrescenzo C., Duval D. : Algebraic extensions and algebraic closure in Scratchpad.
Symbolic and algebraic computation (ISSAC 88). Lecture Notesin Computer Science
358, p 440-446 (1989). (Springer)

Della Dora J., Dicrescenzo C., Duval D. : About a new method for computing in
algebraic number fields Proceedings Eurocal'85. Lecture Notes in Computer Science
204, p 289-290 (1985). (Springer)

Domich D., Kannan R., Trotter L. : Hermite normal form computation using modulo
determinant arithmetic, Math. Oper. Res., 12, pp. 50-59 (1987)

Frumkin M.: An application of modular arithmetic to the construction of
algorithms solving systems of liear equations. Soviet. Math. Dokl., 17, pp. 1165-
1169. (1976)

Frumkin M. Polynomial time algorithms in the theory of linear diophantine
equations. In Fundamentals of computation theory, M. Karpinsky ed. LNCS 56. pp.
386-392. (1977)

Frumkin M.: Complexity questions in number theory. J. Soviet. Mat., 29, pp.
386-392 (1985)

Gonzalez L., Lombardi H., Recio T., Roy M.F.: Sécialisation de la suite de Surm et
sous-résultants. | . RAIRO Informatique théorique et Applications vol 24, n°6, 1990,
p. 561-588. (Version plus détaillée, dans CALSYF journées du GRECO de Calcul
Formel 1989)

Hafner J., McCurley K. : Asymptotically fast triangularization of matrices over rings.
Siam J. Comput., 20 (6), 1068-1083 (1991)

IliopoulosC.:  Worst-case complexity bounds on algorithms for computing the
canonical structure of finite abelian groups and the Hermite and Smith normal forms of
an integer matrice. Siam J. on Computing 18 numéro 4 658-669 (1989)
lliopoulosC.:  Worst-case complexity bounds on algorithms for computing the
canonical structure of infinite abelian groups and solving systems of linear diophantine
equations. Siam J. on Computing 18 (4) 670-678 (1989)

Kannan R.: Solving systems of linear equations over polynomials. Theoretical
Computer Science 39 69-88 (1985).
Kannan R., Bachem A. : Polynomial algorithms for computing the Smith and Hermite

normal forms of an integer matrix. Siam J. on Computing 8 numéro 4 499-507
(1979)



22

[KKS]

[Lom]

[Loo]

[Sam]
[Sch]

[Vil]

Labhalla, Lombardi, Marlin

Kaltofen E., Krishnamoorthy M., Saunders B. D. : Fast parallel computation of
Hermite and Smith normal forms of polynomial matrices. Siam J. on Algebraic and
Discrete Methods 8 numéro 4 683-690 (1987)

Lombardi Henri. : Sous-résultants, suite de Sturm, spécialisation. 2€Me partie de la
these soutenue en juin 89 a Nice. Réimpression : Publications Mathématiques de
I'Université (Besangcon). 88-89. Théorie des Nombres. Fascicule 2.

LoosR.: Generalized poynomial remainder sequences. Dans Computer Algebra,
Symbolic and Algebraic Computation 115-138. Edité par Buchberger, Collins,
Loos. Springer Verlag 1982.

Samuelson P. A. : A method for determining explicitly the coefficients of the
characteristic equation . Ann. Math. Stat. 13 (1942) 424-429.

Schrijver A.: Theory of integer and linear programming. John Wiley. New-Y ork.
(1985)

Villard G.: computation of Smith normal forms of polynomial matrices. Rapport
technique dec 92. LMC Imag Grenoble



