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Résumé

D’une part, nous développons la théorie générale des inverses généralisés de matrices en la
mettant en rapport avec la théorie constructive des modules projectifs de type fini. D’autre
part nous précisons certains aspects de cette théorie liés au calcul formel et a I’analyse
numérique matricielle. Nous démontrons en particulier qu’on peut tester si un A—module
de présentation finie est projectif et calculer une matrice de projection correspondante « en
temps polynomial ». Plus précisément pour une matrice A € A™*™ on peut décider s’il
existe un inverse généralisé B pour A (c’est-a-dire une matrice B vérifiant ABA = A et
BAB = B) et, en cas de réponse positive, calculer un tel inverse généralisé par un algo-
rithme qui utilise O(p® ¢?) opérations arithmétiques (avec p = inf(m,n), ¢ = sup(m,n)) et
un nombre polynomial de tests d’appartenance d’un élément a un idéal engendré par « un
petit nombre d’éléments. ».

Introduction

Dans cet article A désigne un anneau commutatif arbitraire. D’une part, nous développons
la théorie générale des inverses généralisés de matrices en la mettant en rapport avec la théorie
constructive des modules projectifs de type fini. D’autre part nous précisons certains aspects de
cette théorie liés au calcul formel et a I’analyse numérique matricielle.

Nous utiliserons une mesure assez grossiere de la complexité des calculs sur machine : cette
complexité sera mesurée essentiellement a travers le nombre d’opérations arithmétiques de base
dans A.

Nous supposerons en outre souvent qu’il y a sur ’anneau A un test explicite d’appartenance a
un idéal de type fini (I’anneau est « fortement discret » selon la terminologie des mathématiques
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2 Introduction

constructives). Par exemple un corps explicite est fortement discret si et seulement si il possede
un test d’égalité & zéro. Nous supposerons aussi que ce test pour « x € (x1,...,x,) 7 » (avec la
réponse complete en cas d’appartenance) utilise un nombre d’opérations « élémentaires » borné
par O(n®) (nous ne précisons pas plus la nature exacte de ces opérations). Nous dirons alors
que A est O(n®)-fortement discret. Notez que le test & zéro utilise donc un nombre d’opérations
élémentaires borné par une constante.

Dans la suite une « opération élémentaire » sera ou bien une opération arithmétique de
base dans ’anneau, ou bien 'une des opérations élémentaires qui interviennent dans le test
d’appartenance a un idéal de type fini.

Par exemple on a facilement.

Lemme 0.1 Sur un anneau O(n®)-fortement discret, on a un test pour déterminer si un idéal
de type fini (x1,...,xy,) est idempotent et donner, en cas de réponse positive un générateur idem-
potent de l'idéal. Ce test utilise un nombre d’opérations arithmétiques en O(n*) et un nombre
d’autres opérations élémentaires en O(n?s+1).

Preuve Résulte immédiatement du « déterminant trick » qui prouve qu'un idéal de type fini
idempotent est engendré par un idempotent. On a besoin du résultat des n tests d’appartenance
«xi € (x1,...,2,)° 7 ». Le O(n*) opérations arithmétiques provient du calcul du déterminant
qui fournit I'idempotent recherché. a

Un systeme linéaire sur A, présenté sous forme matricielle AX =Y (A4 € A™*"), est parti-
culierement « agréable » si on peut calculer une solution (quand il en existe une) en fonction
lindaire de Y, autrement dit, quand il existe une matrice B € A™*™ telle que ABAX = AX
pour tout X, i.e. ABA = A. Dans le cas ou ceci est possible, nous disons que ’application
linéaire définie par A est localement simple. Si en outre B A B = B la matrice B est appelée un
inverse généralisé de A.

La littérature sur le sujet des inverses généralisés est assez considérable. Nous renvoyons plus
particulierement a [1], [2], [3], [6] ou [15].

Pour ce qui concerne les modules projectifs de type fini qui donnent pour I’essentiel la méme
théorie sous une forme un peu plus abstraite, nous renvoyons a [11] et pour un traitement
élémentaire et constructif a [7].

Nous citons maintenant quelques résultats significatifs obtenus dans le travail présent.
Nous devons d’abord introduire (ou rappeler) quelques définitions.
Soient F et F' deux A—modules. Deux applications linéaires ¢ : E — F et ©* : F — FE sont
dites croisées si on a :
Imp@dKerp®*=F, Kerp®Imp®*=F (1)

Nous notons @,, la matrice diagonale ayant pour coefficient en position (k, k) la puissance
t*=1 ot ¢ est une indéterminée. Si A € A™*™ on note A° la matrice Q,, ! A Q.

L’anneau A(t) est le localisé S~tA[t] ot S est 'ensemble des polynémes primitifs (i.e., les
coefficients engendrent 'idéal (1)).

Certains des énoncés qui suivent sont un peu moins précis que dans le texte.

Les deux premiers théoremes que nous citons doivent sans doute se trouver dans la littérature.
Du moins il est raisonnable de penser qu’ils font partie du folklore.

Théorémes 4.1 et 4.5 Soient E un A—module projectif de type fini, p : E — E une application
linéaire et Pp(Z) = det(Idp+2Zp) = 143 45, de Zt. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est croisée avec elle-méme, et Im ¢ est un module projectif de rang k.

2. p est de rang < k et di, est inversible.
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3. deg P, <k, dj, est inversible et, en définissant © par
T =dp_1p — dp_o@® + -+ + (=1)F 1ok,
on a les égalités ™o = dj, et 2 = dj, .
Les théoremes qui suivent sont, a notre connaissance, nouveaux.
Théorémes 4.3 et 4.4 Soient E et F deux A—modules projectifs de type fini et deux applica-

tions linéaires p : B — F et p* : ' — E. Posons Pype (Z) = det(Idp+ Zpp®) =1+ 5 ar VA
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ¢ et p® sont croisées et Im p est un module projectif de rang k.
2. v et p* sont de rang < k et ay, est inversible.

3. deg Pype < k, ay, est inversible et, en définissant 0 par

0 = ap_1¢° — ar_2%pp® + -+ (—1)F L (pp

on a les deux égalités 00 p = ax @ et P* Yl = ay P°.
Théoreme 4.7 Soient E et F deux A—modules projectifs de type fini engendrés par n éléments
(ou moins), et deux applications linéaires ¢ : E — F et ¢* : F — E. Alors on peut, avec un
nombre d’opérations arithmétiques en O(nt), et un nombre de tests « & € (y)? » en O(n3),

décider si ¢ et p® sont croisées, et en cas de réponse positive calculer des inverses généralisés
de ¢ et ©* en O(n*) opérations arithmétiques.
Théoréeme 5.5 Soit une matrice A € A™ ™. On pose P(Z,t) = det(l, + ZAA°) = 1 +
> o> ge(t)Z¢. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est localement simple de rang k sur A.
A est localement simple de rang k sur A(t).
A et A° sont croisées sur A(t), de rang k.
A et A° sont croisées sur A(t), deg,(P) < k et le polynome t*"=F) g, () est primitif.
deg,(P) < k, le polynéme t*"=K) g, (t) est primitif et si on pose B(t) = gp_i1(t)A° —
Gho(t)ACAA° + -+ (1)1 (A°A)F1A° ona A B(t)- A= gi(t) A.
Si A est un anneau réduit, la derniére condition se simplifie en « deg,(P) < k et le polyno-

me t*"=F) g, (t) est primitif ». Lorsque les conditions sont vérifiées B(t)/gr(t) est un inverse
généralisé de A sur Uanneau A(t).

ARSI

Théoréme 5.7 Soit une matrice A € A™ ™. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est localement simple sur A.
2. A est localement simple sur A(t).
3. A et A° sont croisées sur A(t).

Théoréme 5.8 Sur un anneau A fortement discret, on peut tester si une matrice A € A™*" est
localement simple, et en cas de réponse positive, calculer un inverse généralisé de la matrice. Soit
p = min(m,n), ¢ = max(m,n). Si l'anneau est O(n®)-fortement discret, ces calculs consomment
O(P% ¢ +pq*) opérations arithmétiques et O(p* q+pg® ) autres opérations élémentaires. Avec
les mémes bornes de complexité, on calcule un inverse généralisé de A et des matrices de pro-
jection sur le noyau et sur l'image de A.

Dans nos calculs de complexité, nous avons utilisé les algorithmes de multiplication usuels
pour les polynémes et les matrices. On peut donc améliorer les performances en utilisant des
algorithmes de multiplication rapide.
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Signalons enfin que les preuves de cet article reposent en partie sur des identités de Cramer gé-
néralisées (voir sections 1.1 et 2) dont nous avons eu du mal a trouver la trace dans la littérature.
Nous remercions & ce sujet d’une part les statisticiens indiens et d’autre part Mustapha Rais
pour un exposé & Poitiers dans lequel il interprétait les résultats de [4] au moyen de la théorie
des invariants.

1 Identités de Cramer et premier inverse généralisé

1.1 Formules de Cramer usuelles et inusuelles

Une matrice A € A™*" sera dite de rang < k si tous les mineurs d’ordre k+ 1 sont nuls. Pour
une matrice A € A™*™ nous noterons A, g la matrice extraite sur les lignes o = {a1,..., .} C
{1,...,m} et les colonnes 3 = {f1,...,0:} C {1,...,n}.

Sl B est une matrice carrée d’ordre n, nous notons B ou Adj B la matrice cotransposée (on
dit parfois adjointe). La forme élémentaire des identités de Cramer s’écrit alors B B=BB-=
det B 1,,.

Supposons la matrice A de rang < k. Soit V € A™*! un vecteur colonne tel que (A|V) soit
aussi de rang < k. Appelons A; la j- éme colonne de A. Soit i 3 = det(Aq g) le mineur d’ordre
k de la matrice A extrait sur les lignes v = {a, ..., ax} et les colonnes 5 = {f,..., Ok }. Pour
Jj=1,...,k soit v, g; le déterminant de la méme matrice extraite, a ceci preés que la colonne
j a été remplacée par la colonne extraite de V sur les lignes a. Alors on obtient pour chaque
couple (v, #) de multi-indices et chaque j € {1,...,k} une identité de Cramer :

ta V = Z Va,8,j A (2)

due au fait que le rang de la matrice (Ay 3| V) est < k. Ceci peut se relire comme suit :

Va,ﬁ,l
papV = [Ag ... Ap ] L] =
Va,ﬂ,k
'Ual
= [Ag ... Ag | Adj(Aap) | ¢ | =
Vay,

= A (In)l..n,b’ Adj(Aa,,B) (Im)a,l..m |4

Ceci nous conduit & introduire la notation suivante

Notation 1.1 Nous notons Py, I'ensemble des parties & k éléments de {1,...,¢}. Pour A €
A™ et o € P, B € Prpn nous notons

Adjq,6(A) = (In)1.n,5 Adj(Aa,s) (In)a,1..m -
L’égalité précédente s’écrit alors :
Has V = AAdj, s(A)V (3)
Comme conséquence on obtient, toujours sous 'hypothese que A est de rang < k :

Hop A = AAdj, 5(4) A (4)
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Voici un exemple de I'égalité pn3 V' = AAdj,3(A)V pour voir la matrice Adj, 5(A).
Supposons que nous avons le systeme linéaire :
5 =5 7 26 U1
9 0 2 X = 6 = | v |,
13 5 =3 —14 U3

avec rg(A) =rg(A|V) = 2. Prenons a = {1,2} et § = {2, 3}, alors :

-5 7 26 7 -5 26 Adi(A, ») 2 -7
:U’a, = Y UOL, s = 7Ua, s = 9 J «, = ’
T e S Yo s
0 0 Lo o 0O 0 O
B)rssg=|1 0], (I3a1.3= [ 010 } ;o Adjag(A) =12 -7 0|,
01 (0 =5 0
et
. [ v
LapV = 0ap1ls+oapaAs=1[ A As] Adj(Aap) U; ] =
1 0

0 0
= A1 0 A@mm)h)lg}V—AN%AMV
0 1

Définition 1.2 Soit A € A™*", les idéaux déterminantiels de la matrice A sont les idéauz
Di(A) := lidéal engendré par les mineurs d’ordre k de la matrice A

ot k est un entier arbitraire. Pour k < 0 les mineurs sont par convention égaux d 1, pour
k > min(m,n) ils sont par convention égaux a 0. Si A est la matrice d’une application linéaire
@ les idéaux Di(A) ne dépendent que de ¢ et sont donc aussi appelés idéaux déterminantiels de
I’application linéaire .

Les identités de Cramer vues précédemment fournissent des congruences qui ne sont soumises
a aucune hypothese : il suffit par exemple de lire (3) dans 'anneau quotient A /D1 (A | V') pour
obtenir la congruence (5).

Lemme 1.3 Awvec les notations précédentes mais sans aucune hypothese sur la matrice A ou le
vecteur V' on a pour o € Py, B € Prp

papV = AAdj,5(A)V  mod Dip(A|V) (5)
Mo, 3 A = AAd‘]a’ﬁ(A) A mod Dk+1(A) . (6)
Une conséquence immédiate de 'identité de Cramer (4) est I'identité suivante moins usuelle.

Proposition 1.4 Soit A € A™*™ de rang < k avec Di(A) = (1). Précisément supposons

Zaepk,m,ﬂem,n Cap flap =1 et posons B = Zaem,m,ﬁem,n a5 Adjap(4)

Alors
ABA=A. (7)

En conséquence A B est une projection et Imn A = Im AB est facteur direct dans A™.
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L’identité suivante est encore plus miraculeuse (voir [2] théoreme 5.5).

Proposition 1.5 (Prasad et Robinson) Avec les hypothéses et les notations de la proposition
précédente, siVo, & € Py, V3,0 € Pen CapCap = Cap Cor,gs alors

BAB=B. (8)

1.2 Applications linéaires simples et lemme de la liberté

Nous ne savons pas s’il existe une terminologie officielle pour la notion suivante.

Définition 1.6 Une application linéaire ¢ : E — F' entre deuxr A—modules libres de dimensions
finies est dite simple (de rang k) si, pour des bases convenables (e1,...,en) et (fi,..., fm) de
EetF ona:ople)=fisii<ketople)=0sii>k.

Il revient au méme de dire que Ker ¢ et Im ¢ sont libres et admettent des supplémentaires libres.
Ou encore que la matrice de ¢ sur des bases arbitraires de E et I’ s’écrit A = U I, ,, V avec U

et V inversibles, et I, , € A™*" est de la forme [Ig O} .

Si on pose B=V"! Ik nm U~! on a immédiatement
ABA=A e BAB=B.

L’application linéaire x — ax de A dans A est simple si et seulement si a est nul ou inversible.

Le rang d’une application linéaire simple est bien défini dés que I’anneau n’est pas trivial.
Avec l'anneau trivial par contre, toutes les applications linéaires sont simples, de tous rangs
(cette remarque est nécessaire pour admettre sans réticence le lemme 1.7 ainsi que le point 8 du
théoreme 3.3).

Le lemme suivant (voir [7]) est immédiat.

Lemme 1.7 (lemme de la liberté) Soit ¢ : E — F une application linéaire de rang < k entre
deur A—modules libres de dimensions finies. Soit A une matrice représentant ¢ sur des bases
de E et F. Soit u un mineur d’ordre k de A. Si u est inversible, ¢ est simple de rang k. En
particulier ¢ est toujours simple de rang k sur Uanneau A[1/ ).

1.3 Systemes fondamentaux d’idempotents orthogonaux

Un systeme fondamental d’idempotents orthogonaux (sfio) est une famille finie (7;)1<i<p qui
vérifie rir; = 0si i # jet > r; = 1. Il revient au méme de se donner un tel systéme dans
A ou de se donner un isomorphisme A — Aj x --- x A,. L’'idempotent r; dans A correspond
alors au « vecteur » (0,...,0,1,0,...0) avec 1 en position 7 dans A; x --- x A,,. Chaque A; est
isomorphe & A[l/r;] ~ A /(1 —r;), ou encore a 'idéal r; A qu’on considére comme un anneau
unitaire en prenant r; comme élément neutre pour la multiplication (attention, ce n’est pas un
sous anneau de A, parce que le neutre n’est pas le méme).

Dans nos énoncés, nous ne supposerons pas que tous les r; dans un sfio sont non nuls.
Cela nous simplifie la vie (et les énoncés) notamment lorsqu’on n’a pas de test d’égalité a 0
dans l'anneau considéré. Il faut simplement se rappeler que 'anneau A[1/0] est trivial pour
comprendre pourquoi les énoncés restent justes.

Une généralisation naturelle de la notion d’application linéaire simple lorsque I’anneau posséde
des idempotents est la suivante.

Définition 1.8 Une application linéaire ¢ : E — F' entre deux A—modules libres de dimensions
finies est dite quasi-simple si, pour des bases convenables (e1,...,ey) et (fi,..., fm) de E et F
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on a:@(e;) =rifi (1 <i<inf(m,n)) ou les r; sont des idempotents vérifiant ririv1 = Ti+1
(1 <i<inf(m,n)), et si et p(e;) =0 pour i > inf(m,n).

Posons 79 = 1, Ting(mn)+1 = 0 et s; = 1y — 141 (0 <4 < inf(m,n)). Alors les s; forment un
sfio et ¢ devient simple de rang k lorsqu’on étend les scalaires a 'anneau A[1/sg].

Réciproquement il est facile de voir qu’une application linéaire qui devient simple chaque
fois qu’on localise en les éléments d’un sfio est quasi-simple.

1.4 Inverses généralisés et applications linéaires croisées

Dans les sections suivantes, nous donnerons plusieurs généralisations du résultat des pro-
positions 1.4 et 1.5, qui nous donnent notre premier « inverse généralisé ». La terminologie
concernant les inverses généralisés ne semble pas entierement fixée. Nous adoptons celle de [6].
Dans [2] I'auteur utilise le terme « reflexive g-inverse » :

Définition 1.9 Soient E et F' deux A—modules, et une application linéaire ¢ : E — F. Une
application linéaire ¢ : F' — E est appelée un inverse généralisé de @ si on a poop = ¢ et
Yopory =1
Dans ces conditions, on vérifie que @1 et ¥ ¢ sont des projections, que Imp = Im @1,
Imy =Imvy @, Ker p = Ker ¢ ¢, Kery = Ker p 1), et donc E = Ker p®Im ¢ et F' = Ker v ®Im ¢.
Si on a une application linéaire 1, vérifiant @11 ¢ = ¢ on obtient un inverse généralisé en

posant 1) = 1 @ 1.
Le lemme suivant décrit les inverses généralisés d’une application linéaire simple.

Lemme 1.10 Soit E et F' des modules libres de dimensions finies et ¢ : E — F une application
linéaire simple dont la matrice sur des bases fizées est A=Ul.;,n V (U et V sont inversibles,
cf. définition 1.6). Alors les inverses généralisés de ¢ sont toutes les applications linéaires ayant
(sur les mémes bases) une matrice B € A™™ de la forme suivante (avec C € A7) ¢t

D e Aln=r)xr) .
_ —1 Ir C —1
B=V {D pc|Y

Si 1) est un inverse généralisé de ¢, alors ¢ et ¢ sont croisées.

Réciproquement, la connaissance d’une application linéaire croisée avec ¢ permet de calculer
un inverse généralisé de p. En effet si ¢® est croisée avec ¢, ¢ se restreint en un isomorphisme
o de Im ¢® sur Im ¢ et ¢® se restreint en un isomorphisme g de Im ¢ sur Im ¢*®. On a :

Imp = Imepe*, Kerg® = Kerpp®,

9
Kerop = Ker¢p®p, Imp®* = Ime®p. ©)

Notons 7y, : ' — F la projection sur Im ¢ parallelement & Ker ¢®. On définit ’application
linéaire ¢ : F' — E par

YyEF  ¥(y) =5 (Tme(y)). (10)

Il est alors clair que ¥ convient comme « inverse généralisé de ¢ via ¢* » au sens du théoreme

suivant.

Théoreme et définition 1.11 Sip: E — F et ¢*: F — E sont croisées il existe une unique
application linéaire ¢ : F' — E vérifiant les deux conditions :

1. p o est la projection sur Im ¢ paralléelement a Ker °® ;

2. Y o est la projection sur Im p® parallélement a Ker .
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Cette application linéaire 1 peut étre aussi caractérisée par les 4 €galités suivantes :

porop=nop, Yoporp =1, e*opo) =¢°, Yopop® =t (11)

Nous dirons que 1 est 'inverse généralisé de ¢ via ¢® et nous le noterons 1 = Ig(p, ¢*) = olee.
Preuve Il nous reste a voir que les quatre égalités suffisent.
Puisque pp o =pet ppp =y ona B =Kerp@Imy, FF = Kery @ Im ¢, ¢ est la projection
sur Im ¢ parallelement a Ker vy et ¢ ¢ est la projection sur Im ¢ parallelement a Ker . Il nous
suffit donc de montrer que Ker ¢* = Ker ¢ et Im ¢®* = Im .
La troisieme égalité implique Kervy C Ker ¢®. On conclut Ker p®* = Kerv en remarquant que
F=Kerty ®Imp = Kerp®*®Imgp.
De méme la derniere égalité implique Im ¢* C Im v et on conclut de la méme fagon. O
Le théoreme précédent correspond a la définition donnée par Moore, dans le cas d’espaces
vectoriels hermitiens, avec pour ¢*® la conjuguée ¢*, ce qui donne des projections orthogonales
et I'inverse de Moore-Penrose.
Lemme 1.12 Si ¢ et ¢® sont croisées, alors pp® est croisée avec elle-méme (méme chose pour
©°p). En outre si 6 =1Ig(pp®, pp®) alors o6 = Opp®, 0 = Ig(¢°, ) Ig(p, ¢°), 0 = Ig(p, ¢*)
et 0p = Ig(¢°®, ).
On a une caractérisation purement équationnelle de la situation du théoréme 1.11, & condition
d’introduire les deux inverses généralisés.
Proposition 1.13 Soient E et F' deur A—modules et deux applications linéaires p : B — F et
p*: F— F.
1. Si @ et p® sont croisées, posons ¥ = Ig(p, ¢®) et ¥* =Ig(¢®, ¢). On a :

popoyp = ¢ p*oh®op® =° pop = Yoy

(12)
Yopoy = YProgpto® =v° Yop = oyt

2. Réciproquement si ¢ et 1 vérifient les égalités (12), alors ¢ et ¢® sont croisées, 1 =
Ig(p, ¢°) et ¥* =Ig(¢®, ).
Un cas particulier est le suivant :

Proposition 1.14 Soit E un A—module et une application linéaire p : E — E.

1. Si ¢ est croisée avec elle-méme, posons ¥ = Ig(p,p). On a :
poop = ¢ Yopoty = 9 pop = 1oy (13)

2. Réciproquement si 1 vérife les égalités (13), alors ¢ est croisée avec elle-méme et ¢ =
Ig(, ).
Dans [2], lorsque sont vérifiées les égalités (13), ¢ est appelé un « group inverse » de .

1.5 Le cas des modules de type fini

Nous développons maintenant un petit peu d’algebre linéaire sur les modules de type fini,
en donnant quelques résultats bien connus pour les espaces vectoriels de dimension finie qui
généralisent de maniere parfois inattendue.

Proposition 1.15 ([9] chap. III, exo. 9 p. 80) Soit E un A—module de type fini et ¢ : E — E
une application linéaire surjective. Alors @ est un isomorphisme.



Proposition 1.16 Soit £ un A—module de type fini et une application linéaire p : E — FE.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. E=Imp®Kerp (i.e. ¢ est croisée avec elle-méme).
2. E=Imyp+ Kery
3. Tmp = Im 2.

Preuve 1 implique clairement 2 et 3.

2 implique 3 : Tout x € E s’écrit x = ¢(y) + z avec ¢(z) = 0 donc tout p(x) € Im¢ s’écrit
¢ (y)-

3 implique 2 : Si p(z) = ¢(p(y)) alors p(z — p(y)) = 0 donc = = p(y) + z avec p(z) = 0.

2 et 3 impliquent 1 : Soit g : Imp — Im¢ obtenue par restriction de . Le module Im ¢
est de type fini puisque F est de type fini. Mais q est surjective par hypothese. Donc, par la
proposition 1.15 ¢q est bijective. Ceci implique clairement Ker ¢ N Im ¢ = 0. O

De la méme facon :

Proposition 1.17 Soient E et F' deux A—modules de type fini. Des applications linéaires ¢ :
E— Fety®: F— FE telles que Im ¢® + Ker p = E et Im p + Ker ¢®* = F sont croisées.

Preuve Si Imp® + Keryp = F alors Img ~ E/Keryp ~ Im¢®/(Ker o N Im ¢®). De maniere
symétrique Im ¢*® est isomorphe a un quotient de Im ¢. En composant ces deux isomorphismes
on trouve que Im ¢ est isomorphe & un quotient de lui-méme par un sous-module plus grand
que Ker ¢ NIm ¢®. La proposition 1.15 implique donc que Ker ¢ N Im ¢®* = 0. Méme chose pour
Ker p®* NIm . O

2 Interprétation de l’inverse généralisé avec des identités de
Cramer

Lorsqu’on a une matrice carrée A d’ordre n, il y a deux maniéres tres différentes de calculer
sa matrice cotransposée Adj A. La premiere consiste a calculer ses coefficients qui sont, au signe
pres, des mineurs d’ordre n — 1 de A. La seconde consiste a utiliser le théoreme de Cayley-
Hamilton qui nous fournit un polynéme Q(X), facilement déduit du polynéme caractéristique,
vérifiant AQ(A) = det A I,,. Alors Adj A = Q(A). Cette coincidence peut étre vue comme une
famille d’identités algébriques remarquables. Dans cette section nous généralisons ce résultat
« en rang k < n ». Les choses sont cependant un peu plus délicates et il est plus pratique de
travailler avec deux applications linéaires.

Dans cette section E et F' sont des modules libres de dimensions finies. On considere deux
applications linéaires ¢ : E — F et ¢®* : F' — E. On ne suppose pas a priori que ¢ et ¢® sont
croisées. Soient A et A® des matrices pour ¢ et ¢® sur des bases fixées de F et F. On note pour
simplifier pq,g = det(Aag) et pf , = det(A43 ).

La formule de Binet-Cauchy montre que :

Lemme 2.1 Sip est la plus petite des dimensions de E et F' et si det(Idg+Z ¢*¢) = 1+a1Z+
-+ apZP alors, pour tout k <p :

ap = Z % .
k aepkﬂmﬂepk,n Mﬂ7a ILL(LB
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Notation 2.2 On reprend les hypotheéses précédentes. On notera ng)(cp) = di(¢*¢) = ai. Nous

les appelerons des coefficients de Gram mixtes. Enfin nous définissons Adj,e ,(¢) et Adjfak.)(tp)
par :

Adjge (@) = 15,0 Adja,p(#) (14)

ZaePk,m,BePk,n

-(k ° . . — . -1, e
Adi (@) = 19" —ar a9+ (C1) ) et (15)
A priori I'application linéaire que nous avons notée Adje 1(¢) dépend du choix des bases de
FE et F. Nous allons voir bientot qu’il n’en est rien. En effet nous allons montrer :

Théoréme 2.3 On a toujours :

Ad) R (9) = Adjge () (16)

En fait ces applications linéaires sont aussi égales au gradient de la fonction ¢ — di(p®p)
(notez bien que ©* est ici une constante).

Pour préciser la derniére phrase, nous devons donner la définition du gradient d’une fonction
polynomiale L(E,F) — A (c’est-a-dire une fonction qui est donnée par un polynome en les
entrées de la matrice A de ¢ € L(F, F) une fois choisies des bases de E et F'). Il ne s’agit de
rien d’autre que la différentielle de la fonction, traduite sous forme d’un élément 6 € L(F, E) en
utilisant la dualité canonique entre L(E, F') et L(F, E') donnée par la forme bilinéaire « trace du
produit ».

Définition 2.4 Soit a : L(E,F) — A une fonction polynomiale. On appelle gradient de a
au point ¢ et on note V(a)(p) lunique application linéaire 0 € L(F,E) telle que a(p +¢€) =
a(p) + Tr(fe) + O(?), on O(e?) désigne sous forme abrégée une fonction polynomiale de e
sans terme constant ni terme du premier degré.

Preuve du théoréme 2.3 On utilise un fait bien connu et deux lemmes qui s’en déduisent
simplement. Nous donnons les preuves pour faciliter la lecture de Darticle.

Fait 2.5 Pour un endomorphisme v d’un A—module F libre de rang m on a

V(det)(y) = Adj(¢) -

Preuve du fait 2.5

Voici une premiere preuve. Raisonnons avec des matrices carrées. On a det(I,,+ H) = 1+Tr H+
O(H®) ot O(H®?) est comme dans la définition 2.4. Donc V(det)(L,,,) = I,,,. Si A est inversible
on a det(A 4+ H) = det(A)det(I,, + A~ H) = det(A) + det(A)Tr A~ H + O(H®?). Comme
det(A)Tr A~ H = Tr(det(A)A~1H) et Adj A = det(A)A~" cela donne V(det)(A) = AdjA. On
conclut en remarquant qu’on vient de démontrer, sous la condition « A inversible » une identité
algébrique dans laquelle on n’a pas précisé le contenu exact du terme O(H (2)). Mais puisqu’il
s’agit bien d’une identité algébrique, il suffisait de la démontrer pour A dans un ouvert de Q™*™.
Une autre preuve est la suivante : si A; (resp. H;) désigne la i-éme colonne de A (resp. de H),
il est clair que la différentielle de det au point A est 'application linéaire

Hw— det(Hl,Ag, e ,An) + -+ det(Al, ce ,Anfl,Hn) .
Par ailleurs 1’égalité
det(Hq, As, . .. 7An) + -+ det(Al, e 7An—17Hn) = TI'(AdJ(A) H)

résulte clairement des identités de Cramer (cf. par exemple notre section 1.1). O
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Un premier corollaire immédiat est le lemme suivant.

Lemme 2.6 On fize des bases de E et F. Le gradient de la fonction L(E,F) — A : ¢ +—
ta,p = det(Aqg) (ot A est la matrice de ) au point ¢ est Uendomorphisme « cotransposé en
(a,8) » ayant pour matrice Adj, 3(A).

Preuve du lemme 2.6

Raisonnons avec des matrices. Notons Jg = (I5)1.n8 et Po = (Im)a,1.m les deux matrices
telles que Py AJg = A, g. Puisque I'application A : A — A, g est linéaire, la différentielle de
A — det A, g calculée au point A pour 'accroissement H est donnée par

Tr(Adj(Aa,g)(NH))) = Tr(Adj(Aa.g) P H J5) = Tr(Js Adj(Aas) Pa H) = Tr(Adj, 5(4) H).
Autrement dit
V(M + det My 5)(A) = Adj, g(A).
O

Vu le lemme 2.1, un corollaire de ce lemme est que I'application linéaire Adj e () est le gradient
de la fonction ¢ — di(¢®p). En particulier, malgré les apparences de sa définition, cette appli-
cation linéaire ne dépend que de ¢, ©*® et k, et non des bases choisies.

L’autre lemme, bien connu en théorie des invariants (voir par exemple [14, 16, 17]), est :

Lemme 2.7 Pour un endomorphisme v d’un A-module libre F' on a

V(de) (@) = dem1 () Idp — djp—o () ¥ + s () 9% + -+ + (—1)FLyh=t,

Preuve du lemme 2.7
On pose B = L(F,F) et on identifie B[X]| avec L(F[X], F[X]). On considéere B comme une

A-algebre et B[X]| comme une A[X]- algebre. Nous dérivons la fonction
0 :B—-AX]:¢Y—det(lp+X¢) =14 +di(¢0) X + - +dm(y0) X™.
Cette fonction est obtenue en composant la fonction affine
B —B[X]: ¢Y— 1+ X

et la fonction det : B[X]| — A[X]. Calculons cette différentielle au point ¢ pour un accroissement
€. Nous obtenons 'application linéaire

e— Tr(Adj(1p + Xv) (X €)) = Tr((X Adj(1p + X)) ¢€) .

L’application linéaire n(X) = Adj(1p + X¢) =1 +m1 X + -+ +nm_1 X™ ! (avec les n; € B)
est donc égale a
Ip + V(d2) (1)) X + -+ + V(dm) () X"

Elle vérifie
U(X) (1]3 +X’¢) = det(lB +X¢) 1g = (1A +di X +--- +dem) 1.

On obtiendra donc 1 comme élément de B[X] en faisant dans B[X] la division par puissances
croissantes du polynéome 1g+d; X +---+d,, X™ par 1g+ X (le fait que la division est exacte,
i.e., le reste est nul, fournit I'une des preuves usuelles du théoreme de Cayley-Hamilton). Et cela
donne le résultat annoncé. |
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On déduit enfin du lemme 2.7 que 'application linéaire Adjgi)(ap) est le gradient de la fonction

v — di(p®p). Nous devons en effet dériver la fonction obtenue en composant la fonction linéaire
v — p*p et la fonction dy, : le gradient correspondant est bien (V(dg)(¢®p)) ¢°. O

Le théoreme qui suit nous sera particulierement utile dans la section 5.2.

Théoréme 2.8 On a avec les notations précédentes si p est de rang < k :

(k
po Adep.)(w) op = agp. (17)
Preuve Une conséquence immédiate de 'identité de Cramer (6) est :

poAdjgep(p)op = arp  mod Diyi(y). (18)
On conclut par le théoreme 2.3. O

Un cas particulier de la formule (19) qui suit est la formule 2.13 dans [13]. La signification est
qu’un inverse généralisé d’une application linéaire ¢ calculé en utilisant une application linéaire
©* croisée avec ¢ donne la solution du systéme linéaire correspondant AX =V (A est la matrice
de ¢) sous forme d’une moyenne pondérée d’identités de Cramer du type (3) page 4.

Théoréme 2.9 Si ¢ et ©°® sont croisées de rang k, alors

Ig(p, ¢*) = ai " Adjge x(9) (19)
Preuve Si ¢ et ¢® sont croisées de rang k on obtient en appliquant la formule (23) page 19
I’égalité

Ig(p, %) = a; ' Adj)

g(p. 9®) = a;; Adj e ().

On conclut par le théoreme 2.3. a

Notons cependant que pour le calcul de I'inverse généralisé ce n’est pas la formule (14) qui
peut servir en pratique, mais plutot la formule (15).

3 Modules projectifs de type fini

Cette section résume un certain nombre de résultats plus ou moins classiques. On trouve la
plupart d’entre eux treés bien exposés dans [11]. Pour des preuves entiérement constructives ont
peut consulter [7]. Rappelons qu'un module est dit projectif de type fini s’il est isomorphe & un
facteur direct dans un A—module libre de dimension finie.

3.1 Idéaux de Fitting et applications linéaires localement simples

Si G € A" le module Coker(G) est dit de présentation finie. Plus généralement on dit
que la matrice G est une présentation d’un module M si on a des générateurs gi,..., gy de
M et si application A™ — M qui envoie la base canonique sur les g; identifie M et Coker G,
c’est-a-dire encore si les colonnes de G engendrent le module des relations entre les g;.

Définition 3.1 Si G est une matrice de présentation d’un module M donné par m générateurs
liés par n relations, les idéaux de Fitting du module M sont les idéaux

ou k est un entier arbitraire. Ces idéaux ne dépendent que de M et non de la présentation
choisie pour M.
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Définition 3.2 Des éléments x1,...,xy de A sont dit comaximaux s’ils engendrent A comme
1déal, c’est-a-dire si une combinaison linéaire des x; est égale a 1. On dit encore que le vecteur
(x1,...,2¢) est unimodulaire et que le polynome P(Z) =5, z, ZF1 est primitif.

Un but essentiel de D'article présent est de réaliser avec un petit nombre d’opérations élé-
mentaires les équivalences annoncées dans le théoreme suivant. Cela peut étre compris comme
donnant une solution uniforme et en temps raisonnable pour les systeémes linéaires suffisamment
« bien conditionnés », a I'image de ce que fait I’analyse numérique matricielle au moyen des
décompositions en valeurs singulieres (SVD) et des inverses de Moore-Penrose.

Ce théoréme est pour l'essentiel dans [11] (lemme 1 page 8, exercice 7 page 49 et théore-
me 18 page 122) et dans [2] (voir aussi [7]). La preuve dans [2] est complétement explicite,
contrairement a celle dans [11]. De maniére un peu surprenante, [2] le fait remonter & ...1994!

Théoréme 3.3 Soit une application linéaire ¢ : A™ — A" et A sa matrice sur les bases
canoniques. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Im ¢ est facteur direct dans A™.
2. Coker ¢ est un module projectif de type fini.

3. Im est facteur direct dans A™, Ker ¢ est facteur direct dans A™ et si H est un supplémentaire
de Ker p, ¢ réalise un isomorphisme de H sur Im .

1l existe ©® : A™ — A" telle que A™ = Ker p @ Im ¢® et A™ = Ker ¢* & Im .
1l existe 1 : A™ — A" vérifiant ¢ o) o p = .

1l existe 1 : A™ — A" vérifiant pohop = et hoporh =1).

Chagque idéal déterminantiel D () est idempotent.

o RS S

Chaque idéal déterminantiel Dy(p) est engendré par un idempotent ey. Soit alors ry =
er — exr1. Les vy forment un systéme fondamental d’idempotents orthogonauz. Pour tout
mineur u d’ordre k de A, sur le localisé A[1/(ry p)] Uapplication linéaire ¢ devient simple
de rang k.

9. L’application linéaire ¢ devient simple aprés localisation en des éléments x; comaximaux.

10. L’application linéaire o devient simple aprés localisation en n'importe quel idéal maximal.

En particulier un module de présentation finie est projectif si et seulement si ses idéaux de
Fitting sont idempotents. Le point 10 est a part, car il n’implique les autres qu’avec 1’aide de
I’axiome du choix. Les autres équivalences sont constructives.

Les équivalences 1 & 2 < 3 < 4 sont naturelles.

Pour passer de 4 & 5 on constate que les restrictions de ¢ et ¢® aux sous-modules Im ¢ et
Im ® sont des isomorphismes. Nous donnerons un calcul « rapide » de @ a partir de ¢ et ¢*®
dans la section 4.

Pour passer de 5 a 6 on remarque que si ¥ vérifie 5 alors 1) = 1)1 o ¢ 0 ¢y vérifie 6.

Dans les conditions du 6, ¢ o9 est la projection sur Im ¢ parallelement & Ker et 1) o ¢ est
la projection sur Im ) parallelement a Ker .

Le point 7 implique le point 8 de maniere immédiate en tenant compte du lemme 1.7. Le
point 8 implique trivialement le point 9 et celui-ci implique trivialement le point 10.

Pour montrer que 9 implique 6 on considere 1'égalité ABA = A (ou A et B sont des matrices
pour ¢ et 1) comme une équation out I'inconnue est B : elle est facile a résoudre dans le cas ou
A définit une application linéaire simple, donc elle est résolue localement. Il reste & recoller les
solutions en utilisant la combinaison linéaire des x; égale a 1.
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On peut aussi passer assez directement de 8 a 6 grace a I'identité de Cramer (4). Si on a

Z Ca,B Ma,B = €k »
aepk,maﬁepk,n

alors Zaepk  BeP,., Co,B Ma,8 Tk = T €t puisque la matrice est de rang < k sur A[l/rg] lidentité
(4) fonctionne. 11 suffit alors de poser :

B =Y (Zaemmﬁ@m Tk Ca Ad‘]aﬁ(A)) : (20)

k

Les matrices qui vérifient les propriétés du théoreme 3.3 sont celles qui définissent les « meil-
leurs » systemes linéaires : ceux pour lesquels on peut exprimer une solution du systeme linéaire
comme une fonction linéaire du second membre. Ce sont aussi les systemes pour lesquels on a
une bonne description de I'image et du noyau, aussi bien du point de vue direct que du point de
vue dual. Ces matrices, déja intensivement étudiées dans [11] sont dites « regular » dans [2] et
[12]. Cette terminologie remonte & Von Neuman, qui a étudié les anneaux (non nécessairement
commutatifs) dans lesquels tous les éléments possedent un « inverse généralisé » : il a utilisé pour
cela le terme d’élément régulier. L’ennui est que pour une matrice carrée, « réguliere » signifie
inversible dans la terminologie courante.

Nous proposons la terminologie suivante, que nous étendrons au cas des modules projectifs
de type fini.

Définition 3.4 Une application linéaire ¢ entre modules libres de dimensions finies qui vérifie
les conditions équivalentes du théoréeme 3.3 sera appelée une application linéaire localement sim-
ple. Si Di(¢) = (1) et Di11(p) = (0) on dira qu’il s’agit d’une application linéaire (localement
simple) de rang k. Si on ne précise pas le rang mais qu’il existe, on dit qu’il s’agit d’une appli-
cation linéaire de rang constant. Une matrice localement simple (resp. de rang constant) est la
matrice d’une application linéaire localement simple (resp. de rang constant).

Quand il existe, le rang d’une application linéaire localement simple est bien défini des que
I’anneau n’est pas trivial.

Sur un anneau sans autre idempotent que 1 et 0 toute matrice localement simple est de rang
constant.

3.2 Rang d’un module projectif de type fini

Définition 3.5 Soit un module projectif de type fini E engendré par n éléments, et b un endo-
morphisme de E.
1. Le déterminant de ¢, si E ® N ~ A", est défini par det := det(v @ Idy).

2. Nous notons
Py(X) = det(Idg + X)) = 1 + di(¥) X + -+ + dn(¥) X"

En particulier dy(v) = Tr(v) est appelé la trace de 1p. On pose aussi do()) = 1 et pour
p>n, dy(y) =0.

3. Le polynome caractéristique de 1) sera noté Cy(X) = det(XIdg — ).

4. OnnoteI'y,(X) le polynome défini par C_y(—X) = —XTy(X)+det(v)), et 'y () s’appelle
I’endomorphisme cotransposé de 1. Nous le notons Q,Z ou Adj.
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5. Le déterminant de la multiplication par X sur le module E, noté Rg(X), est appelé le
« polynome multiplicatif du module ».

Dans la définition précédente il est sous-entendu que le déterminant est « bien défini » : il
ne dépend ni de I'entier n ni de la décomposition £ & N ~ A™.

L’endomorphisme ¢ est inversible si et seulement si det est inversible. Le théoreme de
Cayley-Hamilton est valable pour les modules projectifs de type fini.

Si un anneau possede des idempotents un module projectif de type fini n’a pas forcément un
rang bien défini. C’est le « polynome multiplicatif » qui remplace le rang.

Théoréme 3.6 Soit E un module projectif de type fini isomorphe a l’image d’une matrice de
projection P € A™*™ (de sorte que 1, — P est une matrice de présentation de E).

1. Le polynéme Rp(X) = >, 1. X" est égal a det(L,, + (X — 1)P). C’est un polynéme multi-
plicatif : il vérifie Re(XY) = RE(X)Rg(Y) et Rp(1) = 1. Cela signifie que les r; forment
un systéeme fondamental d’idempotents orthogonauz (sfio). On a ro = det(1,, — P) et l’idéal
(ro) est Uannulateur de E.

2. Le module est dit de rang k si Rp(X) = X*. Il est dit de rang < k siTpy1 = ... =7Tm =0
c’est-a-dire encore si tous les mineurs d’ordre k + 1 de la matrice P sont nuls. S’l a un
rang k le module E est dit de rang constant. Quand il existe, le rang d’un module projectif
de type fini est bien défini des que 'anneau n’est pas trivial.

3. Le localisé A,, = A[l/rg] est isomorphe a A [1 —ry). Le localisé E,, est isomorphe au
sous-module ri, . 1l est de rang k en tant que A, -module. Le module E est somme directe
des « composantes » 1. E (k> 0).

4. Les idéauz de Fitting F.(F) sont liés auz idempotents ry, définis via le polyndme multipli-

catif Rg par la relation : Fi,(E) = <Z£§k ’f‘g>.

5. Les (7};) mineurs diagonauz d’ordre k de P sont les i, = pra,o(P) pour o € Py, et on
a dig(P) = Eaepk  Ha,a- Alors di(P) = 11 et, pour chaque o € Py, le module E
devient libre de mﬁg k lorsqu’on localise en ry pio,q-

Des résultats utiles qui améliorent légerement la proposition 1.15 sont donnés dans la pro-
position suivante et son corollaire (pour une preuve constructive voir [7]).

Proposition 3.7 Soit ¢ : E — F une application linéaire surjective entre modules projectifs de
type fini de méme polynome multiplicatif R = Rp, alors ¢ est un isomorphisme. Ceci s’applique
en particulier s’ils ont méme rang constant.

Corollaire 3.8 Soit F' un module projectif de type fini. Si F1 &Gy = F = Fo &G4 avec Fy C Fy
on a :

Rp =Rp, &< Rg, =Rg, &= I =F

3.3 Quand les modules de rang constant sont libres

Pour un anneau A il revient au méme de dire que toutes les matrices localement simples de
rang constant sont simples, ou que tous les modules projectifs de rang constant sont libres.
Signalons quelques cas importants ou ceci se produit.

— A est un anneau local.
— A est zéro-dimensionnel (i.e., Vz € A, Iy € A, In € N 2"l = ya).

— Le quotient de A par son radical de Jacobson Rad(A) est zéro-dimensionnel (rappelons
que si Up désigne le groupe des unités de A, Rad(A) ={zx € A|1+2A CUA }).
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~ A est « fortement U-irréductible », i.e., pour tout polynéme P = >  a;z* € A[X] prim-
itif (i.e., tel que (ao,...,a,) = (1)), il existe z € A tel que (P(x)) = (1).

- A = B[Xy,...,X,] ou B est un anneau de Bezout, i.e., tout idéal de type fini de B est
principal.

Les trois premiers cas sont traités constructivement dans [7].

Il semble qu’on ne connaisse pas pour le moment de preuve constructive pour le dernier cas,
qui est une extension remarquable du théoreme de Quillen-Suslin, due & Lequain et Simis [8].
Une telle preuve fournirait un algorithme pour transformer une matrice A localement simple de
rang constant r en une matrice I, ,,, , = Q1 AQ2 avec Q1 et (Y2 inversibles.

Le quatrieme cas est assez facile. Rappelons comment cela fonctionne. On part d’une matrice
localement simple A = (a;;) € A™*™ de rang r > 1. On va la diagonaliser par des changements
de base de la source et du but. Imaginons que nous multiplions chaque ligne n°k par X*~! puis
chaque colonne n°¢ par X =™ et considérons le polynéme P(X) = > ke app X E-Dmtk=1 par
hypothése ce polynome est primitif. Soit x € A tel que P(x) est inversible. Dans la matrice A on
ajoute & la premiere ligne L les lignes * 'L (k > 1). Puis dans la matrice obtenue, on ajoute
4 la premiere colonne C les colonnes =)™ C, (¢ > 1). Alors en position (1,1) on trouve P(x)
qui peut servir de pivot de Gauss. On termine par induction.

Notez que I’algorithme esquissé ci-dessus utilise un nombre raisonnable d’opérations élémen-
taires si le caractere fortement U-irréductible de 'anneau est rendu explicite au moyen d’un
nombre raisonnable d’opérations élémentaires (nous ne cherchons pas a formaliser la chose).

Pour tout anneau A il y a une extension fidelement plate et fortement U-irréductible de
A qui est le localisé « de Nagata » A(X) = S~LA[X] ou S C A[X] est le monoide formé par
les polynomes primitifs. En effet, si P(T) = >, Q;(X)T" est tel que Y, B;(X)Q;(X) soit un
polynome primitif alors pour k > sup;(degy (Q;)), P(X¥) est lui-méme un polynéme primitif.

Il n’est pas étonnant que cet anneau A (X) joue un role crucial dans la suite pour nos calculs
uniformes (en temps raisonnable).

3.4 Applications linéaires localement simples entre modules projectifs de
type fini

Définition 3.9 Soient E et F' deuxr A—modules projectifs de type fini, et une application liné-
aire p : B — F.

1. Les idéaux déterminantiels de I'application linéaire ¢ sont les idéaux
Di(p) := lidéal engendré par les det(A o ¢ o)
ou k est un entier arbitraire, A\ : F — AF et 0 : A¥ — E sont arbitraires.
2. L’application linéaire ¢ est dite de rang < k si Di11(¢) = 0.

3. L’application linéaire o est dite localement simple si Im @ est facteur direct dans F. Elle
est dite localement simple de rang k si en outre le module projectif Im ¢ est de rang k.

Le calcul de Di(¢) se fait comme suit. Supposons que E @ Fy ~ A", F @ F; ~ A™, que
IIg : A™ — FE est la projection sur F parallelement & Fq, tp : FF'— A™ est 'injection naturelle
et que ¢ = 1popollg. Alors Di(p) = Di(¢'). Si P € A™ ™ est la matrice de la projection
sur E parallelement a E; (c’est-a-dire de 7 = tp o Ilg) et Q € A™*™ est la matrice de la
projection sur F' parallelement & Fj alors, la matrice A de ¢’ vérifie QAP = A (et cette égalité
caractérise les matrices du type ¢’). On dira que la matrice A représente ¢ (via les isomorphismes
E®FEy ~A"et F® Fy ~ A™).
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De maniere générale tout calcul sur les modules projectifs de type fini se raméne a un calcul
sur des matrices.

Une application linéaire ¢ entre modules projectifs de type fini est localement simple de rang
k si et seulement si Di(p) = (1) et Di41(p) = 0. Elle est localement simple si et seulement si
tous ses idéaux déterminantiels sont engendrés par des idempotents. Plus généralement on peut
recopier le théoreme 3.3.

Théoréme 3.10 Les propriétés suivantes pour une application linéaire ¢ : . — F entre modu-
les projectifs de type fini sont équivalentes.

1. Imp est facteur direct dans F'.
2. Coker ¢ est un module projectif de type fini.

3. Im ¢ est facteur direct dans F, Ker ¢ est facteur direct dans E et si H est un supplémentaire
de Ker ¢, ¢ réalise un isomorphisme de H sur Im .

1l existe p® : F' — E telle que E = Kerp @ Im ¢® et ' = Ker¢® @& Im ¢.
1l existe 1y : F — E vérifiant ¢ oo p = .

Il existe 1y : F — FE vérifiant p oo = et howor)p = 1.

Chaque idéal déterminantiel Dy (p) est idempotent.

o RS G

Chaque idéal déterminantiel Dy(p) est engendré par un idempotent ey. Soit alors v, =
er — ext1. Les ry forment un systéme fondamental d’idempotents orthogonaux. Pour tout
mineur p d’ordre k d’une matrice A qui représnte o, sur le localisé A[1/(ry u)] Uapplication
linéaire ¢ devient simple de rang k.

9. L’application linéaire ¢ devient simple aprés localisation en des éléments x; comazrimauz.

10. L’application linéaire ¢ devient simple apres localisation en n’importe quel idéal mazimal.

4 Applications linéaires croisées et inverses généralisés pour les
modules projectifs de type fini

Dans toute la section 4, E et F' sont des modules projectifs de type fini.

4.1 Un critere pour les applications linéaires croisées avec elles-mémes

Voici une généralisation d’un résultat usuel pour les espaces vectoriels de dimension finie. 11
s’agit ici d’une conséquence importante du théoreme de Cayley-Hamilton.

Théoréme 4.1 Soit ¢ : E — E un endomorphisme. Notons d; = d;j(y). Les propriétés suivan-
tes sont équivalentes :

1. ¢ est de rang < k et di est inversible.
2. @ est croisée avec elle-méme et de rang k.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, la projection m : E — E sur Im ¢ parallélement o Ker ¢
vérifie :
dipm=dg_19—dg_o (,OQ—I- st (—1)k_190k. (21)

En outre Uinverse généralisé v = Ig(p, @) vérifie

dk 1/) = dk—l ™ — dk_Q "2 + dk_g (,02 + -+ (—1)k71(pk71 . (22)
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Preuve Le point délicat est : 1 implique 2.

On a di € Di(p) donc Di(p) = (1), et Dir1(p) = 0 par hypothese. Donc ¢ est localement
simple de rang k. Soit K un supplémentaire de Im ¢ dans E. Sur cette somme directe ¢ est
« triangulaire » avec une « matrice » du type :

[ %0 ¢’ ]

Ome,x Or,K

ol ¢o : Imp — Imy est la restriction de ¢. Donc det(Idg + X¢) = det(Idim, + X¢p). On
obtient det gy = di et donc ¢g est inversible. Ceci implique tout d’abord Im ¢ N Keryp = 0.
Ensuite tout © € E s'écrit x1 + z2 ol 21 = ¢y (p(2)) € Imp et 13 = x — 21 € Ker ¢. Donc

E = Imy @ Ker . On peut donc remplacer K par Ker ¢ et la « matrice » ci-dessus devient
« diagonale » (¢" = Okerp,imy)- Le théoreme de Cayley-Hamilton appliqué & ¢y donne

di Idim » = o (dk—l — dj—o o+ dp—3 05 + - + (—1)k_1¢§_1>

ce qui implique facilement les égalités voulues. O

4.2 Applications linéaires croisées entre modules projectifs de type fini

Dans toute la suite de la section 4 on consideére deux applications linéaires ¢ : ' — F et
p*: F— E.

Supposons tout d’abord ¢ et ® croisées. Nous reprenons les notations de la section 1.4.

Soit ¢1 : Im ¢ — Im ¢ I"automorphisme linéaire défini par ¢1 = g 5. C’est la restriction de
w* a Imp. Définissons de méme ¢} : Im ¢®* — Im p® par o] = @f po. Si le rang de p est < k
on obtient alors :

Ps(Z) = Ppoo(Z) = Pope(Z) = Py (Z) = 1+ arZ + -+ arZ"

ot a; = d;(p*p). Si ¢ est de rang constant £ alors il en va de méme pour g, @1, ¢°, @ ¢*® etc. ...
De sorte que aj est un élément inversible de A.

On a la réciproque suivante importante, qui est un analogue du théoreme 4.1.

Théoreme 4.2 Notons a; = dj(pe®). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. et p® sont croisées de rang k.

2. ¢ et ©* sont de rang < k et aj, est inversible.

Preuve Il faut montrer la réciproque. On a ay € Di(pp®) C Di(p) Di(¢®). Puisque aj est
inversible Dy (¢) = Dr(¢®) = (1) donc ¢ et ¢*® sont localement simples de rang k.

Le théoreme 4.1 montre en outre que pp® : ' — F est croisée avec elle méme, de rang k. Méme
chose pour p*¢ : E — E.

On a donc la situation suivante : F; = Imp ¢®* C F» =Imp C F sont 2 modules de rang k en
facteur direct dans F. On peut donc appliquer le corollaire 3.8 : F1 = F5. Ainsi Imp ¢® = Im ¢
et symétriquement Im ¢® ¢ = Im ¢°.

De la méme fagon on a K1 = Ker ¢® C K9 = Ker ¢ ¢®* C FE. Ils sont tous deux en facteur direct
avec un supplémentaire de rang k. On peut donc appliquer le corollaire 3.8 : K1 = K.
Finalement on obtient £ = Im ¢* & Ker ¢ et F' = Im ¢ & Ker ¢°. O
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4.3 Calcul théorique d’un inverse généralisé : le cas du rang constant

En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton on démontre comme pour le théoreme 4.1 le
résultat suivant.

Théoréme 4.3 (projections sur I'image et sur le noyau et inverse généralisé en rang constant
k)
Si @ et p°® sont croisées de rang k, avec a; = dj(pp®), on a :

1. L’inverse généralisé de ¢ via @* est donné par
b =Tg(e, %) = 91" = o (@ 19® — a ot + o+ (1)) Net) L (28)

2. La projection sur le sous-espace I = Im @ C F paralléelement a Ker ¢® est égale a mr = @ 1).

3. La projection sur le sous-espace I* = Im ¢®* C E paralléelement a Ker ¢ est égale a wpe =
Y . Et la projection sur le noyau de ¢ parallelement a Im @® est Idg — 7ye.

On obtient aussi I’équivalence générale suivante :
Théoreme 4.4 Notons a; = dj(pe®). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ¢ et p® sont croisées de rang k.

2. ap =0 pour h > k, aj, est inversible et, en définissant 6 par

0 = ap—1¢° — ar_2%p® + -+ (—1)" Lo (0

on a les deux égalités 00 = ai @ et P®* Yl = ay P°®.

)kfl

)

Preuve Il reste & montrer que 2 implique 1. Posons
b=a,0 et Y =a;" (ar-10 — ar200%p + -+ (1)) L)
Un calcul simple montre que les six égalités de la proposition 1.13 sont satisfaites. |
On peut utiliser le test précédent pour savoir si une application linéaire est croisée avec

elle-méme et de rang k. Une légere variante, sans doute plus efficace du point de vue du calcul
est obtenue de fagon analogue en s’appuyant sur le théoreme 4.1 et la proposition 1.14 :

Théoreme 4.5 On suppose F' = E. Notons d; = dj(y). Les propriétés suivantes sont équival-
entes :

1. @ est croisée avec elle-méme, de rang k.
2. dp, =0 pour h > k, dy est inversible et, en définissant w par
T=dp 1o —dpo@®+ -+ (=) EF,
on a les égalités ™o = dj, et ™ = dj, .
Le théoreme 4.4 conduit au résultat de complexité suivant, lorsque les modules E et F' sont

donnés par des matrices de projection Pg et Pr dont ils sont les images, et ¢ et ©® sont données
par des matrices A et A® vérifiant PrAPr = A et PpA®*Pr = A°®.

Théoréme 4.6 Soient E et F' deux A—modules projectifs de type fini engendrés par n éléments
(ou moins), et deux applications linéaires ¢ : E — F et ¢* : F — E. Alors on peut, avec O(n*)
opérations arithmétiques, un test « 1 € (y)? » et O(n?) tests « x = 07 », décider si ¢ et ©® sont
croisées et de rang k, et en cas de réponse positive calculer les inverses généralisés Ig(p, ¢®) et
Ig(¢®, @) en utilisant O(n*) opérations arithmétiques.
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4.4 Cas ou le rang n’est pas constant

Les résultats de la section 4.3 se généralisent en cassant l’anneau en des composantes con-
venables données par un sfio.

L’idée générale est la suivante : si Rim o (X) = >, 7. X" et Pope(Z) = 1+ a1 Z+ -+ a, 2" =
P(Z), chaque polynéme P, = r,P doit étre de degré k avec pour coefficient de Z*¥ un élé-
ment inversible dans A[1/r;] ~ rpA et ceci permet de calculer les r; lorsqu’on connait P. Plus
précisément

— On peut retrouver les r; & partir des a;. Par exemple on doit avoir (r,) = (an) = (a?) :
on teste si (an,) = (aZ), en cas de réponse positive avec a, = bya2,
on recommence avec (1 — r,)P pour trouver r,_; et ainsi de suite.

alors 7, = a,by,, puis

— On pose ¢, = 1@ et oy = 1, 9°. Par le théoreme 4.6 on peut tester si ¢y et ¢}, sont
croisées et de rang k sur anneau A[1/r], et en cas de réponse positive calculer 'inverse
généralisé Ig(px, 7).

— On termine en recollant tout ceci : Ig(p, ¢*) = > 11 7x 1g(0r, ©}h)-

Le calcul le plus long dans toute cette affaire est celui du polynéme P qui se fait en O(n?)
opérations arithmétiques dans A.

La procédure entiere est explicite si on dispose d’un test de divisibilité dans A, c.-a-d. un
test pour « x € (y)? » qui donne un z tel que © = zy en cas de réponse positive. En faisant
«x—y€(0)?»on aaussi un test pour 1’égalité dans A.

On résume la situation dans le théoréme suivant, en supposant que les modules F et F' sont
donnés par des matrices de projection Pr et Pp dont ils sont les images, et que ¢ et ¢® sont
données par des matrices A et A® vérifiant PrAPr = A et PpA®*Pp = A°.

Théoréme 4.7 Soient E et F' deux A—modules projectifs de type fini engendrés par n éléments
(ou moins), et deux applications linéaires ¢ : E — F et ¢* : F — E. Alors on peut, avec un
nombre d’opérations arithmétiques en O(n*), et un nombre de tests « x € (y)? » en O(n3),
décider si p et ©* sont croisées, et en cas de réponse positive calculer les inverses généralisés
Ig(p, p®) et Ig(p®, @) en O(n*) opérations arithmétiques.

5 Calcul pratique d’un inverse généralisé s’il en existe un.

Dans cette section nous généralisons au cas d’'un anneau commutatif A le travail que nous
avons fait dans [4] en vue de la résolution uniforme des systémes linéaires sur un corps arbitraire,
en nous appuyant sur un calcul uniforme du rang d’une matrice di & Mulmuley [10]. 11 s’agit
de la possibilité de calculer efficacement un inverse généralisé d’une application linéaire entre
A—modules libres lorsqu’il en existe un. En termes plus abstraits : lorsqu’on connait une matrice
de présentation pour un module F, on est capable de tester si ce module est projectif de type fini
et en cas de réponse positive, de fournir une matrice de projection dont I'image est isomorphe
a E (I'isomorphisme est explicite). Tout ceci avec des calculs assez efficaces, c¢’est-a-dire ici en
temps polynomial.

Considérons une application linéaire ¢ entre deux A—modules libres E et F' de dimensions
respectives n et m. Notre but est de donner un test pour savoir si ¢ est localement simple, et,
en cas de réponse positive, de calculer en temps polynomial un inverse généralisé de la matrice.

Bien que nous traitions uniquement le cas des modules libres, il ne serait pas difficile de
généraliser au cas ou F et F' sont des modules projectifs de type fini.



5.1 Idéaux de Gram et idéaux déterminantiels 21

Nous nous limitons au point de vue purement matriciel, (c’est le point de vue ou des bases
ont été fixées dans E et F'). Nous introduisons une indéterminée t. Nous considérons une forme
quadratique ®;,, sur E' = A(t)" et une forme quadratique @y, sur F' = A(t)™ :

@t,n(fly---afn) = 612+t£22+"'+tn71£n2
DGy Cm) = QP+ TG
Nous notons les « produits scalaires » correspondants par (-, >§9/ et (-, )%, Nous notons @,
et @, les matrices (diagonales) de ces formes sur les bases canoniques.
L’application linéaire ¢ : F — F donne lieu a une application linéaire £’ — F’ que nous

notons encore ¢ et qui est définie par la méme matrice sur les bases canoniques. Il existe alors
une unique application linéaire ¢° : F/ — E’ vérifiant :

vee B vye F  (p(x),y)p = (2,¢°(y)p (24)
La matrice A° de ¢° sur les bases canoniques est alors
A = Qn ' AQm, (25)

puisqu’on doit avoir pour tous X € A(t)"*1 Y € A(t)™!: YAX)Q,Y = XQ, (A°Y).
On vérifie que (AB)° = B° A° et (A°)° = A.
En pratique si A = (a; ;) on obtient A° = (#~%a;;), par exemple :

ari tagy 2 ag

ail a2 a3 a4 as t~Lays a2 tago

A= |an axp apy au aps|, A° = [t2az tlaxy a3
agr as2 as3 a4 ass t3aw t72axu tlas

t_4a15 t_3a25 t_2a35

5.1 Idéaux de Gram et idéaux déterminantiels

Définition 5.1 Soit une matrice A € A™ ™. On définit les polynémes de Laurent G, (A)(t) =

gk(t) € Aft,1/t], et les coefficients de Gram généralisés de A, Gy ,(A) = gk comme suit :
Paao(Z) = 1+ qat)Z + - + gn(t) Z™

- (26)
gi(t) = t7kn=R) <Z§io+ 2%) Gk 0 t£>

Autrement dit gi(t) = di(AA°). Nous définissons aussi Gy(A) =1 et G,(A) =0 pour £ > m.
Les idéaux de Gram de la matrice A sont les idéaux Ci(A) définis par :

Ck(A) := lidéal engendré par les gn g pour tous les h > k.

Proposition 5.2 On a \/Ck(A) = \/Dk(A). Plus précisément, avec un entier r qui ne dépend
que de (m,n, k) on a :

Preuve Les inclusions Cy(A) C Dy(A)? C Dy (A) sont claires. Dans le cas des corps on sait que
Cr(A) = Di(A) (cette égalité est essentiellement une reformulation du résultat de Mulmuley, cf.
[4, 10]). On peut donc conclure par le Nullstellensatz formel qu’il existe un entier r > 0 tel que
Dr(A)" C Ck(A). Avoir un tel r explicitement demande un peu plus de travail. Nous nous en
dispenserons car nous n’en aurons pas besoin pour nos calculs « en temps polynomial ». O
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Notez que les idéaux déterminantiels de A° sont égaux a ceux de A.

Corollaire 5.3 Si A est localement simple, les idéaux de Gram de A sont égauzx o ses idéaux
déterminantiels et sont engendrés par des idempotents.

Corollaire 5.4 Réciproquement :
1. SiDpi1(A) =0 et Cp(A) = (1), A est localement simple de rang k.

2. St A est réduit (i.e. 0 est le seul élément nilpotent), si Cp11(A) =0 et Cx(A) = (1), A est
localement simple de rang k.

3. Si A est réduit et si les idéaux de Gram de A sont engendrés par des idempotents, alors
A est localement simple.

4. Si A est réduit et a pour seuls idempotents 0 et 1 (en particulier si A est intégre) la matrice
A est localement simple si et seulement si il existe un entier k vérifiant : Cr41(A) =0 et

Cr(A) = (1).

Notez que la condition « Cgi1(A) = 0 et Cr(A) = (1) » revient a dire que Pga0(Z) est de
degré < k en Z et que son coefficient gx(t) est inversible dans A(t).

5.2 Calcul pratique d’un inverse généralisé

Rappelons que notre but est de donner un test rapide pour savoir si une matrice est locale-
ment simple, et, en cas de réponse positive, de calculer un inverse généralisé de la matrice.

Le cas du rang constant

C’est par exemple stirement le cas si 'anneau n’a pas d’autre idempotent que 0 et 1.
Théoréme 5.5 Soit une matrice A € A™ ™. On rappelle que A° = Q' (t) AQm(t) et que
Paae(Z) = det(l, + ZAA%) =1+ 3 o pcp, Ge(t) Zt. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est localement simple de rang k sur A.

A est localement simple de rang k sur A(t).
A est simple de rang k sur A(t).

th(n=F) g, (t) est primitif.

A est de rang < k et le polynome
A et A° sont croisées sur A(t), de rang k.

A et A° sont croisées sur A(t), deg,(Paae) < k et t*("=F) g, (t) est primitif.

7. degy(Paac) <k, le polynome t*"=F) g, (t) est primitif et on a AAdjEfo) (A) A= gx(t) A.

Si A est un anneau réduit, la condition 7 se simplifie en « deg,(Paao) < k et le polynome
7Sk(nflc)

S G e

gr(t) est primitif ». Lorsque les conditions sont vérifiées la matrice Adjffo) (A)/gr(t) est
Uinverse généralisé de A via A° sur l'anneau A(t).

Preuve Le fait que 2 implique 3 a été expliqué dans la section 3.3.

De la caractérisation de 1 par le fait que Dy41(A) = 0 et Dx(A) = (1), on déduit facilement
I’équivalence de 1 et 2.

Le corollaire 5.3 montre que 1 implique que le polynome tF("—*) gk (t) est primitif. En particulier
1 implique 4. Il montre aussi ’équivalence de 6 et 5.

Le théoreme 4.2 montre que 4 implique 5, lequel implique clairement 2.

On a donc I'équivalence des points 1 a 6.

L’équivalence de 2 et 7 résulte du théoreme 2.8. En effet ce théoreme nous dit que A Adj(:g (A)A
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= gi(t) Amod Dy41(A). Donc si A est de rang < k on a ’égalité. Par ailleurs si on a 1’égalité,
A est localement simple sur A(t) (condition 5 dans le théoreme 3.3), et le rang est fourni par le
corollaire 5.3.

Le cas réduit a déja été vu (proposition 5.2 et corollaire 5.4). O

Décrivons maintenant un algorithme « rapide » pour savoir si une matrice est localement
simple de rang constant, et, en cas de réponse positive, pour calculer un inverse généralisé de la
matrice. Cet algorithme fonctionne en utilisant la caractérisation 7 dans le théoreme précédent.

Comme nous nous intéressons pour le moment uniquement au rang constant, les seuls tests
dont nous aurons besoin sont les suivants : le test d’égalité a 0 dans A et le test « 1 €
(X1, zpn) 7o

On procede comme suit.

1. On calcule A° défini par 'égalité (25).

2. On calcule les polynémes de Gram g (t) définis par I’égalité (26). Ceci se fait en calculant
le polynoéme caractéristique de A A° si m < n ou celui de A° A si m > n.

3. On cherche la plus grande valeur de k pour laquelle I'idéal Cx(A) est non nul. Pour cela
on teste les polynomes de Gram généralisés gy(t) pour des valeurs décroissantes de ¢ et on
s’arréte au premier non nul. Pour le plus grand k tel que Cx(A) # 0 on teste si Cr(A) = (1).
Si la réponse est négative A n’est pas localement simple de rang constant. Si la réponse est
positive et si 'anneau est réduit alors Dy 1(A) est nul et la matrice est localement simple
de rang k.

4. Dans tous les cas, si la réponse est positive, on calcule la matrice B = Adjg? (A) a coeffi-

cients dans A[t, 1/t] donnée par 1’égalité (15) page 10. Ensuite on teste si :
AB(t) A= gi(t) A (27)
(ce test est inutile si 'anneau est réduit). Nous savons déja (théoreme 2.8) que
AB(A = i) A mod Diyi(4)

En cas de réponse négative, Di11(A) # 0 et A n’est pas localement simple. En cas de
réponse positive A est localement simple, au moins sur I'anneau A (t) car t*("=*) g, (t) est
un polynoéme primitif.

5. Il nous reste a calculer un inverse généralisé de A a coefficients dans A. L’égalité (27)
peut étre lue en chaque degré t* (avec —k(n — k) < £ < k(m — k)) comme une égalité
dans A™*" : AB; A = gi¢ A. Comme on connait une combinaison linéaire ), ap g ¢ des
coefficients de gi(t) qui est égale a 1, la combinaison linéaire correspondante des égalités
en chaque degré ¢ nous donne la matrice B’ = >, ay By qui vérifie AB’ A = A.

Ici il semble peu probable que 1'on ait aussi B’ AB’ = B’, sauf si les oy sont obtenus en
spécialisant ¢ (ce qui peut se faire si gi(7) est inversible pour une valeur particuliere de 7). De
toute facon, on peut toujours remplacer B’ par B’ A B’ pour avoir un vrai inverse généralisé.

Voyons maintenant la complexité de cet algorithme.

Nous n’utilisons ni la multiplication rapide des matrices, ni celle des polynoémes, qui, natu-
rellement, amélioreraient de fagon substantielle les bornes calculées.

Voici notre calcul des bornes, étape par étape.

1. Cout négligeable.
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2. Posons p = inf(m,n). Le calcul du polynéme caractéristique consomme O(p*) opéra-
tions arithmétiques dans A[t] portant sur des polynomes de degré < p(n + m) et donc
O(p® (n +m)?) opérations arithmétiques dans A.

3. Cette étape consomme O((k (n + m — 2k))*®) opérations élémentaires.

4. Le nombre d’opérations arithmétiques est en O(p°® (n+m)?), et le test consomme O((p? (n+
m)) opérations élémentaires.

5. Nombre d’opérations arithmétiques négligeable par rapport aux étapes 2 ou 4.

Résumons.

Théoréme 5.6 Soit A un anneau avec test d’égalité a 0 et test « 1 € (x1,...,zy) 7 ». On peut
tester si une matrice A € A™*™ est localement simple de rang constant, et en cas de réponse
positive, calculer un inverse généralisé de la matrice. Soit p = min(m,n), ¢ = max(m,n). Si
le premier test consomme une opération élémentaire et si le deuxiéeme consomme un nombre
d’opérations élémentaires en O(n®), ces calculs consomment O(p® q%) opérations arithmétiques
et O(p® q+q*%) autres opérations élémentaires. Avec les mémes bornes de complezité, on calcule
un inverse généralisé de A et des matrices de projection sur le noyau et sur l'image de A.

Deés que p > 2 ces bornes sont, pour ¢ assez grand, bien meilleures que celles obtenues si on
exécute (naivement) un algorithme qui calcule tous les mineurs de la matrice.

Le cas général

Le cas général se ramene au cas précédent : cf. lemme 0.1 et section 4.4.
On obtient donc.

Théoréme 5.7 Soit une matrice A € A™*™. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est localement simple sur A.
2. A est localement simple sur A(t).
3. A est quasi-simple sur A(t).
4. A et A° sont croisées sur A(t).

Signalons que le lemme 0.1 peut étre amélioré en raison du fait suivant : le produit de deux
idéaux de type fini localement principaux donnés respectivement par n et m générateurs est un
idéal de type fini donné par n + m — 1 générateurs (voir par exemple [5]). Ceci nous permet

d’obtenir la complexité suivante.

Théoréme 5.8 Sur un anneau A fortement discret, on peut tester si une matrice A € A™*™ est
localement simple, et en cas de réponse positive, calculer un inverse généralisé de la matrice. Soit
p = min(m,n), ¢ = max(m,n). Si 'anneau est O(n®)-fortement discret, ces calculs consomment
O(p® ¢® +pq*) opérations arithmétiques et O(p* q+pg* ™) autres opérations élémentaires. Avec
les mémes bornes de complexité, on calcule un inverse généralisé de A et des matrices de pro-
jection sur le noyau et sur l'image de A.

5.3 Les statisticiens indiens

Les numériciens puis les statisticiens ont développé une théorie des « inverses généralisés »
d’abord pour le cas des corps R et C mais ensuite pour des anneaux commutatifs arbitraires.
Cette théorie est essentiellement 1’équivalent des théoremes 3.3 et 3.6, avec des préoccupations
particulieres de calculs explicites et de formules précises. Ce sont les statisticiens indiens qui ont
développé le plus cette théorie.
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En fait cette convergence n’est pas fortuite. A la base, il y a le fait que numériquement, R
et C ne se comportent « pas vraiment » comme des corps, a cause de la difficulté du test a zéro
(voire son impossibilité) qui est la source de phénomenes d’instabilité, liés par exemple au calcul
de I'inverse d’un nombre trop proche de 0.

Dans [13] la formule (19) est établie pour le cas suivant : la matrice de ¢® est de la forme
M 'A*N ou x — x* est un automorphisme involutif de ’anneau A, supposé intégre. Nous n’avons
pas trouvé la formule (19) elle-méme dans le cas le plus général, mais cela ne signifie pas qu’elle
n’existe pas dans la littérature « indienne ». Il y a deux livres de référence pour ces écrits : [2]
et [15].

De maniere surprenante, nous avons rarement trouvé chez les statisticiens indiens de formules
analogues a l’équation (23) du théoréme 4.3 (il y en a une dans [15] dans un cas particulier)
mais plutot des formules du style (14) et (19).

Références

[1] Ben-Israel, A. and Greville, T. Generalized Inverses : Theory and Applications. New York :
Wiley, 1977. 2

[2] Bhaskara Rao K. The Theory of Generalized Inverses over a Commutative Ring. Taylor
& Francis. Londres, 2002. 2, 6, 7, 8, 13, 14, 25

(3] D. Bini and V. Y. Pan : Polynomial and matriz computations. Progress in Theoretical
Computer Science, Birkhauser, 1994. 2

[4] Diaz-Toca G., Gonzalez-Vega L., Lombardi H. : Generalizing Cramer’s Rule : Solving
uniformly linear systems of equations. SIAM Journal on Matrix Analysis and Applications.
27 n°3 (2005), 621-637. 4, 20, 21

[5] Ducos L., Lombardi H., Quitté C., Salou M. Théorie algorithmique des anneaux
arithmétiques, des anneauz de Priifer et des anneaux de Dedekind. Journal of Algebra.
281, (2004), 604-650. 24

[6] Lancaster P. & Tismenetsky M. The Theory of Matrices, 2/e Academic Press (1985) 2, 7

[7] Lombardi H., Quitté C. Théorie constructive élémentaire des modules projectifs de type
fini. Rapport technique 2002. http ://hlombardi.free.fr/publis/QLPTF1.pdf 2, 6, 12, 13,
15, 16

[8] Lequain, Y., Simis, A. Projective modules over R[ X1, ..., X,], R a Prifer domain. J. Pure
Appl. Algebra 18 (2) (1980), 165-171. 16

[9] Mines R., Richman F., Ruitenburg W. A Course in Constructive Algebra. Universitext.
Springer-Verlag, (1988). 8

[10] K. Mulmuley : A fast parallel algorithm to compute the rank of a matriz over an arbitrary
field. Combinatorica, 7/1, 101-104, 1987. 20, 21

[11] Northcott D. Finite free resolutions. Cambridge tracts in mathematics No 71. Cambridge
University Press, (1976). 2, 12, 13, 14

[12] Prasad K. Generalized Inverses of Matrices over Commutative Rings. Linear Algebra
Appl. 211 (1994), 35-52. 14

[13] Prasad K., Bapat R. The generalized Moore-Penrose inverse. Linear Algebra Appl. 165
(1992), 59-69. 12, 25



26 Références

[14] Mustapha Rais, These (1970) : Distributions homogénes sur des espaces de matrices,
Bulletin de la Société Mathématique de France, supplément au numéro de Juin 1972,
mémoire n°30 11

[15] Rao C., Mitra S. Generalized Inverses of Matrices and its Applications. John Wiley &
Sons (1971). 2, 25

[16] Turnbull H., On differentiating a matriz, Proc. Edinb. Math. Soc. 2 vol. 1, part 2, (1928),
111-128. 11

[17] Turnbull H., The theory of determinants, matrices and invariants, Dover (1960). 11



Table des matiéres 27

Table des matiéres

Introduction 1
1 Identités de Cramer et premier inverse généralisé 4
1.1 Formules de Cramer usuelles et inusuelles . . . . . .. ... ... ... ...... 4
1.2 Applications linéaires simples et lemme de la liberté . . . . .. ... .. ... .. 6
1.3 Systemes fondamentaux d’idempotents orthogonaux . . . . . ... ... ... .. 6
1.4 Inverses généralisés et applications linéaires croisées . . . . . . . ... ... ... 7
1.5 Lecas des modules de type fini . . . . . ... ... .. oL 8
2 Interprétation de l’inverse généralisé avec des identités de Cramer 9
3 Modules projectifs de type fini 12
3.1 Idéaux de Fitting et applications linéaires localement simples . . . . . ... ... 12
3.2 Rang d’'un module projectif de type fini . . . . .. ... 0oL 14
3.3 Quand les modules de rang constant sont libres . . . . .. ... ... ... .... 15
3.4 Applications linéaires localement simples entre modules projectifs de type fini . . 16
4 Applications linéaires croisées et inverses généralisés pour les modules pro-
jectifs de type fini 17
4.1 Un critere pour les applications linéaires croisées avec elles-mémes . . . . . . . . 17
4.2 Applications linéaires croisées entre modules projectifs de type fini . . . . . . .. 18
4.3 Calcul théorique d’un inverse généralisé : le cas du rang constant . . . . . . . .. 19
4.4 Casoulerang n’est pasconstant . . . . . . . ... 20
5 Calcul pratique d’un inverse généralisé s’il en existe un. 20
5.1 Idéaux de Gram et idéaux déterminantiels . . . . . . .. .. .. ... ... ... 21
5.2 Calcul pratique d'un inverse généralisé . . . . . . . ... ... ... L. 22
5.3 Les statisticiens indiens . . . . . . . ... L L 24

Références 25



	Introduction
	Identités de Cramer et premier inverse généralisé 
	Formules de Cramer usuelles et inusuelles
	Applications linéaires simples et lemme de la liberté
	Systèmes fondamentaux d'idempotents orthogonaux
	Inverses généralisés et applications linéaires croisées
	Le cas des modules de type fini

	Interprétation de l'inverse généralisé avec des identités de Cramer
	Modules projectifs de type fini 
	Idéaux de Fitting et applications linéaires localement simples 
	Rang d'un module projectif de type fini 
	Quand les modules de rang constant sont libres
	Applications linéaires localement simples entre modules projectifs de type fini

	Applications linéaires croisées et inverses généralisés pour les modules projectifs de type fini 
	Un critère pour les applications linéaires croisées avec elles-mêmes
	Applications linéaires croisées entre modules projectifs de type fini
	Calcul théorique d'un inverse généralisé: le cas du rang constant
	Cas où le rang n'est pas constant

	Calcul pratique d'un inverse généralisé s'il en existe un.
	Idéaux de Gram et idéaux déterminantiels 
	Calcul pratique d'un inverse généralisé
	Les statisticiens indiens

	Références

