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Résumé : Nous définissons la notion de présentation rationnelle d’un espace métrique
complet comme moyen d’étude des espaces métriques et des fonctions continues du point
de vue de la complexité algorithmique. Nous étudions dans ce cadre différentes manieres de
présenter 'espace CJ0,1] des fonctions réelles uniformément continues sur lintervalle [0, 1],
muni de la norme usuelle : || f ||o= Sup{| f(x) |; 0 <z < 1}. Ceci nous permet de faire une
comparaison de nature globale entre les notions de complexité attachées a ces présentations.
En particulier, nous obtenons une généralisation des résultats de Hoover concernant le
théoreme d’approximation de Weierstrass en temps polynomial. Nous obtenons également une
généralisation des résultats de Ker-I Ko, H. Friedman et N. Miiller concernant les fonctions
analytiques calculables en temps polynomial.

Mots clés : Espaces métriques, Fonctions réelles, Machine de Turing, Circuit booléen,
Circuit semilinéaire binaire, Circuit arithmétique, Complexité algorithmique, Théoreme
d’approximation de Weierstrass, Classe de Gevrey, Séries de Chebyshev.

Abstract : We define the notion of rational presentation of a complete metric space, in
order to study metric spaces from the algorithmic complexity point of view. In this setting, we
study some representations of the space CJ[0, 1] of uniformly continuous real functions over [0,1]
with the usual norm : || f ||cc= Sup{| f(z) |; 0 < 2 < 1}. This allows us to have a comparison
of global kind between complexity notions attached to these presentations. In particular, we
get a generalization of Hoover’s results concerning the Weierstrass approximation theorem in
polynomial time. We get also a generalization of previous results on analytic functions which
are computable in polynomial time.

Key words : Metric spaces, Real functions, Turing Machine, Boolean circuit, Binary semi-
linear circuit, Arithmetic circuit, Algorithmic complexity, Weierstrass approximation theorem,
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Gevrey class, Chebyshev series.

Introduction

Notons CJ[0, 1] 'espace des fonctions réelles uniformément continues sur l'intervalle [0, 1].
Dans [15], Ker-I. Ko et Friedman ont introduit et étudié la notion de complexité des fonctions
réelles, définie via une machine de Turing a oracle.

Dans larticle [13], Hoover a étudié les présentations de 1'espace CJ0, 1] via les circuits booléens
et circuits arithmétiques.

Dans ces deux articles la complexité dans I'espace C[0, 1] est étudiée “point par point”.
Autrement dit, sont définies des phrases comme :

— f est un P-point au sens de Ker-I. Ko et Friedman
— f est un P-point au sens des circuits booléens.
— f est un P-point au sens des circuits arithmétiques.

Ko et Friedman ont étudié les propriétés des P-points (au sens de Ker-I. Ko et Friedman).
Hoover a montré que les P-points au sens des circuits arithmétiques sont les mémes que les
P-points au sens de Ker-I. Ko et Friedman.

Dans cet article, nous étudions différentes présentations de I’ensemble CJ0, 1] en nous basant
sur la notion de présentation rationnelle d’un espace métrique complet. Ceci nous permet de
faire une comparaison de nature globale entre les notions de complexité attachées a différentes
présentations.

Apres quelques préliminaires dans la section 1, la section 2 contient essentiellement une
exposition de ce qui nous semble étre une problématique naturelle concernant les questions de
complexité relatives aux espaces métriques complets séparables.

Usuellement un espace métrique contient des objets de nature infinie (le paradigme étant
un nombre réel défini & la Cauchy), ce qui exclut une présentation informatique directe (c.-a-d.
codée sur un alphabet fini) de ces objets.

Pour contourner cette difficulté, on procede comme il est usuel pour I'espace IR. On considere
une partie dense Y de l'espace métrique considéré X, qui soit suffisamment simple pour que

— ses éléments puissent étre codés comme (certains) mots sur un alphabet fini fixé.

— la fonction distance restreinte a Y soit calculable, c.-a-d. donnée par une fonction calcu-
lable :

J:Y XY xIN; — Q avec | dx(z,y) —o0(z,y,n) | < 1/2"

L’espace X apparait alors comme le séparé-complété de Y.

On dira que le codage proposé pour Y et la description proposée pour la fonction distance
constituent une présentation rationnelle de I’espace métrique X.

Il est a noter qu’on n’envisage pas de traiter des espaces métriques non complets, pour lesquels
les difficultés de codage semblent insurmontables, et pour lesquels on ne peut pratiquement
rien démontrer de sérieux en analyse constructive.

Pareillement les espaces métriques traités sont “a base dénombrable” (on dit aussi “séparables”).

Les espaces métriques étudiés en analyse constructive (cf. [5]) sont tres souvent définis
via une présentation rationnelle de ce type, ou au moins faciles a définir selon ce schéma. Le
probleme qui se pose est en général de définir constructivement une partie dénombrable dense
de I'espace considéré. C’est évidemment impossible pour des espaces de Banach classiques non
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séparables du style L°°, mais justement, ces espaces ne sont pas traitables sous leur forme
classique par les méthodes constructives. Le probleme est plus délicat pour des espaces qui
sont classiquement séparables mais pour lesquels il n’y a pas de procédé naturel constructif
qui donne une partie dénombrable dense. Par exemple c’est le cas pour un sous-espace fermé
arbitraire d’un espace complet séparable, et ¢’est encore le cas pour certains espaces de fonctions
continues.

La présentation en unaire et la présentation en binaire de Z ne sont pas équivalentes du
point de vue la complexité en temps polynomial. La présentation en unaire est une présentation
naturelle de ZZ comme groupe tandis que la présentation en binaire est une présentation na-
turelle de Z comme anneau. On peut se poser des questions analogues concernant les espaces
métriques classiques usuels.

La premiere question qui se pose est la comparaison des différentes présentations d’un espace
métrique usuel. Notez que la présentation usuelle de R est considérée comme la seule naturelle
et que c’est a partir de cette présentation de IR qu’est définie la complexité d'une présentation
(Y1,01) de X ou la complexité de I'application Idx de (Y7, d;) vers (Y5, d2) lorsqu’on compare
deux présentations distinctes de X.

La question qui se pose ensuite est celle de la complexité des fonctions continues calculables
entre espaces métriques. S’il y a une notion naturelle de complexité des fonctions dans le cas des
espaces compacts, la question est nettement plus délicate dans le cas général, car elle renvoie a
la complexité des fonctionnelles de type 2 arbitraires.

Une autre question est celle de la complexité d’objets liés de maniere naturelle a 1’espace
métrique qu’on étudie. Par exemple dans le cas des réels, et en ne considérant que la structure
algébrique de IR on est intéressé par le fait que la complexité de I'addition, celle de la multipli-
cation, ou celle de la recherche des racines complexes d'un polynome a coefficients réels soient
toutes “de bas niveau”. Ce genre de résultats légitime a posteriori le choix qui est fait usuelle-
ment pour présenter IR, et les résultats de nature inverse disqualifient d’autres présentations
(cf. [20]), moins efficaces que la présentation via les suites de Cauchy de rationnels écrits en
binaire!. De méme, un espace métrique usuel est en général muni d'une structure plus riche que
la seule structure métrique, et il s’agit alors d’étudier, pour chaque présentation, la complexité
de ces “éléments naturels de structure”.

Dans la section 3, nous introduisons l’espace CJ[0,1] des fonctions réelles uniformément
continues sur l'intervalle [0, 1] du point de vue de ses présentations rationnelles.
La fonction d’évaluation (f,z) — f(x) n’est pas localement uniformément continue. Vue son
importance, nous discutons ce que signifie la complexité de cette fonction lorsqu’on a choisi une
présentation rationnelle de 'espace CI0, 1].
Nous donnons ensuite deux exemples significatifs de telles présentations rationnelles :

— Une présentation par circuits semilinéaires binaires notée Cq, ou1 les points rationnels sont
exactement les fonctions semilinéaires binaires. Une telle fonction peut étre définie par un
circuit semilinéaire binaire (cf. définition 3.2.1) et codée par un programme d’évaluation
correspondant au circuit.

— une présentation, notée Cy.,. , via des fractions rationnelles convenablement controlées et
données en présentation par formule (cf. définition 3.2.5).

Enfin nous établissons des résultats de complexité liés au théoreme d’approximation de New-
man. En bref, le théoreme de Newman a une complexité polynomiale et en conséquence les

I Néanmoins, le test de signe est indécidable pour les réels présentés a la Cauchy. On se contente d’avoir en
temps polynomial le test constructif : @ +y > 1/2" = (x > 1/2"2 ou y > 1/2"72).
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fonctions linéaires par morceaux sont, chacune individuellement, des points de complexité P
dans 'espace Cprac.

Dans la section 4 nous définissons et étudions des présentations rationnelles “naturelles” de
CJ0, 1], équivalentes du point de vue de la complexité en temps polynomial :

— La présentation dite "a la Ko-Friedman”, et notée Ckp, pour laquelle un point rationnel
est donné par un quadruplet (Pr,n, m,T) ou Pr est un programme de machine de Turing.
Les entiers n, m, T sont des parametres de controle. Nous faisons le lien avec la notion
de complexité introduite par Ko et Friedman. Nous montrons une propriété universelle
qui caractérise cette présentation rationnelle du point de vue de la complexité en temps
polynomial.

— La présentation par circuits booléens qu’on note par Cg, et pour laquelle un point rationnel
est donné par un quadruplet (C,n,m, k) ou C' code un circuit booléen et n, m, k sont des
parametres de controle.

— La présentation par circuits arithmétiques fractionnaires (avec magnitude) notée Cear. Un
point rationnel de cette présentation est donné par un couple (C, M) ou C' est le code
d’un circuit arithmétique, et M est un parametre de controle.

— La présentation par circuits arithmétiques polynomiaux (avec magnitude) notée Ce,p, ana-
logue a la précédente, mais ici le circuit est polynomial (c.- a-d. ne contient pas les portes
“passage a I'inverse”).

Nous montrons dans la section 4.2 que les présentations Ckr, Ceb, Cesl;, Ceat €t Ceap sSOnt équivalen-
tes en temps polynomial. Ce résultat généralise et précise les résultats de Hoover. Non seulement
les P-points de Ckr sont "les mémes” que les P-points de Cgap, mais bien mieux, les bijections

CKF - Ccap et Ccap - CKF

qui représentent 1'identité de C[0, 1] sont, globalement, calculables en temps polynomial. Ainsi
nous obtenons une formulation completement controlée du point de vue algorithmique pour le
théoreme d’approximation de Weierstrass.

Dans la section 4.3 , nous montrons que ces présentations ne sont pas de classe P en
établissant la non faisabilité du calcul de la norme (si P # NP). Plus précisément, nous
définissons convenablement “le probleme de la norme” et nous démontrons qu’il s’agit d’un
probléeme NP-complet pour les présentations considérées.

Pour ce qui concerne le test d’appartenance a ’ensemble des (codes des) points rationnels, c’est
un probleme co-NP-complet pour les présentations Ckr et Cg,, tandis qu’il est en temps linéaire
pour la présentation C.. Cette derniere est donc légerement plus satisfaisante.

Nous définissons dans la section 5 d’autres présentations de 'espace C|0, 1] a savoir :

— La présentation notée Cw (comme Weierstrass) pour laquelle 'ensemble des points ra-
tionnels est I’ensemble des polynémes (& une variable) a coefficients rationnels donnés en
présentation dense.

— La présentation notée Cy, pour laquelle I’ensemble des points rationnels est I’ensemble des
fonctions polynomiales par morceaux, chaque polynome étant donné comme pour Cyy.

— La présentation notée Cggae st obtenue a partir de Cpqe de la méme maniere que Cyp, est
obtenue a partir de Cy.
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Nous essayons de voir jusqu’a quel point le caractere de classe P de ces présentations fournit
un cadre de travail adéquat pour ’analyse numérique.

Nous caractérisons les P-points de Cy en établissant 1’équivalence entre les propriétés suivantes :
(cf. théoreme 5.2.7) :

a) f est un P-point de Cw

b) la suite A, (f) (qui donne le développement de f en série de Chebyshev) est une P-suite
dans IR et vérifie une majoration :

| Ap(f) | < Mr™ avee M >0, v >0, 0 <7 < 1.
c) [ est un P-point de Ckr et est dans la classe de Gevrey

Nous en déduisons une équivalence analogue entre (cf. theorem 5.2.8) :
a) f est une fonction analytique et est un P-point de Cy.
b) f est une fonction analytique et est un P-point de Ckr.

Un assez bon comportement de la dérivation vis a vis de la complexité est obtenu en montrant
que pour tout P-point (ou toute P-suite) de Cyy la suite (ou la suite double) de ses dérivées est
une P-suite de Cy. Les calculs usuels sur les P-points de Cyw (calcul de la norme, du maximum et
de l'intégrale d’un P-point de Cy ou de ses dérivées) sont en temps polynomial (cf. proposition
5.2.6, théoreme 5.2.10 et corollaire 5.2.11). Dans le théoreme 5.2.13 et son corollaire 5.2.14,
nous donnons une version plus uniforme des résultats précédents.

Tout ceci améliore sensiblement les résultats de [27] et [16]. En outre nos preuves sont plus
conceptuelles.

Par ailleurs, ces résultats, combinés avec le théoreme de Newman (dans sa version précisée a la
section 3.3), montrent que le passage de la présentation par fraction rationnelles Cp,. & la présen-
tation par polynomes (denses) Cyw n’est pas en temps polynomial. Le théoréeme de Newman
montre également que les présentations Ceae €t Coae SONt polynomialement équivalentes.

En résumant les résultats des sections 4 et 5, nous obtenons que lidentité de C|0, 1] est
uniformément de classe P dans les cas suivants :

CW - Csp - Cfrac = Csfrac - CKF = ch = Ccsl = Ccaf = Ccap-

et aucune des fleches dans la ligne ci-dessus n’est une P-équivalence sauf peut étre Csp, — Cprac
et tres éventuellement Cyoe — Ckr (mais cela impliquerait P = N'P).

Nous terminons cette introduction par quelques remarques sur le constructivisme.

Le travail présenté ici est écrit dans le style des mathématiques constructives a la Bishop telles
qu’elles ont été développées notamment dans les livres de Bishop [4], Bishop & Bridges [5],
Mines, Richman & Ruitenburg [24]. 11 s’agit d’un corps de mathématiques constructives en
quelque sorte minimal. Tous les théoremes démontrés de cette maniere sont en effet également
valables pour les mathématiciens classiques, le bénéfice étant qu’ici les théoremes et les preuves
ont toujours un contenu algorithmique. Le lecteur classique peut donc lire ce travail comme
un prolongement des travaux en analyse récursive par Turing puis plus tard notamment par
Goodstein [11], Ker-1. Ko & H. Friedman ([15], [18]), N. Th. Miiller, Pour El & Richards [31],
qui se situent eux dans un cadre de mathématiques classiques.

Par ailleurs les théoremes et leurs preuves dans le style de Bishop sont également acceptables
dans le cadre des autres variantes du constructivisme, comme l'intuitionnisme de Brouwer ou
I’école constructive russe de A.A. Markov, G.S Cejtin, N.A Shanin, B.A. Kushner et leurs éleves.
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On trouvera une discussion éclairante sur ces différentes variantes de constructivisme dans le
livre de Bridges & Richman [9]. Le livre tres complet de Beeson [3] donne également des discus-
sions approfondies de ces points de vue et de leurs variantes, notamment en s’appuyant sur une
étude remarquable des travaux des logiciens qui ont tenté de formaliser les mathématiques con-
structives. Les mathématiques constructives russes peuvent étre découvertes a travers les livres
de Kushner [19] et O. Aberth [1]. Un article historique tres pertinent sur la question est écrit
par M. Margenstern [23]. Le chapitre IV de [3] est également tres instructif. Beeson déclare page
58 : “nous espérons montrer que [cet| univers [mathématique] est un endroit extrémement diver-
tissant, plein de surprises (comme n’importe quel pays étranger), mais en aucun cas trop chao-
tique ni invivable”. Les mathématiques constructives russes restreignent leurs objets d’étude
aux “étres récursifs” et se rapprochent en cela de certains travaux d’analyse récursive classique
développés notamment par Grzegorczyk, Kreisel, Lacombe, Schoenfield et Specker, avec lesquels
elles partagent de nombreux résultats. Un des principes des mathématiques constructives russes
est par exemple que seuls existent les réels récursifs donnés par des algorithmes (qui calculent
des suites de rationnels a vitesse de convergence controlée). Et une fonction réelle définie sur
les réels est un algorithme F' qui prend en entrée un algorithme x et donne en sortie, sous
la condition que z est un algorithme produisant un réel récursif, un algorithme y produisant
un réel récursif. Ceci conduit par exemple au théoreme de Cejtin, faux classiquement, selon
lequel toute fonction réelle définie sur les réels est continue en tout point. L’analyse récursive
classique énonce quant a elle : si un algorithme termine chaque fois que 'entrée est le code
d’un réel récursif et donne alors en sortie le code d’un réel récursif, et s’il définit une fonction
(c.-a-d. deux codes du méme réel récursif en entrée conduisent a deux codes d’'un méme réel
récursif en sortie) alors il définit une fonction continue en tout point réel récursif (théoreme
de Kreisel- Lacombe-Schoenfield). Beeson a analysé la preuve de Kreisel-Lacombe- Schoenfield
pour en préciser les aspects non constructifs. La preuve de Cejtin, qui est plus constructive que
celle de Kreisel-Lacombe-Schoenfield, est analysée dans [9].

Dans le style de Bishop, comme on considere que la notion d’effectivité est une notion primitive
qui ne se réduit pas nécessairement a la récursivité, et que la récursivité, au contraire, ne peut
étre définie sans cette notion primitive d’effectivité, les nombres réels et les fonctions réelles
sont des objets qui conservent une plus grande part de “liberté” et sont donc plus proches
des réels et des fonctions réelles telles que les congoivent intuitivement les mathématiciens
classiques. Et le théoreme “russe” précédent est donc indémontrable dans le style Bishop. De
maniere symétrique, les théoremes de mathématiques classiques qui contredisent directement
des résultats du constructivisme russe (comme par exemple la possibilité de définir sans aucune
ambigiiité des fonctions réelles discontinues) ne peuvent étre démontrés dans les mathématiques
du style Bishop.

En conclusion, les mathématiques constructives russes présentent un intérét historique
indéniable, développent une philosophie mathématique tres cohérente et peuvent sans doute
trouver un renouveau a partir de préoccupations d’informatique théorique. Il serait donc
également intéressant de faire une étude de ces mathématiques du point de vue de la com-
plexité algorithmique.

1 Préliminaires

1.1 Notations

IN; ensemble des entiers naturels en unaire
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ensemble des entiers naturels en binaire. Du point de vue de la complexité, IN; est iso-
morphe a la partie de IN formée des puissances de 2.

ensemble des entiers relatifs en binaire.

ensemble des rationnels présentés sous forme d’une fraction avec numérateur et
dénominateur en binaire

ensemble des suites de rationnels, ou I'indice est en unaire.

ensemble des nombres de la forme k/2" avec (k,n) € Z x IN;

D N[0, 1]

ensemble des nombres de la forme k/2" avec k € Z

D, NI0,1]

ensemble des polynomes a coefficients dans ID donnés en présentation dense
ensemble des polynomes a coefficients dans ID donnés en présentation par formule
ensemble des nombres réels présentés par les suites de Cauchy dans Q.
machine de Turing a oracle.

module de continuité uniforme (cf. section 2.2 définition 2.2.1)

la longueur du codage binaire du dyadique |a| (pour a € D).

taille du circuit C' (le nombre de ses portes).

profondeur du circuit C.

magnitude du circuit arithmétique C' (cf. définition 4.1.10)

fonction continue codée par f.

complexité du calcul de la multiplication de deux entiers en représentation binaire (en
multiplication rapide M(n) = O(nlog(n)loglog(n)).

la longueur (du codage discret) de I'objet d (le codage de d est un mot sur un alphabet
fini fixé).

Présentations de 1’espace C|0, 1]

CKF

Ceat
Ceap
Ceb
Cesi
Chrac
Cw
C.,

Csfrac

présentation par Machine de Turing, a la Ko-Friedman

présentation par circuits arithmétiques (cf. définition 4.1.10 )

présentation par circuits arithmétiques polynomiaux

présentation par circuits booléens (cf. définition 4.1.8)

présentation par circuits semilinéaires binaires (cf. définition 3.2.1)

présentation par fractions rationnelles dans un codage par formules (cf. définition 3.2.5)
présentation “a la Weierstrass” par polynomes dans un codage dense

présentation par fonctions polynomiales par morceaux dans un codage dense

présentation par fonctions fractions rationnelles par morceaux dans un codage par for-
mules
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1.2 Classes de fonctions discretes intéressantes

Nous considérerons des classes de fonctions discrétes C (une fonction discrete est une fonction
de A* vers B* ot A et B sont deux alphabets finis?) jouissant des propriétés de stabilité
élémentaires suivantes

— C contient les fonctions arithmétiques usuelles et le test de comparaison dans Z (pour Z
codé en binaire).
— C contient les fonctions calculables en temps linéaire (c.-a-d. LINTIME C C )

— C est stable par composition.

— C est stable par listes : si f : A* — B* est dans C alors Ist(f) : Ist(A*) — lst(B*) est
également dans C (Ist(f)[z1, z2, ..., x.] = [f(21), f(x2),. .., f(zn)]).

Une classe vérifiant les propriétés de stabilité précédentes sera dite élémentairement stable. En

pratique, on sera particulierement intéressé par les classes élémentairement stables suivantes :

— Rec : la classe des fonctions récursives.

— Fnc : la classe des fonctions constructivement définies (en mathématiques constructives,
ce concept est un concept primitif qui ne coincide pas avec le précédent, et il est nécessaire
de I'avoir au préalable pour pouvoir définir le précédent, la récursivité étant interprétée
comme une constructivité purement mécanique dans son déroulement comme processus
de calcul)

— Prim : la classe des fonctions primitives récursives.

— P : la classe des fonctions calculables en temps polynomial.

— & : la classe des fonctions élémentairement récursives, c.-a-d. encore calculables en temps
majoré par une composée d’exponentielles.

— PSPACE : la classe des fonctions calculables en espace polynomial (avec une sortie
polynomialement majorée en taille).

— LINSPACE : la classe des fonctions calculables en espace linéaire (avec une sortie
linéairement majorée en taille).

— DSRT(Lin, Lin, Poly) : la classe des fonctions calculables en espace linéaire, en temps
polynomial et avec une sortie linéairement majorée en taille.

— DSRT(Lin, Lin, O(n*)) : la classe des fonctions calculables en espace linéaire, en temps
O(n*) (avec k > 1) et avec une sortie linéairement majorée en taille.

— DSRT(Lin, Lin, Exp) : la classe des fonctions calculables en espace linéaire, en temps
exp(O(n)) et avec une sortie linéairement majorée en taille.

— DRT(Lin, O(n*)) : la classe des fonctions calculables en temps O(n*), (avec k > 1) et
avec une sortie linéairement majorée en taille..

— DSR(Poly, Lin) : la classe des fonctions calculables en espace polynomial avec une sortie
linéairement majorée en taille.

— DSR(O(n*), Lin) : la classe des fonctions calculables en espace O(n*), (avec k > 1) avec
une sortie linéairement majorée en taille.

— QL : la classe des fonctions calculables en temps quasilinéaire’> (QL =
UyDTIME(O(n.lg°(n))) = DTIME(QLin)).

2 Si on veut donner une allure plus mathématique et moins informatique & la chose, on pourra remplacer A*
et B* par des ensembles N,
3 Cf. Schnorr [33].
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On remarquera que, hormis les classes Rec et Fnc, toutes les classes que nous avons considérées
sont des classes de complexité (au sens de Blum). Il n’y a cependant aucune nécessité a cela,
comme le montrent justement les exemples de Rec et Fnc. Lorsque nous considérons unique-
ment la classe Fnc, nous développons un chapitre de mathématiques constructives abstraites.
Notez que DTIME(O(n*)) pour k > 1 n’est pas stable par composition. Mais, le plus souvent,
les calculs en temps O(n*) que nous aurons & considérer sont dans la classe DRT(Lin, O(n*))
ou méme DSRT(Lin, Lin, O(n*)) et ces classes ont les bonnes propriétés de stabilité.

1.3 Complexité d’une Machine de Turing Universelle

Nous aurons besoin dans la suite d'utiliser une Machine de Turing Universelle et d’estimer sa
complexité algorithmique. Le résultat suivant, pour lequel nous n’avons pas trouvé de référence,
semble faire partie du folklore, il nous a été signalé par M. Margenstern.

Lemme 1.3.1 [l existe une machine de Turing universelle MU qui fait le travail suivant.
Elle prend en entrée :

— le code (dont la taille est p) d’une machine de Turing My (fonctionnant sur un alphabet
fixé, avec une bande d’entrée, une bande de sortie, plusieurs bandes de travail) supposée étre de
complezité en temps T et en espace S (avec S(n) > n)

— une entrée x (de taille n) pour M.

Elle donne en sortie le résultat du calcul exécuté par My pour l’entrée x.

FElle exécute cette tache en un temps O(T(n)(S(n)+p)) et en utilisant un espace O(S(n) + p).

Preuve. La machine MU utilise une bande de travail pour y écrire, a chaque étape élémentaire
de la machine M,, qu’elle simule, la liste des contenus de chacune des variables de M. Pour
simuler une étape de My la machine MU a besoin de O(S(n) + p) étapes élémentaires, en
utilisant un espace du méme ordre de grandeur. .

1.4 Circuits et programmes d’évaluation

Les familles de circuits constituent des modeles de calcul intéressants, notamment du point
de vue du parallélisme. Les familles de circuits booléens constituent dans une certaine mesure
une alternative au modele standard des Machines de Turing. Des circuits arithmétiques de
faible taille sont capables de calculer des polynomes de tres grand degré. C’est par exemple le
cas pour un circuit arithmétique qui simule une itération de Newton pour une fonction donnée
par une fraction rationnelle.

Dans tous les cas se pose le probleme de savoir quel codage on adopte pour un circuit. Nous
choisirons de toujours coder un circuit par un des programmes d’évaluation (ou straight-line
program) qui exécutent la méme tache que luit).

Par ailleurs, concernant les circuits arithmétiques, qui représentent des polynomes ou des frac-
tions rationnelles, nous les envisagerons non du point de vue du calcul exact (ce qui serait trop
couteux), mais du point de vue du calcul approché. Se pose alors la question d’évaluer leur
temps d’exécution lorsqu’on veut garantir une précision donnée sur le résultat, pour des entrées
dans ID données elles-mémes avec une certaine précision. Aucune majoration raisonnable du
temps d’exécution ne peut étre obtenue par des arguments d’ordre général si la profondeur du
circuit n’est pas tres faible, car les degrés obtenus sont trop grands et les nombres calculés
risquent de voir leur taille exposer. Comme on n’arrive pas toujours a se limiter a des circuits

4 A un méme circuit peuvent correspondre différents programmes d’évaluation selon I’ordre dans lequel on
écrit les instructions a exécuter.
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de tres faible profondeur, il s’avere indispensable de donner un parametre de controle, appelé
magnitude, qui assure que, malgré un éventuel tres grand degré, la taille de tous les nombres
calculés par le circuit (qui seront évalués avec une précision elle méme limitée) n’est pas trop
grande lorsque ’entrée représente un réel variant dans un intervalle compact.

2 Espaces métriques complets rationnellement présentés

2.1 Présentation rationnelle d’'un espace métrique, complexité des
points et des familles de points
Sauf mention expresse du contraire, les classes de fonctions discretes que nous considérons
seront des classes élémentairement stables.

Définition 2.1.1 (présentation rationnelle de classe C pour un espace métrique complet)
Un espace métrique complet (X, dx) est donné dans une présentation rationnelle de classe C
de la maniere suivante. On donne un triplet (Y4, 7n) ou

— Y est une C-partie d’'un langage A*
— n est une application de Y dans X

—0:Y xY xIN; — ID est une fonction dans la classe C et vérifiant (pour n € IN; et

r,y,z€Y):

— | dx(z,y) —d(n(z),n(y) | < 1/2"
— §(z,y,n) € D,

— d(z,y,n) = 0(y,x,n)

— 0(x,z,n) =0

— | o(@,y,n+1) —6(z,y,n) | <1/2H
— 0(x,2,n) < 0(x,y,m) +0(y, 2,n) +2/2"

Si on définit I'écart dy (z, y) comme la limite de §(x, y, n) lorsque n tend vers I'infini, 'application
n de Y dans X identifie (X, dx) au séparé complété de (Y, dy). L’ensemble n(Y) est appelé
I’ensemble des points rationnels de X pour la présentation considérée. Si y € Y on notera
souvent y pour n(y), et y est appelé le code de ¥.

Nous abrégerons parfois “(Y,d,7) est une présentation rationnelle de classe C pour (X, dx)” en
“(Y, ) est une C-présentation de (X, dx)”.

Remarques 2.1.2 1) On peut remplacer ID par Q) dans la définition ci-dessus sans modifier la
notion qui est définie. Le fait de choisir @ est plus joli mathématiquement, tandis que le fait de
choisir ID est plus naturel d’un point de vue informatique. En outre la contrainte §(z,y,n) € D,,
répond a la requéte naturelle de ne pas utiliser plus de place que nécessaire pour représenter
une approximation a 1/2" pres d’un nombre réel.

2) Lorsqu’on a donné une présentation rationnelle pour un espace métrique abstrait (X, dx),
on dira qu’on l’'a muni d’une structure de calculabilité. Cela revient essentiellement a définir un
langage Y C A* puis une application 1 de Y vers X dont I'image soit une partie dense de X.
La présentation est completement définie uniquement lorsqu’on a aussi donné une application
0:Y xY xIN; — ID vérifiant les requétes de la définition 2.1.1. Dans la suite, on se permettra
néanmoins de dire qu’un codage d’une partie dense Y de X définit une présentation de classe
C de X lorsqu’on montre que les requétes de la définition 2.1.1 peuvent étre satisfaites.

3) Comprise au sens constructif, la phrase incluse dans la définition “on donne une application 7
de Y vers X7 réclame qu’on ait “un certificat que 7(y) soit bien un élément de X pour tout y de
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Y. 1l se peut que ce certificat d’appartenance implique lui-méme une notion naturelle de com-
plexité. Lorsque ce sera le cas, par exemple pour l'espace C|0, 1], il sera inévitable de prendre en
compte cette complexité. Ainsi, la définition 2.1.1 doit en [’état actuel étre considérée comme
incomplete et a préciser au cas par cas. C’est sans doute dommage si on se place du point de
vue ’élégance formelle des définitions générales. Mais c¢’est une situation de fait qui semble tres
difficile a contourner.

Exemples 2.1.3

— L’espace R est défini usuellement dans la présentation ou I’ensemble des points rationnels
est Q. De maniere équivalente, et c’est ce que nous ferons dans la suite, on peut considérer
comme ensemble des points rationnels de IR I’ensemble ID des nombres dyadiques®.

— On définira sans difficulté la présentation produit de deux présentations pour deux espaces
métriques.

— Tout ensemble discret Z (Z est donné comme une partie d'un langage A* avec une relation
d’équivalence qui définit I’égalité dans Z et qui est testable dans la classe C ) donne lieu a un
espace métrique discret, c.-a-d. dans lequel la distance de deux points distincts est égale a 1.
— Les espaces métriques complets des mathématiques constructives dans le style Bishop [5]
admettent en général une présentation rationnelle de classe Fnc. Dans chaque cas concret la
présentation s’avere étre une présentation de classe Prim ou méme P.

Définition 2.1.4 (Complexité d’un point dans un espace métrique rationnellement présenté)
On considere un espace métrique complet X donné dans une présentation (Y, d,7) de classe C'.
Un point = de X est dit de classe C lorsqu’on connait une suite (n +— y,) de classe C (en tant
que fonction INy — Y') avec dx(x,n(y,)) < 1/2". On dit encore que x est un C-point dans X.

Exemple 2.1.5 Lorsque X = IR, la définition ci-dessus correspond a la notion usuelle de
“nombre réel de classe C” (au sens de Cauchy).

Remarque 2.1.6 Il semblerait naturel de demander que la classe C' contienne la classe C,
mais ce n’est pas completement indispensable. Cette remarque vaut pour a peu pres toutes les
définitions qui suivent.

Définition 2.1.4bis (Complezité d’un point dans un espace métrique rationnellement
présenté, version plus explicite) On consideére un espace métrique complet X donné dans une
présentation de classe C' : (Y4, 7).

Un point = de classe C dans X est donné par une suite (n +— y,) de classe C (en tant que
fonction INy — Y') vérifiant la condition suivante

5<yn7yn+1>n + 1) S 1/2n

avec T = lim,, oo 7(yn)-

Nous laissons au lecteur ou a la lectrice le soin de vérifier que les deux définition 2.1.4 et
2.1.4bis sont équivalentes. Nous passons maintenant a la définition de la complexité pour une
famille de points (avec un ensemble d’indices discret)

Définition 2.1.7 (Complexité d’une famille de points dans un espace métrique rationnellement
présenté)

On consideére un préensemble discret Z (c’est 'ensemble des indices de la famille, il est donné
comme une partie d'un langage A* sur un alphabet fini A) et un espace métrique complet X
donné dans une présentation de classe C' : (Y, d,7n). Une fonction (ou famille) f: Z — X est

® Cela correspond & la notation R .o, dans [20] et Rcop, dans [17].
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dite de classe C lorsqu’on connait une fonction ¢ : Z x IN; — Y qui est de classe C et qui
vérifie :
dx (f(2), n((2,m))) < 1/2" pour tout 2 € Z.

On dit alors que ¢ est une présentation de classe C de la famille f(z).,cz de points de X.

Exemples 2.1.8
— Lorsque Z = IN; et X = R la définition ci-dessus correspond a la notion usuelle de “suite
de réels de classe C” (on dit encore : une C-suite dans R).
— La définition d'un espace rationnellement présenté dans la classe C peut étre relue de la
maniere suivante. On donne :

— une C-partie Y d’un langage A*.

— une fonction ¢ : Y — X telle que ¢(Y) soit dense dans X et telle que la famille de
nombres réels Y xY — R, (y1,y2) — dx(e(y1), ¢(y2)) soit de classe C.

Proposition 2.1.9 Soit (z,) une suite de classe C (I’ensemble d’indices est INy) dans un es-
pace métrique rationnellement présenté (X, d). Si la suite est explicitement de Cauchy avec la
magoration d(x,, x,.1) < 1/2" alors la limite de la suite est un point de classe C dans X.

Preuve. Soient (Y, 6, 7n) une représentation rationnelle de (X, d) et z la limite de la suite (z,,).
La suite (z,) est de classe C dans X, donc il existe une fonction ¢ : INy x INy — Y de classe C
telle que :

d(zp,(n,m) < 1/2™ pour tout n,m € IN;.

On pose z, = ¥(n+ 1,n+ 1), c’est une suite de classe C et
A, 2) < d(@, Bs1) + d(asr, B+ 1 n+ 1)) < 127 4+ 1/ = 17,
Donc z est un C-point dans X. .

Remarque 2.1.10 Si on ralentit suffisamment la vitesse de convergence de la suite de Cauchy,
on peut obtenir comme point limite d’une suite de classe DTIME(n?) un point récursif arbi-
traire de X (cf. [15] pour l'espace [0, 1]).

Définition 2.1.7bis  (Complezité d’une famille de points dans un espace métrique ration-
nellement présenté, version plus explicite) On considere un préensemble discret Z (une partie
d’un langage A*) et un espace métrique complet X donné dans une présentation de classe
C': (Y,6,n). Une famille f : Z — X est dite de classe C si on a une fonction ¢ : Z x Ny —» Y
de classe C qui vérifie :

de(z,n),o(z,n+1),n+1) <1/2" pour tout z € Z.

avec f(z) = lim,, .. n(¢(z,n)).

2.2 Complexité des fonctions uniformément continues

Nous commencons par donner une définition “raisonnable” qui sera justifiée par les exemples
et propositions qui suivent.

Définition 2.2.1 (complexité des fonctions uniformément continues entre espaces métriques
rationnellement présentés) On considere deux espaces métriques complets X; et X, donnés
dans des présentations de classe C' : (Y7, d1,m1) et (Ya,d9,72). Soient f: X; — X5 une fonction
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uniformément continue et p : INy — IN; une suite d’entiers.
On dira que p est un module de continuité uniforme pour la fonction f sion a :

Ay (,y) < 1/2°7) = dy, (f(x), f(y)) < 1/2" pour tous z,y € X, et n € N,

On dira que la fonction f est uniformément de classe C (pour les présentations considérées)
lorsque

— elle possede un module de continuité uniforme p : IN; — IN; dans la classe C

— la restriction de f a Y] est dans la classe C au sens de la définition 2.1.7, c.-a-d. qu’elle est
présentée par une fonction ¢ : IN; X Y7 — Y5 qui est de classe C et qui vérifie :

dx,(f(y),n2(e(y,n))) < 1/2" pour tout y € Y;.

Lorsque X; = X3 = X la fonction Idy admet Idyn, pour module de continuité uniforme. Si les
deux fonctions Idx (de X; vers X5 et de X5 vers X) sont dans la classe C on dira que les deuz
présentations sont (uniformément) C-équivalentes.

Remarques 2.2.2

1) On ne demande pas que, pour n fixé, la fonction y — ¢(y,n) soit uniformément continue
sur Y7 ni méme qu’elle soit continue en chaque point de Y.

2) Notez que la définition ici donne un module de continuité uniforme correspondant (a tres peu
pres) a la définition donnée en analyse constructive. En théorie classique de I’approximation on
appelle en général module de continuité uniforme une suite croissante d’entiers n — v(n) qui
tend vers 'infini et qui vérifie :

dx,(2,y) < 1/2" = dx,(f(2), f(y)) < 1/2"

La fonction v est en quelques sorte “duale” de la fonction pu.

Exemples 2.2.3

— Lorsque X; = [0,1] et Xy = R et lorsque C est une classe de complexité en temps ou
en espace élémentairement stable, la définition ci-dessus est équivalente a la notion usuelle de
fonction réelle calculable dans la classe C (cf. [15], [18]), comme nous le prouverons en détail a
la proposition 4.1.5.

— Lorsque X; est un espace métrique discret la définition 2.2.1 redonne la définition 2.1.7.

La définition 2.2.1 rend accessible la notion de complexité pour les fonctions uniformément
continues. Cela traite donc toutes les fonctions continues dans le cas ou I'espace de départ est
compact. Rappelons a ce sujet qu’en analyse constructive on définit, dans le cas d’un espace
compact, la continuité comme signifiant la continuité uniforme (cf. [5]) et non pas la continuité
en tout point.

Remarque 2.2.4 Le controle de la continuité donné par le module de continuité uniforme est
essentiel dans la définition 2.2.1. On peut par exemple définir une fonction ¢ : [0,1] — R qui
est continue au sens classique, dont la restriction a Dy ;) = ID N[0, 1] est LINTIME mais qui
ne possede pas de module de continuité uniforme récursif. Pour cela on considere une fonction
0 : IN — IN de classe LINTIME injective et d’image non récursive. Pour chaque m € IN;
on considere n = 6(m) ,a, = 1/(3.2") et on définit 1), : [0,1] — IR partout nulle sauf sur un
intervalle centré en a, sur lequel le graphe de 1, fait une pointe de hauteur 1/2" avec une
pente égale & 1/2™. Enfin, on définit ¢ comme la somme de la série ) 1),,. Bien que la suite
v(ay,) ne soit pas une suite récursive de nombres réels (ce qui implique d’ailleurs que ¢ ne puisse
avoir de module de continuité uniforme récursif), la restriction de ¢ aux nombres dyadiques
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est tres facile a calculer (les nombres réels litigieux a,, ne sont pas des dyadiques). Cet exemple
met bien en évidence que la définition classique de la continuité (la continuité en tout point)
ne permet pas d’avoir acces au calcul des valeurs de la fonction a partir de sa restriction a une
partie dense de [’espace de départ.

Remarque 2.2.5 Dans [15] il est “démontré” que si une fonctionnelle définie via une machine
de Turing a oracle (MTO) calcule une fonction de [0, 1] vers IR, alors la fonction possede un
module de continuité uniforme récursif. Si on évite tout recours aux principes non constructifs
(caché dans le théoreme de Heine-Borel), la preuve de [15] peut étre facilement transformée en
une preuve constructive du théoréme suivant : si une fonction f : [0,1] — IR est uniformément
continue et calculable par une MTO, alors son module de continuité uniforme est récursif.

A contrario, si on fait I'hypothese (nullement invraisemblable) selon laquelle tout oracle d’une
machine de Turing serait fourni par un procédé mécanique (mais inconnu), il est possible de
définir des fonctions “pathologiques” de [0,1] dans IR au moyen de machines de Turing &
oracles : ce sont des fonctions continues en tout point réel récursif mais non uniformément
continues. Ceci est basé sur I’ “arbre singulier de Kleene” : un arbre binaire récursif infini qui ne
possede aucune branche infinie récursive. Cf. [3], théoréme de la section 7 du chapitre 4, page
70 ou est donnée une fonction ¢(x) continue en tout point réel récursif sur [0, 1], mais qui n’est
pas bornée (donc pas uniformément continue) sur cet intervalle.

Il semble étrange que dans une preuve concernant les questions de calculabilité, on puisse
utiliser sans méme la mentionner ’hypothese que les oracles d'une MTO se comportent de
maniére antagonique avec la These de Church (du moins sous la forme ou elle est admise dans
le constructivisme russe).

On vérifie sans peine que la définition 2.2.1 peut étre traduite sous la forme plus explicite
suivante :

Définition 2.2.1bis (complexité des fonctions uniformément continues entre espaces
métriques rationnellement présentés, forme plus explicite) On considere deux espaces métriques
complets X; et Xy donnés dans des présentations de classe C' : (Y3, d1,m1) et (Ya,d9,72). Une
fonction uniformément continue f : X; — Xy est dite uniformément de classe C (pour les
présentations considérées) lorsqu’elle est présentée au moyen de deux données :

— la restriction de f a Y7 est présentée par une fonction ¢ : Y7 x IN; — Y5 qui est de classe C
et qui vérifie :

da(p(y,n),p(y,n+1),n+1) <1/2" pour tout y € Y;.

avec f(y) = limy, .o 2(0(y, n))-
— une suite p : INy — IN; dans la classe C vérifiant : pour tous x et y dans Y)

0 (z,y, pu(n)) < 1/20) = Gy(o(x,n +2),0(y,n+2),n +2) < 1/2"

Les résultats qui suivent sont faciles a établir.

Proposition 2.2.6 La composée de deux fonctions uniformément de classe C est une fonction
uniformément de classe C.

Proposition 2.2.7 L’image d’un point (respectivement d’une famille de points) de classe C par
une fonction uniformément de classe C est un point (respectivement d’une famille de points) de
classe C.

Remarque 2.2.8 Considérons deux présentations rationnelles d’'un méme espace métrique
complet X données par les deux familles de points rationnels respectifs (y),ey et (2).ez. La
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premiere famille est LINTIME pour la premiere présentation, et elle peut naturellement étre
de plus grande complexité pour la deuxieme. Dire que lidentité de X est uniformément de
classe C lorsqu’on passe de la premiére a la deuziéme présentation revient exactement a dire
que la famille (y), ey est une C- famille de points pour la deuziéme présentation. Ainsi les
deux présentations sont C-équivalentes si et seulement si la famille (y),ey est une famille de
classe C dans la seconde présentation et (Z),cz est une famille de classe C dans la premiere. La
proposition 2.2.7 nous permet de formuler un résultat analogue et plus intrinseque : deuz présen-
tations rationnelles d’un méme espace métrique complet sont C-équivalentes si et seulement si
elles définissent les mémes familles de points de classe C.

Nous passons maintenant a la définition de la complexité pour une famille de fonctions unifor-
mément continues (avec un ensemble d’indices discret).

Définition 2.2.9 (complexité d’une famille de fonctions uniformément continues entre espaces
métriques rationnellement présentés)

On considére un préensemble discret Z (c’est 'ensemble des indices de la famille, il est donné
comme une partie d’'un langage A* sur un alphabet fini A) et deux espaces métriques complets
X et X, donnés dans des présentations de classe C' : (Y7,01,m1) et (Y2, 9o, 1m2).

Nous notons U(X7, X5) 'ensemble des fonctions uniformément continues de X; dans X5. Une
famille de fonctions uniformément continues f : Z — U(Xy, X)) est dite uniformément de
classe C (pour les présentations considérées) lorsque

— la famille possede un module de continuité uniforme p : Z x IN; — IN; dans la classe C
la fonction p doit vérifier

Vn € INy \V/l‘,y € Xy (Xm(l',y) < 1/2u(f,n) = dXQ(f(x)a f(y)) < 1/2n)
— la famille (f,z) — N(x) 1 Z x X9 — Xy est une famille de points dans X, de classe C au
sens de la définition 2.1.7, c.-a-d. qu’elle est présentée par une fonction ¢ : Z x Y} x IN; — Y5
qui est de classe C et qui vérifie :

dx,(f(z),o(f,z,n)) < 1/2" pour tout (f,x,n) € Z x Yy x IN.

Remarque 2.2.10 La notion définie en 2.2.9 est naturelle car elle est la relativisation a la
classe C de la notion constructive de famille de fonctions uniformément continues. Mais cette
notion naturelle ne semble pas pouvoir se déduire de la définition 2.2.1 en munissant Z x X;
d'une structure convenable d’espace métrique rationnellement présenté et en demandant que
la fonction (f,x) — f(z) : Z x Xy — X5 soit uniformément de classe C. Si par exemple, on
prend sur Z x X, la métrique déduite de la métrique discrete de Z et de la métrique de X; on
obtiendra la deuxieme des conditions de la définition 2.2.9 mais la premiere sera remplacée par
la demande que toutes les fonctions de la famille aient un méme module de continuité uniforme
de classe C. C’est-a-dire que la famille devrait étre uniformément équicontinue. Cette condition
est intuivement trop forte. Les propositions 2.2.11 et 2.2.12 qui suivent sont une confirmation

que la définition 2.2.9 est convenable.

Les propositions 2.2.6 et 2.2.7 se généralisent au cas des familles de fonctions. Les preuves ne
présentent aucune difficulté.

Proposition 2.2.11 Soient deuz espaces métriques complets X, et X, rationnellement
présentés. Soit (f) ez une famille dans U(Xy, Xs) uniformément de classe C et (x,)nen, une
Jamille de classe C dans X.

Alors la famille (f(xn))(fn)ezxn, est une famille de classe C dans Xs.
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Proposition 2.2.12 Soient trois espaces métriques complets X1, Xy et X3 rationnellement

présentés. Soit (f)fez une famille dans U(Xq, X)) uniformément de classe C et (§)gez une
famille dans U(Xs, X3) uniformément de classe C.

Alors la famille (f o §)(s.9)czxz dans U(Xy, X3) est uniformément de classe C.

2.3 Complexité des fonctions “localement uniformément continues”

La notion de complexité définie au paragraphe précédent pour les fonctions uniformément
continues est entierement légitime lorsque ’espace de définition est compact. Dans le cas d'un
espace localement compact au sens de Bishop® les fonctions continues sont les fonctions unifor-
mément continues sur tout borné (du point de vue classique c¢’est un théoréme, du point de vue
constructif, c’est une définition). Ceci conduit a la notion de complexité naturelle suivante.

Définition 2.3.1 On considere deux espaces métriques complets X; et Xy donnés dans des
présentations de classe C' : (Y1,01,m) et (Ya,d2,72). On suppose avoir spécifié un point z, de
X; et un point yy de X5. Une fonction f: X7 — X est dite localement uniformément continue
si elle est uniformément continue et bornée sur toute partie bornée.

Elle est dite localement uniformément de classe C (pour les présentations considérées) lorsque
— elle possede dans la classe C une borne sur tout borné, c.-a-d. une suite g : IN; — IN;
vérifiant, pour tout x dans X; et tout m dans IN; :

dx, (z0, ) < 1/2" = dx, (yo, f(x)) < 1/2°0)

— elle possede dans la classe C un module de continuité uniforme sur tout borné, c.-a-d. une
suite p : INy x INy — INy vérifiant, pour z, z dans X; et n,m dans IN; :

(dx, (20, ) S 1/2™, dx, (2, 2) < 1/2") = dx,(f(2), f(2)) < 1/2"

— la restriction de f a Yj est dans la classe C au sens de la définition 2.1.7, c.-a-d. qu’elle est
présentée par une fonction ¢ : IN; X Y] — Y5 qui est de classe C et qui vérifie :

dx,(f(y),e(y,n)) < 1/2" pour tout y € Y;.

Notez que la notion définie ci-dessus ne dépend pas du choix des points zq et yp.

Exemples 2.3.2

— Lorsque X; = IR et Xy = R la définition ci-dessus est équivalente a la notion naturelle de
fonction réelle calculable dans la classe C telle qu’on la trouve dans [13] et [18].

— La fonction z +— 22 est localement uniformément continue de classe QL mais elle n’est pas
uniformément continue sur R.

Remarques 2.3.3

1) Lorsque f est une fonction uniformément continue, la définition 2.3.1 et la définition 2.2.1
se ressemblent beaucoup. Cependant la définition 2.2.1 est a priori plus contraignante. En
effet, si p(n) est un module de continuité dans la définition 2.2.1, alors on peut prendre dans
la définition 2.3.1 p/(m,n) = u(n). Mais réciproquement, supposons qu’on ait un module de
continuité uniforme pres de tout borné vérifiant p/'(m,n) = inf(m,2") alors, la fonction est
uniformément continue mais le meilleur module de continuité uniforme qu’on puisse en déduire
est

pu(n) =sup{p'(m,n):me N} =27

6 Cf. [5] : tout borné est contenu dans un compact.
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et il a un taux de croissance exponentiel alors que p/(m,n) est linéaire. Ainsi la fonction f
peut étre de complexité linéaire en tant que fonction localement uniformément continue, et
exponentielle en tant que fonction uniformément continue. Les deux définitions sont équivalen-
tes si 'espace X a un diametre fini.

2) En analyse constructive un espace compact est un espace précompact et complet. Il n’est
pas possible de démontrer constructivement que toute partie fermée d’un espace compact est
compacte. Un espace (uniformément) localement compact est un espace métrique complet dans
lequel tout borné est contenu dans un compact K, ou la suite (K,) est une suite croissante
donnée une fois pour toutes (par exemple le compact K, contient la boule B(x,2")). Une
fonction définie sur un tel espace est alors dite continue si elle est uniformément continue sur
toutes les parties bornées. En particulier elle est bornée sur toute partie bornée. La définition
2.3.1 permet donc de donner dans ce cas une version “complexité” de la définition constructive
de la continuité.

3) La proposition 2.2.6 sur la composition des fonctions uniformément de classe C reste valable
pour les fonctions localement uniformément de classe C. La proposition 2.2.7 également.

2.4 Une approche générale de la complexité des fonctions continues

La question de la complexité des fonctions continues n’est manifestement pas épuisée.

Comme nous l'avons déja signalé, s’il est bien vrai qu'une fonction continue f(z) est classique-
ment bien connue & partir d'une présentation (y,n) — ¢(y,n) qui permet de la calculer avec
une précision arbitraire sur une partie dense Y de X, la complexité de ¢ ne peut étre tenue
que pour un pale reflet de la complexité de f (cf. les remarques 2.2.4 et 2.3.3(1)). Une question
cruciale, et peu étudiée jusqu’a présent, est de savoir jusqu’a quel point on peut certifier quune
telle donnée ¢ correspond bien a une fonction continue f. Dans le cas d’une réponse positive, il
faut expliquer par quelle procédure on peut calculer des valeurs approchées de f(x) lorsque x
est un point arbitraire de X (donné par exemple par une suite de Cauchy de points rationnels
de la présentation dans le cas d’un espace métrique rationnellement présenté).
Nous proposons une approche un peu informelle de cette question. Soit ¢ : X; — X5 une fonc-
tion entre espaces métriques et (Fy,)aecp une famille de parties de X;. Un module de continuité
uniforme pour ¢ pres de chaque partie F, est par définition une fonction p: M x INy — IN;
vérifiant :

Vo€ MYz € F, (dx,(z,2) <1/2"%" = dy,(¢(2), ¢(z')) < 1/2")

Définition 2.4.1 (définition générale mais un peu informelle pour ce qu’est une fonction con-
tinue et ce qu’est sa complexité) On considere deux espaces métriques complets X; et Xo
donnés dans des présentations rationnelles de classe C' : (Y7, d1,m1) et (Ya,09,72). On suppose
avoir spécifié un point gy de Xo.

Supposons que nous ayons défini une famille Fly, = (Fy)acn de parties de X avec la propriété
suivante :

— (2.4.1.1) tout compact de X; est contenu dans un des F,.

On dira qu’une fonction ¢ : X7 — Xy est Fx, - uniformément continue si elle est bornée sur
chaque partie F, et si elle possede un module de continuité uniforme pres de chaque partie F,.
Supposons maintenant en plus que la famille (F,)aens ait la propriété suivante :

— (2.4.1.2) 'ensemble d’indices M a une certaine “structure de calculabilité”

On dira qu'une fonction ¢ : X7 — X5 est Fx, -uniformément continue de classe C si elle vérifie
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les propriétés suivantes :
— une borne sur chaque partie F, peut étre calculée en fonction de o dans la classe C, c.-a-d.
qu’on a une fonction de classe C, § : M — IN; vérifiant :

Ya € M Yz € F, dx,(yo, d(z)) < 2%

— un module de continuité uniforme pres de F, peut étre calculé dans la classe C : une fonction
i M x IN; — IN; dans la classe C vérifiant :

Vo€ MVz e F, (dx(z,2/) <1/2"™ = dx,(¢(z), ¢(2')) < 1/2")

— la restriction de ¢ a Y] est calculable dans la classe C.

Il s’agit manifestement d’une extension des deux définitions précédentes. Le caractere informel
de la définition tient évidemment a “la structure de calculabilité” de M.

A priori on voudrait prendre pour (F,)a.ecp une famille de parties suffisamment simple pour
vérifier la condition (2.4.1.2) et suffisamment grande pour vérifier la condition (2.4.1.1).

Mais ces deux conditions tirent dans deux sens opposés.

Notez que la définition 2.4.1 est inspirée de la notion de fonction continue définie par D. Bridges
en analyse constructive ([8]).

2.5 QOuverts et fermés

Nous passons a la définition d'une structure de calculabilité pour un sous-espace ouvert U
d’un espace métrique X muni d’une structure de calculabilité. La métrique induite par X sur
U ne saurait en général nous satisfaire car ’espace obtenu n’est généralement pas complet. On
a néanmoins une construction qui fonctionne dans un cas particulier important.

Soient X un espace métrique complet et f : X — IR une fonction localement uniformément
continue. L’ouvert Uy = {x € X : f(x) > 0} est un espace métrique complet pour la distance
dy définie par :

dy(2,y) = dx(w,9)+ | 1/f(2) = 1/ () |

Proposition et définition 2.5.1 Soient X un espace métrique complet donné avec une C-
présentation (Y,0,m), et f : X — IR wune fonction localement uniformément de classe
C représentée par un module de continuité uniforme et une fonction discréte de classe C,
@Y x Ny — ID. Alors l’espace métrique complet (Uy,ds) peut étre muni d’une C-présen-
tation ot l’ensemble des points rationnels est (codé par) l’ensemble Yy des couples (y,n) de
Y x IN; vérifiant :

n>10 et o(y,n)>1/2"/8

Preuve. Une preuve détaillée est donnée dans [25]. .

Nous attaquons maintenant la définition d’une structure de calculabilité pour un sous-espace
fermé F' d’un espace métrique X muni d’'une structure de calculabilité. En analyse constructive,
un sous-ensemble fermé n’est vraiment utile que lorsqu’il est situé, c.-a-d. lorsque la fonction
Dp “distance au fermé” est calculable. Au moment de traduire cette notion en termes de
calculabilité récursive ou de complexité, nous devons prendre garde que dans la définition
constructive, le fait que la fonction Dp est la fonction “distance au fermé” doit étre aussi rendu
explicite.

Définition 2.5.2 On considere un espace métrique complet X donné par une C-présentation
(Y,0,n). Une partie F' de X est appelée un fermé C-situé de X si :
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i) La fonction DF : 2 — dx(z, F) de X vers IR=" est calculable dans la classe C.
ii) Il existe une fonction calculable dans la classe C : Pr: Y x INy — X qui certifie la fonction
Dp au sens suivant : pour tout (y,n) € Y x INy,

Dp(Prp(y,n)) =0, dx(y, Pr(y,n)) < Dp(y)+1/2"

Remarques 2.5.3

1) La fonction Pr(y,n) calcule un élément de F' dont la distance a y est suffisamment proche
de Dp(y). Cependant, la fonction Pr(y,n) ne définit pas en général, par prolongement par
continuité a X et par passage a la limite lorsque n tend vers oo, un projecteur sur le fermé F'.
2) On peut montrer que les points Pr(y,n) (codés par les couples (y,n) € Y x IN;) forment une
partie dénombrable dense de F' qui est I’ensemble des points rationnels d’une C-présentation

de F' (cf. [25]).

2.6 Espaces de Banach rationnellement présentés

Nous donnons une définition minimale. Il va de soi que pour chaque espace de Banach
particulier, des notions de complexité naturellement attachées a l'espace considéré peuvent
éventuellement étre prises en compte en plus pour obtenir une notion vraiment raisonnable.

Définition 2.6.1 (présentation rationnelle d’un espace de Banach) Une présentation ration-
nelle d'un espace de Banach séparable X sur le corps IK (IR ou C) sera dite de classe C si,
d’une part elle est de classe C en tant que présentation de I’espace métrique et, d’autre part les
opérations d’espace vectoriel suivantes sont dans la classe C

— le produit par un scalaire,

— la somme d’une liste de vecteurs choisis parmi les points rationnels.

Dans le contexte du corps des complexes € nous désignerons par IDk ’ensemble des complexes
dont les parties réelle et imaginaire sont dans ID. Dans le contexte réel D sera seulement une
autre dénomination de ID.

La proposition suivante n’est pas difficile a établir.

Proposition 2.6.2 Donner une présentation rationnelle de classe C d’un espace de Banach X
au sens de la définition ci-dessus revient a donner :

— un codage de complexité C pour une partie dénombrable G de X qui engendre X en tant
qu’espace de Banach’

— wune application v : Ist(Dk x G) x Ny — ID qui est dans la classe C (pour le codage de
G considéré) et qui “calcule la norme d’une combinaison linéaire d’éléments de G” au sens
sutvant :

pour tout ([(z1,91), (2, 92)s .-, (Tn, gn)],m) dans Ist(Dk x G) x Ny, on a la majoration

| 7/([($1,g1), <x2a92)a R (xnagn)]7m)_ ” T1-91 + T2.92 +oe +x7’bgn ||X | S 1/271

Remarques 2.6.3

1) Comme pour la définition 2.1.1 (cf. remarque 2.1.2 (3)), il se peut que le certificat d’inclusion
de G dans X implique une notion de complexité, qu’il sera inévitable de prendre en compte
dans une définition plus précise, au cas par cas.

2) Les espaces LP(IR) de I'analyse fonctionnelle, avec 1 < p < oo peuvent étre rationnellement
présentés de différentes manieres, selon différents choix possibles pour I’ensemble des “points

7 On peut supposer que tous les éléments de G sont des vecteurs de norme comprise entre 1/2 et 1.
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rationnels” et un codage de cet ensemble. Tous les choix raisonnables s’averent donner des
présentations Prim-équivalentes.

3) Il serait intéressant de savoir si le cadre de travail proposé par M. Pour El et I. Richards [31]
concernant la calculabilité dans les espaces de Banach peut avoir des conséquences concretes qui
iraient au dela de ce qui peut étre traité par les présentations rationnelles (lesquelles offrent un
cadre naturel non seulement pour les problemes de récursivité mais aussi pour les problemes de
complexité). Le “contre-exemple” concernant L>° donné dans [31] incite a penser le contraire.

3 Espace des fonctions réelles continues sur un intervalle
compact : premieres propriétés

Dans cette section, nous introduisons le probleme des présentations rationnelles pour I’es-
pace CJ0,1] : l'espace des fonctions réelles uniformément continues sur Iintervalle [0,1], muni
de la norme usuelle :

I lloo=Sup{] f(2) [;0 <2 <1}

Considérons une présentation rationnelle de I'espace C[0, 1] donnée par une famille (f)sey de
fonctions uniformément continues indexée par une partie Y d’un langage A*. Nous sommes
intéressés par les problemes de complexité suivants :

— la complexité de I'ensemble des (codes des) points rationnels de la présentation, c.-a-d. plus
précisément la complexité de Y en tant que partie du langage A* (c.-a-d. la complexité du test
d’appartenance).

— la complexité des opérations d’espace vectoriel (le produit par un scalaire d’une part, la
somme d’une liste de vecteurs d’autre part).

— la complexité du calcul de la norme (ou de la fonction distance).

— la complexité de I'ensemble (]?) sey des points rationnels de la présentation, en tant que
famille de fonctions uniformément continues sur [0, 1].

— la complexité de la fonction d’évaluation E : C[0,1] x [0,1] = R : (g,z) — g(z).

Il va de soi que 'on peut remplacer I'intervalle [0, 1] par un autre intervalle [a,b] avec a et b
dans ID ou de faible complexité dans IR.

3.1 La définition d’une présentation rationnelle de I’espace des fonc-
tions continues

La complexité de l'ensemble (f)sey des points rationnels de la présentation, en tant que
famille de fonctions uniformément continues sur [0, 1] n’est rien d’autre que la complexité de
Papplication f +— fvde I’ensemble des codes de points rationnels Y vers I'espace CJ[0, 1]. Nous
devons donc, conformément a ce que nous disions dans la remarque 2.1.2(3), inclure dans la
définition de ce qu’est une présentation rationnelle de classe C de C[0, 1], le fait que (f) fey est
une famille uniformément de classe C au sens de la définition 2.2.9. Le probleme de la com-
plexité de la fonction d’évaluation est également un probleme important car il serait “immoral”
que la fonction d’évaluation ne soit pas une fonction de classe C lorsqu’on a une présentation
rationnelle de classe C. Cependant, la fonction d’évaluation n’est pas uniformément continue,
ni méme localement uniformément continue.

Pour traiter en général la question des fonctions continues mais non localement uniformément
continues sur l'espace C|0, 1] nous faisons appel a la définition informelle 2.4.1 avec la famille
suivante de parties de CJ[0,1] :
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Notation 3.1.1 Si « est une fonction croissante de IN; vers IN; et » € INy, on note F,, la
partie de CJ0, 1] formée par toutes les fonctions qui, d’'une part acceptent o« comme module de
continuité uniforme, et d’autre part ont leur norme majorée par 2.

La “structure de calculabilité” sur ’ensemble d’indices
M := {(a,7); « est une fonction croissante de IN; vers IN; et r € IN; }

n’est pas une chose bien définie dans la littérature, mais nous n’aurons besoin de faire appel
qu’a des opérations parfaitement élémentaires comme “évaluer o en un entier n”’®. Le module
de continuité de la fonction d’évaluation est alors “trés simple” (uniformément linéaire pour
toute définition raisonnable de cette notion).

En effet, pres de la partie F,, x [0,1] de C[0,1] x [0, 1] un module de continuité de la fonction
E est donné par :

p(n, o, r) =max(a(n+1),n+ 1) pourn € IN; et (a,1r) € M

comme il est tres facile de le vérifier. Et la borne sur F,, , est évidemment donnée par B(a,r) = 1.
Toute la question de la complexité de la fonction d’évaluation dans une présentation donnée
est donc concentrée sur la question de la complexité de la fonction d’évaluation restreinte a
I’ensemble des points rationnels

(f,z)— f(x): Y xDp — R.
Or cette complexité est subordonnée a celle de (f) fey en tant que famille de fonctions unifor-
mément continues : ¢’est ce que nous précisons dans la proposition suivante (dont la preuve est
immédiate).
Proposition 3.1.2 Considérons sur 'espace C[0,1] la famille de parties (Fu,)arem pour
controler les questions de continuité sur C[0,1] (cf. notation 3.1.1 et définition 2.4.1).
Alors si (f)rey est une famille uniformément de classe C et si on considére la présentation
rationnelle de l’espace métrique C|0, 1] attachée a cette famille considérée comme ensemble des
points rationnels de la présentation, la fonction d’évaluation

E:C[0,1] x [0,1] = R : (g,2) — g(x)

est elle méme de classe C.

Comme en outre nous demandons que la structure d’espace de Banach soit elle méme de classe
C, cela nous donne finalement la définition suivante.

Définition 3.1.3 Une présentation rationnelle de classe C de l'espace CJ0, 1] est donnée par
une famille de fonctions (f) ey qui est une famille uniformément de classe C, dense dans CJ0, 1]
et telle que soient également dans la classe C les calculs suivants :

— le produit par un scalaire,

— la somme d’une liste de fonctions choisies parmi les points rationnels,

— le calcul de la norme.

Dans toute la suite, nous nous intéresserons a une étude précise des complexités impliquées
dans la définition 3.1.3. Notre conclusion est qu’il n’existe pas de paradis en temps polynomial
des fonctions continues, du moins si P # NP.

8 Notez que le théoréme d’Ascoli classique affirme que toute partie compacte de C[0, 1] est contenue dans
une partie Fy, , , et que les parties Fy, , sont compactes. En mathématiques constructives la partie directe est
encore valable, mais la deuxiéme partie de I’énoncé doit étre raffinée, cf [5] chap 4 théoréme 4.8, pages 96 & 98.
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3.2 Deux exemples significatifs de présentations rationnelles de I’es-
pace CJ0, 1]

Nous donnons maintenant deux exemples significatifs de présentations de C[0, 1] (d’autres
exemples seront donnés plus loin)

3.2.1 Présentation par circuits semilinéaires binaires

Cette présentation et I’ensemble des (codes des) “points rationnels” seront notés respective-
ment Ce et Y. Nous appellerons fonction semilinéaire a coefficients dans ID une fonction
linéaire par morceaux qui est égale a une combinaison par max et min de fonctions x +— ax + b
avec a et b dans ID.

Définition 3.2.1 Un circuit semilinéaire binaire est un circuit qui a pour portes d’entrée des
variables “réelles” x; (ici, une seule suffira parce que le circuit calcule une fonction d’une seule
variable) et les deux constantes 0 et 1. Il y a une seule porte de sortie.

Les portes qui ne sont pas des portes d’entrée sont de I'un des types suivants :

— des portes a une entrée, des types suivants : x +— 2z x> /2, T — —x

— des portes a deux entrées, des types suivants : (x,y) — = +y, (z,y) — max(x,y), (z,y) —
min(z,y).

Un circuit semilinéaire binaire avec une seule variable d’entrée définit une fonction semilinéaire
a coefficients dans ID. Un tel circuit peut étre codé par un programme d’évaluation. L.’ensemble
Y .5 est ensemble des (codes de ces) circuits semilinéaires, ¢’est ’'ensemble des points rationnels
de la présentation Ce.

Nous verrons plus loin que cette présentation est en quelque sorte la plus naturelle, mais qu’elle
manque d’étre une présentation de classe P a cause du calcul de la norme.
On a une majoration facile d'un module de Lipschitz de la fonction définie par le circuit :

| f(z) — fly) | <27 |z —y | ou p est la profondeur du circuit

Ceci donne pour module de continuité uniforme p(k) = k+n. Ceci implique en particulier qu’on
n’a pas besoin de se limiter a un intervalle fermé borné de ID dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.2 (Complexité de la famille de fonctions (f)fey,,,)
La famille de fonctions (fN)ercsl est uniformément de classe P. Précisément, cette famille
admet p(f, k) = k + prof(f) pour module de continuité uniforme et on peut expliciter une
fonction ¢ : Yeq x ID x Ny — ID de classe DRT(Lin, O(N?)) (ot N est la taille de l'entrée
(f,z,k)) avec,

V(f,2,k) € Yeu x ID x INy | f(x) — o(f,z, k) | < 1/2F

Plus précisément encore, comme il n’est pas nécessaire de lire x en entier, la taille de x
n’intervient pas, et la fonction ¢ est dans les classes DRT(Lin, O(t(f)(prof(f) + k))) et
DSPACE(O(prof(f)(prof(f) + k))) ou t(f) et prof(f) sont respectivement la taille et la pro-
fondeur de f.

Preuve. Pour calculer ¢(f, z, k) on évalue le circuit f sur I'entrée x dont on ne considere que
les k + 2prof (f) premiers bits, en tronquant le résultat intermédiaire calculé a la porte 7 a la
précision k + 2prof (f) — prof(x). Enfin, pour le résultat final on ne garde que la précision k.

Une telle méthode appliquée naivement nécessite de garder stockés tous les résultats obtenus a
une profondeur fixée p pendant qu’on calcule des résultats a la profondeur p 4+ 1. Nous faisons
alors t(f) calculs élémentaires (o + o, 0 — o o X 2 /2 max(e,e) min(e,e)) sur des objets de



3.2 Deux exemples significatifs de présentations rationnelles de I’espace C|0, 1] 23

taille < k + 2prof(f). Chaque calcul élémentaire prend un temps O(k + prof(f)), et donc le
calcul global se fait en temps O(t(f)(prof(f)+k)). Et cela prend aussi un O(t(f)(prof(f)+k))
comme espace de calcul.

Il existe une autre méthode d’évaluation d’un circuit, un peu moins économe en temps mais
nettement plus économe en espace, suivant 1'idée de Borodin [6]. Avec une telle méthode on
économise 1'espace de calcul qui devient un O(prof(f)(prof(f) + k)). .

Remarque 3.2.3 Nous n’avons pas pris en compte dans notre calcul le probleme posé par la
gestion de t = t(f) objets (ici des nombres dyadiques) de tailles majorées par s = prof(f) + k.
Dans le modele RAM cette gestion serait a priori en temps O(tlg(¢)s) ce qui n’augmente pas
sensiblement le O(ts) que nous avons trouvé, et ce qui reste en O(N?) si on se rappelle que le
codage du circuit semilinéaire par un programme d’évaluation lui donne une taille de O(tlg(t)).
Dans le modele des machines de Turing par contre, cette gestion réclame a priori un temps
O(?s) car il faut parcourir ¢ fois la bande ol sont stockés les objets sur une longueur totale < ts.
Nous avons donc commis une certaine sous estimation en nous concentrant sur le probleme que
nous considérons comme central : estimer le cotit total des opérations arithmétiques proprement
dites. Nous omettrons dans la suite systématiquement le calcul du temps de gestion des valeurs
intermédiaires (tres sensible au modele de calcul choisi) chaque fois qu’il s’agira d’évaluer des
circuits.

3.2.2 Présentation Cp,. (via des fractions rationnelles controlées et données en
présentation par formule)

La présentation précédente de 'espace C[0,1] n’est pas de classe P (sauf si P = NP
comme nous le verrons a la section 4.3) parce que la norme n’est pas calculable en temps
polynomial. Pour obtenir une présentation de classe P il est nécessaire de restreindre assez
considérablement 1’ensemble des “points rationnels” de la présentation, de maniere a ce que
la norme devienne une fonction calculable en temps polynomial. Un exemple significatif est
celui ou les points rationnels sont des fractions rationnelles bien controlées et données dans
une présentation du type dense. On a le choix entre plusieurs variantes et nous avons choisi
de donner le dénominateur et le numérateur dans une présentation dite "par formules”. Une
formule est un arbre dont les feuilles sont étiquetées par la variable X ou par un élément de
ID et dont chaque noeud est étiqueté par un opérateur arithmétique. Dans les formules que
nous considérons, les seuls opérateurs utilisés sont e + e, e — e et @ X o, de sorte que 'arbre est
un arbre binaire (chaque noeud de 'arbre est une sous formule et représente un polynéme de

DIX].)

Lemme 3.2.4 Désignons par ID[X]; 'ensemble des polynomes a coefficients dans D, donnés
en présentation par formule. Pour un polynome a une variable et a coefficients dans ID le
passage de la représentation dense a la représentation par formule est LINTIME et le passage
de la représentation par formule a la représentation dense est polynomial. Plus précisément si
on procéde de maniére naive on est en DTIME(O(N?M(N)))).

Preuve. Tout d’abord, la représentation dense peut étre considérée comme un cas particulier
de représentation par formule, selon le schéma de Horner.

Ensuite, passer de la représentation par formule a la représentation dense revient a évaluer la
formule dans ID[X]. Introduisons les parametres de controle suivants. Un polynome P € D [X]
a un degré noté dp et la taille de ses coefficients est controlée par 'entier o(P) := log(}_, | a; |)
ol les a; sont les coefficients de P. Une formule F' € ID[X]; contient un nombre d’opérateurs
arithmétiques noté tp et la taille de ses coefficients est controlée par entier A(F) = >, (1g(b;))
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ou les b; sont les dyadiques apparaissant dans la formule.

La taille L F' L de la formule F' est évidemment un majorant de tp et A(F').

Pour deux dyadiques a et b on a toujours lg(a £ b) < lg(a) + Ig(b) et lg(ab) < lg(a) + 1g(b).
On vérifie alors facilement que o(P £ Q) < o(P) + 0(Q) et 0(PQ) < o(P) + o(Q). Le temps
de calcul (naif) de PQ est un O(dpdgM(c(P) + o(Q))).

On montre ensuite par récurrence sur la taille de la formule F' que le polynome correspondant
P € D[X] vérifie dp < tp et o(P) < A(F). On montre également par récurrence que le temps
pour calculer P & partir de F est majoré par t2 M (\(F)). .

Définition 3.2.5 L’ensemble Y s, C ID[X]; xID[X]; est 'ensemble des fractions rationnelles
(a une variable) a coefficients dans ID, dont le dénominateur est minoré par 1 sur l'intervalle
0,1] . L’espace CJ0, 1] muni de 'ensemble Y f,,. comme famille des (codes des) points rationnels
est noté Crac

Proposition 3.2.6 (Complexité de la famille de fonctions (f)sey;,,.)

La famille de fonctions (f)fev,,.. est uniformément de classe P, plus précisément de classe
DRT(Lin,O(M(N)N)), o M(N) est la complexité de la multiplication de deux entiers de
taille N.

Preuve. Nous devons calculer un module de continuité uniforme pour la famille (f) FEY frac:
Nous devons aussi expliciter une fonction ¢ de classe DRT(Lin, O(M(N)N))

(P:Yfracx 11)[0,1] Xml — DD ) (f,iC,Tl) ng(.ﬂ;an)

vérifiant

| f(z) — o(f,z,n) | < 1/2". En fait, le module de continuité uniforme va se déduire du calcul
de ¢.

Puisque le dénominateur de la fraction est minoré par 1, il nous suffit de donner un module de
continuité uniforme et une procédure de calcul en temps O(M(N)N) pour évaluer une formule
F € D[X]; avec une précision 1/2" sur l'intervalle [0,1] (N = n+ L F 1). Nous supposons
sans perte de généralité que la taille m =1 F 1 dela formule F' = F)* F, est égale a m;+mo+2
simy =1 F; L et my =1 Fy 1 (% désigne un des opérateurs +, — oux). On établit alors (par
récurrence sur la profondeur de la formule) les deux faits suivants :

— lorsqu’on évalue de maniere exacte la formule F' € ID[X]; en un x € [0, 1] le résultat est
toujours majoré en valeur absolue par 2™.

— lorsqu’on évalue la formule F' en un = € [0, 1] de maniére approchée, en prenant z et tous
les résultats intermédiares avec une précision (absolue) 1/2""™ le résultat final est garanti avec
la précision 1/2".

On conclut ensuite sans difficulté. .

Proposition 3.2.7 a) La famille de nombres réels (|| f 1)feY;ra. €st de complexité P.
b) Le test d’appartenance f € Y prq. 7 est de complexité P.

Preuve. a) Soit f = P/Q € Y fq.. Pour calculer une valeur approchée a 1/2" de la norme de

f, on procede comme suit :
— calculer (P'Q — @'P) en tant qu’élément de ID[X] (lemme 3.2.4)

— calculer m : la précision requise sur x pour pouvoir évaluer f(x) avec la précision 1/2"
(proposition 3.2.6)
— calculer les racines (o;)1<i<p) de (P'Q — Q'P) sur [0, 1] avec la précision 2™

— calculer max{f(0); f(1); f(a;) 1 < i < s} avec la précision 1/2™ (proposition 3.2.6)
b) Le code f contient les codes de P et ). Il s’agit de voir qu’on peut tester en temps polynomial
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que le dénominateur ) est minoré par 1 sur lintervalle [0,1]. Ceci est un résultat classique
concernant les calculs avec les nombres réels algébriques : il s’agit de comparer a 1 le inf des
Q(a;) avec a; = 0,1 ou un zéro de @' sur l'intervalle. .

Remarques 3.2.8

1) 11 est bien connu que le calcul des racines réelles d'un polynome de Z[X] situées dans un
intervalle rationnel donné est un calcul de classe P. Peut-étre la méthode la plus performante
n’est pas celle que nous avons indiquée, mais une légere variante. En effet la recherche des
racines complexes d'un polynome (pour une précision donnée) est aujourd’hui extrémement
rapide (cf. [29]). Plut6t que de chercher spécifiquement les zéros réels sur U'intervalle [0, 1] on
pourrait donc chercher avec la précision 27 les zéros réels ou complexes (/3;)1<;<: suffisamment
proches de I'intervalle [0, 1] (i.e. leur partie imaginaire est en valeur absolue < 27™ et leur partie
réelle est sur [0,1] & 2™ pres) et évaluer f en les Re(;).

2) Comme cela résulte de la proposition 3.3.5 ci-dessous, toute fonction semilinéaire a coeffi-
cients dans ID est un point de complexité P dans Cgac. Le fait que la présentation Cg ne soit
pas de classe P (si P # NP, cf. section 4.3) implique par contre que la famille de fonctions
(f) fey,, n'est pas une famille de classe P dans Cpac.

3) On montre facilement que les opérations d’espace vectoriel sont aussi en temps polynomial.

Les résultats précédents se résument en :
Théoréme 3.2.9 La présentation Crae de C[0, 1] est de classe P.

3.3 Le théoreme d’approximation de Newman et sa complexité al-
gorithmique

Le théoreme de Newman est un théoreme fondamental en théorie de 'approximation.
L’énoncé ci-apres est un cas particulier®.

Théoréme 3.3.1 (Théoreme de Newman, [28], voir par exemple [30] p. 73-75)
Soit n entier > 6, définissons

Hy(z)= [] (@+e™m).

1<k<n?
et considérons les deuz polynomes P,(x) et Q,(z), de degrés magjorés par n*/2, donnés par
Py (%) = (Hy(2) — Hy(—2)) et Qu(2*) = Hy(w) + Hy(—2)
Alors on a pour tout x € [—1,1]
[z | = (Pu/Qu)(@?) | <3e7™ <270+

et
| Qn(2?) | > 2H,(0) = 2/e /2 > 1/23(n*=n)/4

Du théoreme de Newman découle que les fonctions semilinéaires se laissent individuellement
bien approcher par des fractions rationnelles “faciles a écrire et bien controlées”. C’est ce que
précisent le lemme 3.3.3 ci-apres et ses corollaires, les propositions et théoremes qui suivent.
Nous rappelons d’abord le résultat suivant. (cf. [7])

29 n

9 Nous avons pris le théoréme “4 I'ordre n?” de maniere & obtenir une majoration en e~".
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Lemme 3.3.2 (théoreme de Brent) Soit a € [—1,1]ND,,. Le calcul de exp(a) avec la précision
27" peut étre fait en temps O(M(m)log(m)).

En d’autres termes, la fonction exponentielle sur lintervalle [—1,1] est de complexité
DTIME(O(M(m)log(m)))

On en déduit facilement, en notant ID [ X ] la présentation de ID[X] par formules.

Lemme 3.3.3 [l existe une suite Ny — IDD[X]|; x D[X]; ; n — (uy,v,), de classe
DRT(O(n?), O(M(n?)n?lg*(n))), telle que pour tout = € [0, 1]

|2 | =pa(2®)/gu(a?) | < 27"
Les degrés des polynémes p, et q, sont majorés par n*/2, leurs tailles, en présentation par
formule sont majorées par un O(n®), et q,(z2) est minoré par 1/e° ="
Preuve. On définit p,, et ¢, comme P, et Q,, en remplacant dans la définition le réel e */" par

une approximation dyadique ¢, suffisante calculée au moyen du lemme 3.3.2.
Si | e */™ — ¢4 | < & on vérifie que pour tout z € [0, 1]

| Pa@) = pa() | < (0* = 1)2"c et | Qu(w) —gul2) | < (n* = 1)2" e = &
Pour I’écart entre les fractions rationnelles on utilise
| A/B—a/b|<|A/B||b—B|/b+ |A—a|/b<3e1/b
Comme B > 1/230"°=m/4 on a 1/b < 2.230°~"/4si | b — B | < B/2, en particulier si
(n? —1)2%e < (1/2) - 1/230*=m/4
On est alors conduit a prendre un ¢ tel que
3e1 /b < 6(n? — 1)27° 23 —/4g < 1 jon+!

11 suffit donc de prendre € < 27" (pour n assez grand).

On va donc étre amené & décrire p,, et ¢, par des formules de taille algébrique O(n?) portant

sur des termes de base (z + ¢, 1) ol ¢, est un dyadique de taille O(n?). La taille (booléenne)

de la formule est donc un O(n®). L’essentiel du temps de calcul est absorbé par le calcul des

¢ en utilisant le lemme 3.3.2. "
Notez que la majoration du temps de calcul est a peine moins bonne que la taille du résultat.
On en déduit immédiatement les résultats suivants.

Théoréme 3.3.4 La fonction x +—| x — 1/2 | est un point de complexité P (plus précisément

DRT(O(n?), O(M(n®)n?lg*(n))) dans l'espace Cia.. En d’autres termes, il existe une suite

Ny = Yyae , n— (Un,v,), de classe DRT(O(n?), O(M(n?)n2lg*(n))), telle que

Les degrés des polynémes u, et v, sont majorés par n?.

Proposition 3.3.5 La fonction x —| x | sur Uintervalle [—2™,2™] peut étre approchée a 1/2"

pres par une fraction rationnelle py [ Gnm dont le dénominateur est minoré par 1 (sur le méme
intervalle), et le calcul

(n7m) = (pmmaQn,m) ml X ]l\Il — ID[X]f X ]D[X]f

est de complezité DRT(O(N®), O(M(N3)N?1g3(N))) ot N = n+m. Les degrés des polynomes
Pnm €t Gnm Ssont majorés par N?. De méme la fonction (x,y) — max(z,y) (resp. (z,y)
min(z,y)) sur le carré [—2™,2™] x [—2™,2™] peut étre approchée a 1/2" prés par une fraction
rationnelle du méme type et de méme complexité que les précédentes.
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Preuve. Pour la fonction valeur absolue :
Six € [—-2™,2™] on écrit
| [=2"|z/2™ |

avec x/2™ € [—1,1]. Donc, avec les notations de la preuve du lemme 3.3.3, il suffit de prendre
pn,m(x) = 2mpn+m(w/2m) et Qn,m(l') = 2m(]n+m(x/2m)‘
Pour les fonctions max et min, il suffit d'utiliser les formules :
c+y—|z—y|

2

r+y+|r—y|
2

et min(z,y) =

max(z,y) =

Dans la suite, on aura besoin d’“approcher” la fonction discontinue

1, six>a

Calw) = { 0, sinon

Une telle “approximation” est donnée par la fonction semilinéaire continue Cj, :

Cp,a = min(1, max(0,2(x —a))) oup € IN; et a € Dy

1 _________

F1G. 1: courbe représentative de la fonction C,,

La complexité de la famille de fonctions (p, a) — C,, est donnée dans la proposition suivante.
Proposition 3.3.6 La famille de fonctions
INy x Dy (p,a) — Cpa

définie par :

Cpa = min(1,mazx(0,2°(x — a)))
est une famille de classe P. Plus précisément, elle est de complexité
DRT(O(N®), O(M(N3)N?1g*(N))) ot N = maz(lg(a),n + p).
La proposition suivante concerne la fonction racine carrée.
Proposition 3.3.7 La fonction x — /| x — 1/2 | sur [0,1] est un P-point de Cprac.

Preuve. (esquisse) Dans les polynomes P,(z%) et Q,(2?) du théoréme de Newman, si on
remplace z* par une bonne approximation de | z | sur [0, 1] obtenue elle méme par le théoréme
de Newman, on obtiendra une fraction rationnelle R, (x)/S,(z) telle que,

Vr e [0,1] | ]z | - (Ro/Su)(z) | < 27"

Les degrés de R, (z) et S,(z) seront en O(n?).
Notez que la fraction (P, /Q,)(x) n’est pas impaire, elle fournit donc une bonne approximation
de la fonction /| | uniquement sur U'intervalle [0, 1]. .
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F1c. 2: courbe de la fonction x +— /| x — 1/2 |

4 Une présentation naturelle de D’espace C[0,1] et
quelques présentations équivalentes

Une notion naturelle de complexité pour les “points” et pour les “suites de points” de
I'espace C[0, 1] est donnée par K. I Ko et H. Friedman dans [15]. Nous étudions dans cette
section une présentation rationnelle de I'espace C[0, 1] qui donne (& trés peu pres) les mémes
notions de complexité. Nous étudions également d’autres présentations utilisant des circuits,
qui s’averent équivalentes du point de vue de la complexité P. La preuve de ces équivalences
est basée sur la preuve d’un résultat analogue mais moins général donnée par [12, 13].

4.1 Définitions de quelques présentations de I’espace C|0, 1]
4.1.1 Presentation KF (KF comme Ko-Friedman)

Rappelons qu’on note D,, = {k/2";k € Z} et D, o1 = ID,, N[0, 1].

Dans la définition donnée par Ko et Friedman, on considere, pour f € C[0, 1], une machine
de Turing a Oracle (MTO) qui “calcule” la fonction f au sens suivant. L’oracle délivre, pour
la question “m ? 7 une approximation { € ID,, o1 de x avec la précision 27", Pour I'entrée
n € INy, la machine calcule, en utilisant I'oracle, une approximation ¢ € ID,, de f(z) a 1/2"
pres.

La seule lecture du programme de la MTO ne permet évidemment pas de savoir si la MTO
calcule bien une fonction de C|0, 1]. En conséquence, puisque nous souhaitons avoir des objets
clairement identifiés comme “points rationnels” de la présentation que nous voulons définir,
nous prenons le parti d’introduire des parametres de controle. Mais pour que de tels parametres
soient vraiment efficaces, il est nécessaire de limiter 'exécution de la machine a une précision
de sortie donnée a priori. En conséquence la précision nécessaire en entrée est également limitée
a priori. Ainsi, la MTO est approximée par une suite de machines de Turing ordinaires (sans
oracle) n’exécutant chacune qu’un nombre fini de calculs. Nous sommes donc conduits a définir
une présentation rationnelle de C|0, 1] qui sera notée Cxr (I’ensemble des “points rationnels”
sera noté Y gr) de la maniere suivante.
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Définition 4.1.1 On considere un langage, choisi une fois pour toutes, pour décrire les pro-
grammes de machines de Turing avec une seule entrée, dans Dy ;) (notée x), et avec une seule
sortie, dans ID (notée y). Soit Prog la partie de ce langage formée par les programmes bien
écrits (conformément & une syntaxe précisée une fois pour toutes). Soit f = (Pr,n,m,T) €
Prog x IN; x Ny x IN; ot on a :

— n est la précision réclamée pour y

— m est la précision avec laquelle est donnée x

Le quadruplet (Pr,n,m,T) est dit correct lorsque sont vérifiées les conditions suivantes :

— le programme Pr calcule une fonction de ID,, o) vers ID,, c.-a-d. pour une entrée dans
ID,, [0,1) on obtient en sortie un élément de ID,,.

— T majore le temps d’exécution maximum pour tous les x de D, [0 1

— pour deux éléments consécutifs (distants de 1/2™) de ID,, o,1) en entrée, le programme donne
en sortie deux éléments de ID,, distants d’au plus 1/2".

L’ensemble des quadruplets (Pr,n,m,T) corrects est noté Y xr. Lorsque la donnée f est cor-
recte, elle définit le “point rationnel” f suivant : c¢’est la fonction linéaire par morceaux qui
joint les points du graphe donnés sur la grille ID,, o) X ID,, par I'exécution du programme Pr
pour toutes les entrées possibles dans 1D, 0.1

Remarque 4.1.2 On notera que les deux premieres conditions pourraient étre réalisées de
maniere automatique par des contraintes de type syntaxique faciles a mettre en oeuvre. Par
contre, comme on le verra dans la proposition 4.4.1, la troisieme est incontrélable en temps poly-
nomial (sauf si P = NP ) (cette condition de correction définit un probleme CO—NP-complet).
Notez aussi que si on n’avait pas imposé la condition de correction pour les points de Yz on
n’aurait eu aucun controle a priori du module de continuité uniforme pour la fonction linéaire
par morceaux définie par une donnée, et la famille (f) ey, n’aurait pas été uniformément de
classe P.

Proposition 4.1.3 (Complezité de la famille de fonctions attachées a Ykp) La famille de

fonctions continues (f)erKF est uniformément de classe DRST (Lin, Lin, O(N?)).

Preuve. Tout d’abord, on remarque que la fonction fcorrespondant af=(Pr,n,m,T) est
linéaire par morceaux et que, puisque la donnée est correcte, la pente de chaque morceau
est majorée en valeur absolue par 2™™" ce qui donne le module de continuité uniforme
pu(f, k) =k +m —n pour la famille (f) ey,

Nous devons exhiber une fonction ¢ : Ygp X Dy x Ny — 1D de complexité
DSRT(Lin, Lin, N?) telle que :

V(f, 2, k) € Yp x Dy x Ny | o(f, 2, k) — f(z) | <27F

Soit z = (f,x,k) = ((Pr,n,m,T),z,k) € Ygp x D1 x IN;. Nous supposerons sans perte de
généralité que k > n et que x est donné avec au moins m bits.

Par simple lecture de x on repere deux éléments consécutifs a et b de ID, joq) tels que a <o < b
et on trouve le dyadique r € ID g ) tel que v = a + /2",

Notons ¢ € {—1,0,1} Pentier vérifiant f(a) = f(b) + /2"

Alors f(z) = f(a) + er/2". En outre f(a) = Exec(Pr,a) est le résultat de Iexécution du
programme Pr pour 'entrée a. Le calcul complet consiste donc essentiellement a :

— lire z (et en déduire a, b et r)

— calculer Exec(Pr,a) et Exec(Pr,b).

La complexité est donc majorée par la complexité de la Machine de Turing Universelle que
nous utilisons pour exécuter le programme Pr. D’apres le lemme 1.3.1 cela se fait en temps
O(T(T+ L Pr 1)) et en espace O(T+ L Pr L). Et la taille de la sortie est majorée par 7. =
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Le fait que la présentation Ckr qui résulte de la définition 4.1.1 soit appelée ” présentation
a la Ko-Friedman ” est justifié par la proposition suivante.

Proposition 4.1.4 Une fonction f : [0,1] — R est calculable en temps polynomial au sens de
Ko- Friedman si et seulement si elle est un P-point de Cxg. Plus précisément

a) Si la fonction f est de complexité en temps T'(n) au sens de Ko-Friedman alors elle est un
DTIME(T)-point de Ckp

b) Si la fonction f est un DTIME(T)-point de Cxy alors elle est de complexité en temps T?(n)
au sens de Ko-Friedman.

Nous prouverons d’abord une caractérisation de la complexité d'une fonction au sens de Ko-
Friedman, pour une classe C de complexité en temps ou en espace élémentairement stable. Nous
Iavons déja affirmée sans preuve dans le premier exemple 2.2.3. Nous en donnons un énoncé
plus précis ici.

Proposition 4.1.5 Soit C wune classe élémentairement stable de type DTIME(e) ou
DSPACE(e) ou DSRT(e,e,¢) ou DRT(e,e) ou DSR(e, e) et soit une fonction continue
f:10,1] = R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) la fonction f est calculable au sens de Ko-Friedman dans la classe C

2) la fonction f est uniformément de classe C.

NB : Pour ce qui concerne la complexité d’une MTO, nous entendons ici que les questions
posées a l'oracle doivent étre comptées parmi les sorties de la machine. Autremant dit la taille

des entiers m qui sont les questions a [’oracle doivent avoir la majoration requise pour la sortie
dans les classes du type DSRT (e, 6) ou DRT(e,0,0) ou DSR(e 0 e).

Preuve. (de la proposition 4.1.5) Rappelons qu’'une fonction est uniformément de classe C (cf.
définition 2.1.1) lorsque :

a) la fonction f possede un module de continuité uniforme dans la classe C.

b) la famille (f(a))sep est une C-famille de nombres réels.

Soit tout d’abord f € CJ0,1] et M une MTO qui, pour toute entrée n € IN; et tout x € [0, 1]
(donné comme oracle) calcule f(z) a 27" pres dans la classe C. Si on remplace l'oracle, qui
donne a la demande une approximation de x a 27" pres dans ID,,, par la lecture d'un nombre
dyadique a arbitraire, on obtient une machine de Turing usuelle qui calcule (f(a)).ep en tant
que famille de nombres réels, ceci dans la classe C.

Voyons la question du module de continuité uniforme. Sur 'entrée n (précision requise pour
la sortie) et pour n’importe quel oracle pour n'importe quel x € [0,1], la MTO va calculer
y = f(x) a 27™ pres en interrogeant l'oracle pour certaines précisions m. Puisque C est une
classe de complexité du type prévu, le plus grand des entiers m utilisés sur I’entrée n peut étre
majoré par pu(n) ou p : IN; — INy est une fonction dans la classe C'° . C’est le module de
continuité uniforme que nous cherchons.

Supposons maintenant que la fonction f soit uniformément de classe C. Soit M la machine de
Turing (sans oracle) qui calcule (f(z))zep en tant que famille de nombres réels dans la classe
C. Soit M’ une machine de Turing qui calcule un module de continuité uniforme p : IN; — IN4
dans la classe C. La MTO a la Ko-Friedman est alors la suivante. Sur I'entrée n elle calcule
m = p(n + 1) (en utilisant M’), elle interroge l'oracle avec la précision m, I'oracle donne un
élément a € ID,,. La MTO utilise alors M pour calculer f(a) avec une approximation de 1/2"+1
qui, privée de son dernier bit, constitue la sortie de la MTO. .

10 Par exemple pour une classe de complexité ot on spécifie que les sorties sont de taille linéaire, la taille de
m dépend linéairement de n (indépendamment de 'oracle) puisque m, en tant que question posée a 'oracle, est
une des sorties.
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La proposition 4.1.5 montre, par contraste, que la non parfaite adéquation obtenue dans
la proposition 4.1.4 est seulement due a la difficulté de faire entrer exactement et a tout coup
la notion de complexité d’'une fonction uniformément continue (en tant que fonction) dans le
moule de la notion de “complexité d’un point dans un espace métrique”. Cette adéquation
parfaite a lieu pour des classes comme P, Prim ou Rec mais pas pour DRT (Lin, O(n*)).
Enfin on pourra noter la grande similitude entre les preuves des propositions 4.1.5 et 4.1.4, avec
une complication un peu plus grande pour cette derniére. Preuve. (de la proposition 4.1.4)

Soit tout d’abord f € CJ0,1] et M une MTO qui, pour toute entrée n € IN; et tout x € [0, 1]
(donné comme oracle) calcule f(x) & 27" pres, en temps majoré par T'(n).

Considérons la suite f, = (Pr,,n,T(n),T(n)),en, ot on a :

Pr,, est obtenu a partir du programme Pr de la machine M en remplagant la réponse (x,,) de
l'oracle a la question “m 77 par l'instruction “lire z avec la précision m”

La correction de la donnée f,, est claire. Soit f,, la fonction linéaire par morceaux correspondant
a la donnée f,. On a pour & € [0, 1] et d une approximation de & & 1/27( pres

Exec(Pr,,d) = Exec(Pr,n, Oracle pour ¢) = M¢(n)
et donc
| J?n(f) — f(&) | <| f(d) — Exec(Pr,, &) | + | fn(d) — Exec(Pr,, &) | <2 +2 <2 (D

Enfin la suite n — f, 41 est de complexité DTIME(O(n)).

Réciproquement, supposons que || f, — f ||< 27" avec n — f,, de classe DTIME(T (n)).

On a f, = (Pry,q(n),m(n),t(n)). Considérons la MTO M qui, pour tout entier n € IN; et
tout & € [0, 1], effectue les taches suivantes :

— prendre 'élément f,,.1 = (Prpy1,9(n + 1),m(n +1),t(n+ 1)), de la suite, correspondant a
n+ 1.

— poser a loracle la question @(n) = m(n+1) +n+1—g(n) (on obtient une approximation
d de € & 2790 prg).

— calculer };(d) par interpolation linéaire (cf. proposition 4.1.3) : ceci est la sortie de la
machine M.

On a alors

| fa(€) = ME(n) | <| Fu(&) = Farr (&) | +Fus1(§) = faga(d) | < 270D 4270 =27y ¢ € [0, 1]
donc B B

1f =M I <N f = fall + 1 fo = ME(n) || < 27" + 27"
De plus la machine M est de complexité O(T?(n)) (cf. proposition 4.1.3). .

Dans le méme style que la proposition 4.1.5, on obtient deux caractérisations naturelles, a
P-équivalence pres, de la présentation rationnelle Cxy de CJ0, 1]

Proposition 4.1.6 Soit C* une présentation rationnelle de [’espace C[0,1]. Alors on a
I’équivalence des deux assertions suivantes :
1) la présentation C* est P-équivalente a Ckp

2) une famille (f) ez dans C|0,1] est uniformément de classe P si et seulement si elle est une
P-famille de points de C*.

Preuve. Pour n’importe quelle classe élémentairement stable C, deux présentations rationnel-
les d'un espace métrique arbitraire sont C-équivalentes si et seulement si elles définissent les
mémes C-familles de points (cf. remarque 2.2.8). 11 suffit donc de vérifier que la présentation
rationnelle Ckp vérifie la condition (2). La preuve est identique a celle de la proposition 4.1.4.
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Théoréme 4.1.7 La présentation Cxp est universelle pour I’évaluation au sens suivant. Si
(Y,6,n) est une présentation de C[0,1] pour laquelle la famille (f)sey est uniformément de
classe P, et si on note C* l’espace C[0,1] muni de cette structure de calculabilité, alors la
fonction 1dc[0,1] de C* vers Ckr est uniformément de classe P. Le résultat se généralise a
toute classe de complexité C élémentairement stable vérifiant la propriété suivante :

si F' € C alors le temps de calcul de F': Ny — INy, N +— F(N), est majoré par une fonction

de classe C.

Preuve. Cela résulte de 4.1.6. Donnons néanmoins la preuve. Nous devons montrer que la

famille (f) ey est une famille de points de classe P pour la présentation Cxp. Puisque la famille
(f)fey est uniformément de classe P, on a deux fonctions y et p de classe P :

Y :Y xDpyx Ny =D (f,d,n)— ¥(f,dn)= f(d) avec la précision 1/2"

et
p:Y xINy — 1D, (f,n) — u(f,d,n) =m

ol i est un module de continuité uniforme pour la famille. Soit S : IN; — IN; une fonction de
classe P qui donne une majoration du temps de calcul de .
Considérons alors la fonction ¢ : Y x IN; — Y g définie par :

p(f,n) = (Pr(f,n),n, u(f,n), S(L f L +u(f,n)+n))

ou L f L est la taille de f et Pr est le programme calculant ¢ a peine modifié : il prend en

entrée seulement les d € ID,, o,1] et ne garde pour la sortie que les chiffres significatifs dans ID,.

La fonction ¢ est aussi dans la classe P.

De plus il est clair que le point rationnel (Pr,n,m,S(L f L +m+n)) ainsi construit approxime

fal/2" prés. n
Notez que cette propriété universelle de la présentation Ckr est évidemment partagée par

toute autre présentation P-équivalente a Ckr.

4.1.2 Présentation par circuits booléens

La présentation par circuits booléens est essentiellement la méme chose que la présentation
a la Ko-Friedman. Elle est un peu plus naturelle dans le cadre que nous nous sommes fixés
(présentation rationnelle de ’espace métrique C|0, 1]).
Notons CB l'ensemble des (codes des) circuits booléens. Codé informatiquement, un circuit
booléen C' est simplement donné par un programme d’évaluation booléen (boolean straight-
line program) qui représente 1'exécution du circuit C'. Un point rationnel de la présentation
par circuits booléens est une fonction linéaire par morceaux f codée par un quadruplet f =
(Cyn,m, k) ou C est (le code d’)un circuit booléen, n est la précision réclamée pour f(x), m la
précision nécessaire en entrée, 2¥*! majore la norme de f

Définition 4.1.8 Un point rationnel de la présentation par circuits booléens Cg, est codé par
un quadruplet f = (C,n,m,k) € CB x IN; x IN; x IN; ot C' est (le code d”)un circuit booléen
ayant m portes d’entrée et k+mn—+ 1 portes de sortie : les m portes d’entrée permettent de coder
un élément de ID,, o,1) et les k +n + 1 portes de sortie permettent de coder les éléments de ID

de la forme £2* D itk bi2_i> (ot les b; sont égaux a 0 ou 1).

La donnée f = (C,n,m, k) est dite correcte lorsque deux entrées codant des éléments de 1D, [ 1
distants de 1/2™ donnent en sortie des codages de nombres distants de au plus 1/2". L’ensemble
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des données correctes est Y.
Lorsqu’une donnée f est correcte, elle définit une fonction linéaire par morceau f qui est bien
controlée (c’est le “point rationnel” défini par la donnée).

On notera que les parametres de controle n, m et k sont surtout indiqués pour le confort de
I'utilisateur. En fait n + k£ et m sont directement lisibles sur le circuit C'.
De ce point de vue, la situation est un peu améliorée par rapport a la présentation Ckxp pour
laquelle les parametres de controle sont absolument indispensables. La taille de C' controle a
elle seule le temps d’exécution du circuit (c.-a-d. la fonction qui calcule, & partir du code d’un
circuit booléen et de la liste de ses entrées, la liste de ses sorties est une fonction de tres faible
complexité).

Proposition 4.1.9 (Complexité de la famille de fonctions attachées & Y). La famille de

fonctions continues (f) ey, est uniformément de classe DSRT (lin, Lin, QLin).

Preuve. On recopie presque a 'identique la preuve de la proposition 4.1.3 concernant la famille
(f)revyp- La seule différence est le remplacement de la fonction Exec(Pr,a) par 1'évaluation
d’un circuit booléen. La fonction qui calcule, a partir du code d’un circuit booléen et de la liste
de ses entrées, la liste de ses sorties est une fonction de complexité en temps O(tlog(t)) (avec
t =t(C)), donc de classe DSRT(Lin, Lin, QQLin). .

NB : Si on avait pris en compte ”le temps de gestion” (cf. remarque 3.2.3) on aurait trouvé

une complexité DSRT(Lin, Lin, O(N?)), c.-a-d. le méme résultat que pour la famille (f) rey .,
(la complexité de Exec(Pr,a) prend justement en compte “le temps de gestion”).

4.1.3 Présentation par circuits arithmétiques fractionnaires (avec magnitude)

Rappelons qu’un circuit arithmétique (fractionnaire) est par définition un circuit qui a pour
portes d’entrées des variables “réelles” x; et des constantes dans Q). (on pourrait évidemment
ne tolérer que les deux constantes 0 et 1 sans changement significatif).

Les autres portes sont :

— des portes a une entrée, des types suivants : x — 27!,  — —x

— des portes a deux entrées, des deux types suivants : x + vy, © X y.

Un circuit arithmétique calcule une fraction rationnelle, (ou éventuellement ”error” si on de-
mande d’inverser la fonction identiquement nulle). Nous considérerons des circuits arithmétiques
avec une seule variable en entrée et une seule porte de sortie et nous noterons CA l’ensem-
ble des (codes de) circuits arithmétiques a une seule entrée. Le code d’un circuit est le texte
d’un programme d’évaluation (dans un langage et avec une syntaxe fixés une fois pour toutes)
correspondant au circuit arithmétique considéré.

Définition 4.1.10 Un entier M est appelé un coefficient de magnitude pour un circuit
arithmétique o & une seule entrée lorsque 2™ majore en valeur absolue toutes les fractions
rationnelles du circuit (c.-a-d. celles calculées a toutes les portes du circuit) en tout point de
I'intervalle [0, 1].

Un couple f = (a, M) € CA x IN; est une donnée ‘correcte lorsque M est un coefficient de
magnitude pour le circuit a. Cela définit les éléments de Yo,r. Un élément f de Y,y définit la
fraction rationnelle notée f lorsqu’elle est vue comme un élément de C[0, 1]. La famille (f) FEY eas
est la famille des points rationnels d’une présentation de C[0, 1] qui sera notée Ceat

Notez que, a cause de la présence des multiplications et du passage a 'inverse, la taille de M
peut étre exponentielle par rapport a celle de o, méme lorsqu’aucune fraction rationnelle de «
n’a de pole sur [0, 1]. Ce genre de mésaventure n’avait pas lieu avec les circuits semilinéaires
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binaires. Il semble méme improbable que la correction d’'un couple (a, M) € CA x IN; puisse
étre testée en temps polynomial (par rapport a la taille de la donnée (a, M).

Proposition 4.1.11 (Complexité de la famille de fonctions attachées & Y..r) La famille de

fonctions continues (f)sev.,, est uniformément de classe P, et plus précisément de classe
DSRT(O(N?3), Lin, O(NM(N?))).

Preuve. Soit f = (o, M) un élément de Y ,s. Soit p la profondeur du cirduit a.. On montre par
récurrence sur 7w que, pour une porte de profondeur 7 la fonction rationnelle correspondante a
une dérivée majorée par 22M™ sur I'intervalle [0, 1]. Ceci fournit le module de continuité unifor-
me u(f, k) =k +2Mp (qui est en O(N?)) pour la famille (f)fewa.

Nous devons maintenant exhiber une fonction ¢ : Yeup X D) X INy — ID de complexité
DRT(Lin, O(NM(N?))) telle que :

V(f,2,k) € Yooy x Doy x Ny | 9(f,2,k) — flz) | <27

Soit (f,x,k) € Yeap x D1y x INy ot f = (a, M). Soit t = t(c) le nombre des portes du circuit
a. La taille des entrées est N =t + M + k.

Pour calculer ¢((a, M), z, k) on procede comme suit. On lit m = k + 2Mp + p bits de =
ce qui donne les deux points consécutifs a et b de ID,, 01 tels que a < x < b. On exécute
le circuit @ au point a en tronquant le calcul effectué sur chaque porte aux m premiers bits
significatifs. La valeur obtenue a la sortie, tronquée aux k premiers bits significatifs, est I’élément
Y((a, M), x, k). Comme une multiplication (ou une division) se fait en temps M(m), le temps
des opérations arithmétiques proprement dites est un O(tM(k + 2Mp + p)) = O(NM(N?)) et
I'espace occupé est en O(N?3). .
NB : Si on avait pris en compte “le temps de gestion” (cf. remarque 3.2.3) on aurait dit :

Le temps des opérations arithmétiques proprement dites est O(NM(N?)), et la gestion des
objets est en O(N*). Ainsi si on considere la multiplication rapide (respectivement naive), la
fonction d’évaluation est dans DRT(Lin, O(N*)) (respectivement DRT (Lin, O(N?%))) ou N
est la taille des données.

4.1.4 Présentation par circuits arithmétiques polynomiaux (avec magnitude)

La présentation suivante de CJ0, 1] sera notée C,p. L’ensemble des “points rationnels” sera
noté Y qp.
C’est la meme chose que les circuits arithmétiques fractionnaires, sauf qu’on supprime les portes
“passage a l'inverse”. Il n’est donc pas nécessaire d’écrire la définition en détail.
On retrouve les mémes difficultés concernant la magnitude, en un peu moins grave. Il ne sem-
ble pas que l'on puisse obtenir pour les circuits polynomiaux de majorations senseiblement
meilleures que celles obtenues a la proposition 4.1.11 pour les circuits avec divisions.

4.2 Comparaisons des présentations précédentes

Nous montrons dans cette section un résultat important, I’équivalence entre la présen-
tation a la Ko-Friedman et les quatre présentations “par circuits” de C[0, 1] citées dans la
section précédente, ceci du point de vue de la complexité en temps polynomial. En particulier
nous obtenons une formulation completement controlée du point de vue algorithmique pour le
théoreme d’approximation de Weierstrass.

Pour montrer I'équivalence entre ces cing présentations du point de vue de la complexité en
temps polynomial, nous suivrons le plan ci-dessous :
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C KF . ch ! Ccsl I Ccaf Ccap

AN

Fi1G. 3: schéma de la preuve

Pour donner I'équivalence entre ces différentes présentations, nous devons construire des
fonctions qui permettent de transformer un point rationnel d’une présentation donnée en un
point rationnel d’'une autre présentation, qui approche convenablement le premier.

Proposition 4.2.1 L’identité de C|0, 1] de Ckr vers Cqp, est uniformément de classe P, en fait
de classe DTIME(N').

La preuve de cette proposition est basée sur le Lemme 1.3.1 qui décrit la complexité d'une
Machine de Turing Universelle et sur le lemme suivant :

Lemme 4.2.2 (cf. [34] et [25])

Soient M une machine de Turing fixée, T et m des éléments de IN{. Alors on a une fonction
calculable en temps O((T +m)") qui calcule g, : un circuit booléen simulant les T premiéres
configurations de M pour n’importe quelle entrée dans {0,1}™.

Remarque 4.2.3 J. Stern a donné dans [34], pour tout entier 7' € INy, une construction assez
simple d’un circuit v qui calcule la configuration de M obtenue apres T pas de calcul a partir
d’une configuration initiale de taille < 7" (on peut supposer que T' > m ou prendre max (7, m)).
La taille du circuit vz est un O(7?). L’auteur a mentionné aussi que cette construction se fait
en temps polynomial. Une complexité plus précise (de I'ordre de O(T")) est donnée dans [25].

Preuve. (de la proposition 4.2.1) On considere la Machine de Turing Universelle MU du lemme
1.3.1. Soit f = (Pr,n,m,T) un élément de Y k. Notons p la taille du programme Pr. La taille
de fest N=p+n+m+T. La machine MU prend en entrée le programme Pr ainsi quune
entrée © € Dy, 01 et le nombre d’étapes T Elle exécute en O(T(maz(T,m) + p)) = O(N?)
étapes (cf. lemme 1.3.1) la tache de calculer la sortie pour le programme Pr sur la méme entrée
x apres T étapes de calcul. En appliquant le lemme 4.2.2 on obtient un temps O(N') pour
calculer a partir de entrée f un élément g de Y, (un circuit booléen ainsi que ses parametres

de controle) pour lequel on a g = f. .

Proposition 4.2.4 L’identité de C[0,1] de C., wvers Ceq est uniformément de classe
LINTIME. Plus précisément, on a une fonction discrete qui, a partir d’un élément f =
(v,n,m, k) de Y et d’un entier ¢ € INy, calcule en temps O(N) (ot N est la taille de ’entrée
((v,n,m, k), q), un circuit semilinéaire binaire g tel que :

| F(z) = G(z) | <279 Vo e [0,1] (F42.1)

La preuve de cette proposition utilise le lemme suivant :

Lemme 4.2.5 Il existe une fonction calculable en temps O(N) qui transforme tout élément
f=((v,n,m,k),h) de Yo x INy en un élément f' = (v',n+h,m+ h, k) de Y correspondant
a la méme fonction semilinéaire.

Preuve. (lemme 4.2.5) Supposons que le circuit 7 calcule, pour l'entrée © = u/2™ ou 0 <
u < 2™ — 1, la valeur y = £/2", et pour ' = (u + 1)/2™, la valeur y' = ¢'/2" avec {,{' € 7
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et | £ — ¢ | < 1. Alors le circuit 7/ calcule, pour 'entrée z + r27"27™ 0 < r < 2", la valeur
y+ @y —yr2 "

Noter de plus que t(7') = O(t(y) + h) et prof(y’) = O(prof(y) + h). .
Preuve. (proposition 4.2.4) D’apreés le lemme 4.2.5, la condition (F4.2.1) de la proposition
peut étre remplacée par la condition :

| Flo) = G(x) | < 2707Y va e [0,1] (F4.2.2)

En effet : si ¢ < n alors (F4.2.1) découle de (F4.2.2), sinon, on utilise l'interpolation linéaire
donnée dans la preuve du lemme 4.2.5.

Nous cherchons donc maintenant a simuler le circuit booléen f = (v,n,m,k) par un circuit
semilinéaire binaire g avec la précision 1/2".

Tout d’abord remarquons qu’il est facile de simuler de maniere exacte toutes les portes, “sauf
I’entrée”, par un circuit semilinéaire simple A qui consiste en :

1) remplacer les constantes booléennes 0 et 1 de 7 par les constantes rationnelles 0 et 1.

2) remplacer chaque sommet de v calculant —u par un sommet de A calculant 1 — u.

3) remplacer chaque sommet de v calculant u A v par un sommet de A calculant min(u,v).

4) remplacer chaque sommet de v calculant u V v par un sommet de A calculant max(u,v).

5) calculer, a partir des sorties ¢y, ¢1, . . ., Cp1 du circuit v, le point rationnel :

+9Fk Z ;27" (co code le signe)
i=1,..n+k

Il est clair que le circuit A se construit en temps linéaire et admet une taille t(\) = O(t(y)) et
une profondeur prof(A) = O(prof(7)).

Maintenant nous cherchons a “simuler I'entrée” du circuit v, c.-a-d. les bits codant x, par un
circuit semilinéaire binaire.

Usuellement, pour déterminer le développement binaire d’un nombre réel x, on utilise le pseudo-
algorithme suivant qui utilise la fonction discontinue C' définie par :

1, six>1/2
0, sinon

O(z) = {

Algorithme 1 (“calcul” des m premiers bits d’un nombre réel z)

Entrées : z € [0,1], m € N
Sortie : la liste(by, by, . .., b,) € {0,1}™

Pour j :=1 a m Faire

x «— 2x — b,
Fait
Fin.

La fonction C est discontinue, donc ’algorithme 1 n’est pas vraiment un algorithme; et il ne
) )
peut pas étre simulé par un circuit semilinéaire binaire. On considere alors la fonction continue

Cp(x) := Cp1/2 = min(1, max(0,2"(x — 1/2))) (cf. fig. 1)

qui “approche” la fonction C'. Et on considere 'algorithme suivant :

Algorithme 2 (calcul ”approximatif” des m premiers bits qui codent un nombre réel x)
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Entrées : z € [0,1], m € IN;
Sortie : une liste (by, bs, ..., by) € [0,1]™

P —m+ 2
Pour j :=1 a m Faire
bj — C(x)
T« 2x — b,
pe=p—1
Fait
Fin.
Ceci est réalisé par un circuit de taille et profondeur O(m) sous la forme suivante :

Algorithme 2bis (forme circuit semilinéaire de I’algorithme 2)

Entrées : z € [0,1], m € INy
Sortie : une liste (by, ba, ..., by) € [0,1]™

pe—m-+2, q—2°
Pour j :=1 a m Faire
y —qlzr—1/2)
b; < min(1, max(0,y))
T« 2x — b,
q < q/2
Fait
Fin.
Mais un probleme crucial se pose quand le réel x en entrée est dans un intervalle de type
Jk/2m k/2™ +1/2P[ ou 0 < k < 2™ — 1. Dans ce cas au moins un bit calculé dans I’algorithme
2 est dans |0, 1]. Par conséquent le résultat final de la simulation du circuit booléen peut étre
incohérent. Pour contourner cette difficulté, on utilise une technique introduite par Hoover
[12, 13]. On fait les remarques suivantes :
— Pour tout z € [0,1] au plus une des valeurs z, = = + ¢ /2™"2 (ot ¢ € {—1,0,1}), est dans
un intervalle de type précédent
— Notons z, = ijlmm ;279 ou les b; sont fournis par 'agorithme 2bis sur 'entrée z,.

D’apres la remarque précédente, au moins deux valeurs ¢(A(z,) (o € {—1,0, 1}), correspondent
exactement a la sortie du circuit arithmétique vy lorsqu’on met en entrée les m premiers bits
de z,. C.-a-d., pour au moins deux valeurs de o, on a z, € ID,, et \(z,) = f(z,) avec en outre
|2 — | < 1/27+1/27 < 1/270 (ot | (z,) — () | < 1/2771))

— Donc, une éventuelle mauvaise valeur calculée par le circuit semilinéaire ne peut étre que la
premiere ou la troisieme des valeurs si on les ordonne par ordre croissant. Ainsi, si y_1, yo et
y1, sont les trois valeurs respectivement calculées par le circuit aux points z, (0 € {—1,0,1}),
alors la deuxieme des 3 valeurs approche correctement fv(x) Etant donnés trois nombres réels
Y_1, Yo et y1, le 2éme par ordre croissant, 0(y_1,yo,y1), est calculé par exemple par I'un des
deux circuits semilinéaires binaires représentés par le deuxieme membre dans les équations :

O(y-1,Y0,y1) = Y—1 + Yo +y1 — min(y_1, vo, 1) — max(y_1, yo, y1)

0(y—1, Yo, y1) = min(max(yo, y1), max(yy, y_1), max(yo, y—1))

Résumons : & partir de 'entrée x nous calculons les 7, = x + 0/2™*2 (ot 0 € {—1,0,1}), et
nous appliquons successivement :
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— le circuit £ (de taille O(m) = O(N)) qui décode correctement les m premiers digits de x,
pour au moins deux des trois x,

— le circuit A qui simule le circuit booléen proprement dit et recode les digits de sortie sous
forme d’un dyadique, ce circuit est de taille O(N)

— puis le circuit € qui choisit la 2eme valeur calculée par ordre croissant.

Nous obtenons donc un circuit qui calcule la fonction :

g(x) = 0(A(e(x —1/2P)), AMe(z)), A(e(z + 1/2P))) avec p = m + 2
de taille et de profondeur O(N) :
X
YA
x—1/2° x+1/2P
| |

NI

I
0
I

a(x)
Fi1G. 4: vue globale du calcul

et tel que :

| f(x) = g(a) | <27 Vo € [0,1]

En outre, le temps mis pour calculer (le code de) g a partir de l'entrée f est également en

O(N). .
Nous passons a la simultation d’un circuit semilinéaire binaire par un circuit arithmétique

(avec divisions). Nous donnons tout d’abord une version “circuit” de la proposition 3.3.5.

Proposition 4.2.6 Les fonctions (x,y) +— max(z,y) et (z,y) — min(x,y) sur le carré
[—2m 2™ x [—2™,2™] peuvent étre approchées a 1/2™ prés par des circuits arithmétiques de
taille O((n + m)?), de magnitude O((n + m)?) et qui peuvent étre calculés dans la classe
DTIME(O(N?)) (N =n+m).

Preuve. On reprend la preuve du lemme 3.3.3. La représentation de polynomes approchant
convenablement P, et (), au moyen de circuits est plus économique en espace. Tout d’abord il
faut construire un circuit qui calcule une approximation de e~'/" avec la précision 1/ 27’ On
considere le développement de Taylor

Fu(z)= Y (=1)/il2

0<i<m

qui approche e* 1/2™%2 prés sim > 5 et 0 < z < 1. Ici, on peut se contenter de donner un
circuit qui calcule d,, = F,,3(1/n) dont la taille et le temps de calcul sont a priori en O(n?) (alors
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qu’on était obligé de donner explicitement une approximation dyadique ¢, ; de d,,). Ensuite on
construit un circuit qui calcule une bonne approximation de H,(z) = [],<j_,2(z + e7*/") sous

la forme hy,(z) = (z +d,)(z + d2)--- (x + d?°~1). Ce qui réclame un temps de calcul (et une
taille de circuit) en O(n?). Ceci fait que le circuit arithmétique qui calcule une approximation
a 1/2" pres de | z | sur [0, 1] est calculé en temps O(n?).

On voit aussi facilement que le coefficient de magnitude est majoré par la taille de 1/h,(0)
c.-a-d. également un O(n?). .

On remarquera que le coefficient de magnitude peut difficilement étre amélioré. Par contre,

il ne semble pas impossible que d,, puisse étre calculé par un circuit de taille plus petite que la
taille naive en O(n?).
Proposition 4.2.7 L’identité de C|0, 1] de Ceq vers Cear est uniformément de classe P, en fait
de classe DTIME(N*?). Plus précisément, on a une fonction discréte qui, a partir d’un élément
g de Y.g de taille t(g) = t et de profondeur prof(g) = p, et d’un entier n € Ny, calcule en
temps O(t(n + p)?) un élément f = (o, M) € Yooy

de taille t(a) = t(g9)O((n + p)?),

de profondeur prof(a) = O(p(n + p)?)

avec coefficient de magnitude M = mag(a) = O((n + p)?),
et tel que - | f(z) — g(z) | <27 Vz € [0,1]
Preuve. Notons p = prof(g). Les portes de g pour une entrée x € [0, 1] prennent des valeurs
dans l'intervalle [—2P 2P]. On veut simuler a 27" pres le circuit g par un circuit arithmétique.
Il suffit de simuler les portes max et min du circuit semilinéaire & 2-("*+?) pres sur l'intervalle
[—2P 2P]. Chaque simulation réclame, d’apres la proposition 4.2.6, un circuit arithmétique (avec
division) dont toutes les caractéristiques sont majorées par un O(n + p)3. .

Nous passons a la simultation d'un circuit arithmétique avec divisions par un circuit
arithmétique polynomial.

Proposition 4.2.8 L’identité de C|0, 1] de Cear vers Ceap est uniformément de classe P, en fait
de classe DTIME(N?). Plus précisément, on a une fonction discréte qui, a partir d’un élément
f = (a,M) de Yooy, et d’un entier n € INy, calcule en temps O(N?) un circuit arithmétique
polynomial (I'; M") € Yqp (N est la taille de Uentrée ((a, M), n)

de taille t(G) = O(t(a)(n + M)),

de profondeur prof(G) = O(prof(a)(n + M))

de magnitude mag(G) = M' = O(n+ M),

et tel que - | f(z) — g(z) | < 27 pour tout x € [0, 1].

Le probleme se pose seulement au niveau des portes “passage a 'inverse”. Nous cherchons donc
a les simuler par des circuits polynomiaux tout en gardant la magnitude bien majorée.

Lemme 4.2.9 La fonction x +— 1/x sur lintervalle [—2™,2™| peut étre réalisée avec la
précision 1/2™ par un circuit polynomial de magnitude O(m), de taille O(m + n) et qui est
construit en temps linéaire.

Preuve. Nous utilisons comme Hoover la méthode de Newton qui permet de calculer I'inverse
d’un réel z a 27" prés en un nombre raisonnable d’additions et multiplications en fonction de
n:

Méthode de Newton ( pour le calcul de l'inverse de z)

Pour —27™ < 2 < 2™ on pose

pu— 27m
CI — Yo
(@) { Yir1 = ¥i(2 — 2y;)
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On vérifie facilement que, pour i > 3m + log(m +n), on a :

|z =y <27

Ainsi pour l'entrée (n,m) € IN; x INy, 'application de la méthode de Newton jusqu’a 'itération
i = 3m+log(m-+n) est représentée par un circuit polynomial de taille O(m+n) et de magnitude
O(m + n). De plus, il est facile de vérifier que la construction de ce circuit se fait en temps
linéaire. .

Proposition 4.2.10 L’identité de C[0,1] de Ceap vers Cxr est uniformément de classe P, en
fait de classe DRT(Lin, O(N%)).

Preuve. Le fait d’eétre de classe P résulte du théoreme 4.1.7 et de la proposition 4.1.11. La
lecture précise des preuves du théoreme 4.1.7 et de la proposition 4.1.11 donne le résultat
DRT(Lin,O(N%)) (en tenant compte du Nota bene apres 4.1.11). .

En résumant les résultats qui précedent nous obtenons le théoreme suivant.

Théoréme 4.2.11 Les cing présentations Ckr, Ceb, Cest, Ceat €t Ceap de CI[0,1] sont P-
équivalentes.

Notation 4.2.12 Pour autant qu’on se situe a un niveau de complexité suffisamment élevé
pour rendre le théoréme de comparaison valable (en particulier la classe P suffit) il n’y a pas de
raison de faire de différence entre les cing présentations Cxg, Ceb, Cesl, Ceat €t Ceap de C[O0, 1.
En conséquence, désormais la notation C|0,1] signifiera qu’on considére ’espace C[0,1] avec
la structure de calculabilité C.q.

4.3 Complexité du probleme de la norme

On sait que la détermination du maximum, sur un intervalle [0, 1] d’une fonction calculable
en temps polynomial f : IN — {0,1} est & trés peu pres la méme chose que le probleme N P-
complet le plus classique : SAT.
Il n’est donc pas étonnant de trouver comme probléme N P-complet un probleéme relié au
calcul de la norme pour une fonction continue. Il nous faut tout d’abord formuler le probleme
de la norme attaché a une présentation rationnelle donnée de l'espace C[0,1] d’une maniere
suffisamment précise et invariante.

Définition 4.3.1 Nous appelons ”probleme de la norme”, relativement a une présentation
Cy = (Y1,01,m) de C|0,1]) le probleme :

Résoudre approzimativement la question a <|| f ||« ? dans la présentation C; de C[0, 1].

La formulation précise de ce probleme est la suivante :

Entrées : (f,a,n) € Y7 x D x IN;

Sortie : fournir correctement une des deux réponses :

— voici un z € D tel que | f(z) | >a—1/2"

— il n’existe pas de x € D vérifiant | f(z) | > a.

Cette définition est justifiée par le lemme suivant.

Lemme 4.3.2 Pour deuz présentations rationnelles C; et Cy de C[0,1] polynomialement
équivalentes, les problemes de la norme correspondants sont aussi polynomialement équivalents.

Preuve. La transformation du probleme correspondant a une présentation C; au probleme
correspondant a une autre présentation Cy se fait par un algorithme ayant la méme complexité
que l'algorithme qui permet de présenter la fonction identité entre C; et Co. En effet, pour les
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données (f,a,n) € Y1 x ID x INy, on cherche g € Y5 telle que | f — g [lo< 27™+2) puis on
résout le probléme avec les entrées (g,a — 1/2"" n + 2).

Si on trouve x € ID tel que | g(x) | > a — 2= ") —2=+2) “alors | f(2) | > a — 27

Si on déclare forfait, c’est qu'il n’existe pas de x € ID tel que | g(x) | > a — 2=™+Y . A fortiori,
il n’existe pas de z € D tel que | f(x) | > a. .

Théoréme 4.3.3 Le probléme de la norme est N'P-complet pour les présentations Cxr, Cep,
Ccsl; Ccaf et Ccap-

Preuve. D’apres le lemme 4.3.2 il suffit de faire la preuve pour la présentation Cg,. Le caractere
NP du probleme est immédiat. Pour voir la N'P-dureté, nous considérons le probleme de la
norme limité aux entrées ((v,1,m,1),3/4,2) ol v est un circuit booléen arbitraire a m entrées
et une sortie (le quadruplet est alors évidement correct), et la réponse oui correspond a la
satisfiabilité du circuit ~. .

fll

On a également le résultat suivant, essentiellement négatif™*, et donc moins intéressant.

Proposition 4.3.4 Pour les présentations considérées, la fonction norme f | [ || de
C[0,1] vers R* est uniformément de classe P si et seulement si P = NP.

Preuve. Il suffit de raisonner avec la présentation Cg,. Si la fonction norme est P- calculable'?,
le probléme de la norme se résout en temps polynomial, et donc P = NP.

Si P = NP, le probleme de la norme se résout en temps polynomial, ce qui permet de calculer
la norme par dichotomie en initialisant avec la majoration 2¥, jusqu’a obtenir la précision 1/24.
Ceci réclame k + g étapes de dichotomie. L’ensemble du calcul est en temps polynomial sur
I'entrée (g,q) € Yo x IN7. .

Corollaire 4.3.5 L’identité de C[0,1] de Ckr vers Cgac n'est pas calculable en temps polyno-
mial, au moins si P # NP.

Preuve. La fonction norme est calculable en temps polynomial pour la présentation Cgc
d’apres la proposition 3.2.7. On conclut par la proposition précédente. .

Proposition 4.3.6 Pour les cing présentations précédentes de C[0, 1], si I’évaluation est dans

DSPACE(S(N)) avec S(N) > N, alors la fonction norme est aussi dans DSPACE(S(N)).

Preuve. Si k — pu(k) est un module de continuité d’un point rationnel f d’une présentation
donnée de CJ0, 1], alors pour calculer la norme avec une précision n il suffit d’évaluer f sur
les éléments de ID,, o1 (ot m = p(n)) et prendre la valeur maximale. Puisque les résultats
intermédiaires inutiles sont immédiatement effacés, et puisque S(N) > N > m l'espace de
calcul de la fonction norme est le méme que celui de la fonction d’évaluation. .

4.4 Complexité des présentations rationnelles étudiées

Dans cette section, nous présentons rapidement la complexité du test d’appartenance et
des opérations d’espace vectoriel, pour les cing présentations considérées, et nous récapitulons
I’ensemble des résultats obtenus.

Proposition 4.4.1 Le test d’appartenance (a l’ensemble des points rationnels) est :
— LINSPACE et CO—NP-complet pour les présentations Cxr et Cep
— LINTIME pour la présentation Ceg.

11 Puisque P # NP ..

12 Nous utiliserons quelquefois la terminologie P- calculable comme abréviation pour calculable en temps
polynomial.
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Preuve. Pour la présentation C., c¢’est évident. Les preuves sont essentiellement les mémes
pour les deux présentations Ckr et Cq,. Nous n’en donnons qu’une chaque fois.

Voyons que le test d’appartenance est LINSPACE pour Y . Pour une entrée (Pr,n,m,T)
on fait le calcul suivant :

pour ¢ = 1,...,2m vérifier que

Pr(i/2m) € D, et | P((i — 1)/2™) — Pr(i/2™) | < 1/2"

Ce calcul est LINSPACE. Pour la CO—N"P-complétude du test d’appartenance, nous donnons
la preuve pour les circuits booléens. On peut se limiter aux entrées (-, 2,m, 0) ou y est un circuit
qui ne calcule qu’une sortie correspondant au premier bit, les deux autres bits sont nuls. On
demande la cohérence sur deux points consécutifs de la grille. Seules les fonctions constantes
sont donc tolérées.

Le probleme opposé du test d’appartenance revient a savoir si un circuit booléen est non
constant, ce qui implique la résolution du probleme de satisfiabilité. .

Proposition 4.4.2 Les opérations d’espace vectoriel (sur l’ensemble des points rationnels) sont
dans LINTIME pour les cing présentations Ckr, Ceb, Cest, Ceat €t Ceap de C[O0, 1].

Preuve. Les calculs sont évidents. Par exemple si (f1,..., fs) € Ist(Ykp) et n € INy, on peut
calculer facilement f € Y g tel que :

1= Rl<1ye

i=1,...,s

car il suffit de connaitre chaque ﬁ avec la précision 1/ ontlog(s), .

Le seul “drame” est évidemment que les présentations Ckg et C., ne sont pas des P-
présentations de CJ0, 1] (sauf si P = NP cf. la proposition 4.3.4.)
Pour terminer cette section nous donnons un tableau récapitulatif dans lequel nous regroupons
presque tous les résultats de complexité établis pour les cinq présentations rationnelles Ckr,
Ceby Cesly Ceat €t Ceap de 'espace CI0, 1].

Evaluation Fonction Test Opérations
Norme d’appartenance d’espace
vectoriel
Cxkr  DSRT(Lin, Lin, O(N?)) LINSPACE et LINSPACE et LINTIME
et Cep NP-complet CO—N"P-complet

C.s  DSRT(O(N?), Lin,0O(N?)) DSPACE(O(N?))  LINTIME  LINTIME
et N'P-complet

Coi  DSRT(O(N?), Lin, O(N1)) DSPACE(O(N?)) PSPACE  LINTIME
et Ceap et N'P-complet

Pour le test d’appartenance PSPACE il est probable que sa complexité soit bien moindre.

Remarque 4.4.3 Malgré la facilité de calcul de la fonction d’évaluation pour les présentations
Ckr et Cup, C’est encore la présentation par circuits semilinéaires binaires qui semble au fond la
plus simple. Sa considération a permis en outre d’éclairer le théoreme de comparaison 4.2.11,
qui est une version renforcée, uniforme, des résultats établis par Hoover.
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Le défaut inévitable (si P # N'P) des présentations définies jusqu’a maintenant est la non
faisabilité du calcul de la norme. Ceci empéche d’avoir une procédure de controle faisable pour
les suites de Cauchy de points rationnels. Ceci diminue d’autant 'intéréet des P-points de Ceg.
Cela souligne bien le fait qu’il est un peu artificiel d’étudier les P-points d’'un espace qui est
donné dans une présentation de complexité non polynomiale.

En outre des problemes a priori au moins aussi difficiles que la calcul de la norme, comme par
exemple le calcul d'une primitive ou la solution d’une équation différentielle, sont également
sans espoir de solution raisonnable dans le cadre des présentations que nous venons d’étudier.
Il est donc légitime de se tourner vers d’autres présentations rationnelles de I'espace CJ0, 1]
pour voir dans quelle mesure elles sont mieux adaptées aux objectifs de I'analyse numérique.

5 Quelques présentations de classe P pour ’espace C|0, 1]

Dans cette section on aborde la question de savoir jusqu’a quel point des présentations ra-
tionnelles dans la classe P de I'espace CJ0, 1] fournissent un cadre de travail adéquat pour 'anal-
yse numérique. Il ne s’agit que d’'une premiere étude, qui devrait étre sérieusement développée.

5.1 Définitions de quelques présentations de classe P
5.1.1 Présentation Cy (a la Weierstrass)

L’ensemble des points rationnels Yy de la présentation Cyy est simplement ’ensemble ID [ X]
des polynémes (& une variable) a coefficients dans ID donnés en présentation dense.
Un P-point f de Cw est donc donné par une suite P-calculable :

mi— P, : Ny - DI[X], avec :Vm : || P, — f ||< 1/2™
Et une P-suite f,, de Cw est donnée par une suite double P- calculable :
(n,m) — P, + Ny x Ny — ID[X], avec :Vn,m : || Py — fo o< 1/2™

Remarque 5.1.1 Une définition équivalente pour un P-point f de Cw est obtenue en deman-
dant que f s’écrive comme somme d’une série > @, ou (Q,,) est une suite P-calculable dans
ID[X] vérifiant : || Qum ||< 1/2™. Ceci donne une maniere agréable de présenter les P-points
de Cy. En effet on peut controler en temps polynomial (par rapport a m) le fait que la suite est
correcte pour les termes de 1 a m. En outre, dans 'optique d’un calcul ”paresseux”, on peut
controler la série (Q),,,) au fur et & mesure que le besoin de précision augmente. Cette remarque
est valable pour toute autre présentation rationnelle de classe P alors qu’elle ne le serait pas
pour les présentations étudiées a la section 4.

Nous énoncons tout de suite un résultat comparant les présentations rationnelles Cg,. et

Cw.

Proposition 5.1.2

— L’identité de C[0,1] de Cyw vers Cpae est LINTIME.
— L’identité de C[0,1] de Cgac vers Cw n'est pas de classe P.

Preuve. La premiere affirmation est triviale. La seconde résulte du fait que la fonction x —|
x —1/2 | est un P-point de Cgye (théoréeme 3.3.4) tandis que tous les P-points de Cy sont des
fonctions infiniment dérivables (cf. ci-dessous le théoreme 5.2.7). ]
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Puisque la présentation Cg,. de C[0, 1] est de classe P, on a immédiatement.
Proposition 5.1.3 La présentation Cyw de Cl0,1] est de classe P.

L’intérét de la présentation Cyw est notamment souligné par les théoremes de caractérisation
(cf. section 5.2) qui précisent des phénomeénes “bien connus” en analyse numérique, avec les
polynomes de Chebyshev comme méthode d’attaque des problemes.

5.1.2 Présentation C,, (via des semi-polynémes en présentation dense)

Il s’agit d’une présentation qui augmente notablement I’ensemble des P-points (par rapport
a Cw ). Un élément de Y, représente une fonction polynomiale par morceaux (ou encore un
semi-polynome) donné “en présentation dense”.
Plus précisément Y, C Ist(ID) x Ist(ID[X]), et les deux listes dans Ist(ID) et Ist(ID [X]) sont
assujetties aux conditions suivantes :
— la liste (x;)o<i<; de points rationnels dyadiques est ordonnée par ordre croissant :

O=xp <1 << <1 <xy=1

— la liste (P;)1<i<¢ dans Ist(ID[X]) vérifie P(x;) = Py (x;) pour 1 <i <t —1.

Le point rationnel f = ((2;)o<i<t, (P;)1<i<;) définit la fonction continue f qui coincide avec P;
sur lintervalle [z;_q, x;].

La présentation Cy, de CJ0, 1] est clairement de classe P. La proposition suivante se démontre
comme la proposition 5.1.2.

Proposition 5.1.4
— L’identité de C|0, 1] de Cyw wvers Cs, est LINTIME.
— L’identité de C|0,1] de Cs, vers Cyw n'est pas de classe P.

5.1.3 Présentation Cy,. (via des semi-fractions rationnelles controlées et données
en présentation par formule)

L’ensemble des points rationnels Y4 est maintenant ’ensemble (codant) des fonctions
rationnelles par morceaux (ou semi-fractions rationnelles) a coefficients dyadiques et conven-
ablement controlées. Plus précisément, Ygfq. C Ist(ID) x Ist(ID[X]; x ID[X]f), et les deux
listes dans Ist(ID) et Ist(ID[X] x ID[X]f)) sont assujetties aux conditions suivantes :

— la liste (x;)o<i<¢ de points rationnels dyadiques est ordonnée par ordre croissant :

O=xp <1 << <1 <xy =1

— chaque couple (P;,@;) (1 < ¢ < t de la 2eme liste représente une fraction rationnelle
R; = P;/Q; avec son dénominateur minoré par 1 sur l'intervalle [z; 1, x;].

— la liste (R;)i<i<¢ vérifie R;(z;) = Riyi(x;) pour 1 < i < t. Le point rationnel f =
((wi)o<i<t, (Ri)1<i<t) définit la fonction continue fqui coincide avec R; sur l'intervalle [z;_1, x;].
La présentation Cypae de C[0, 1] est clairement de classe P.

5.2 Résultats concernant la présentation a la Weierstrass

Les résultats de cette section sont essentiellement dans [21] et [22].
Avant de caractériser les P-points de Cw, il nous faut rappeler quelques résultats classiques de
la théorie de I'approximation uniforme par des polynomes.

Attention! Vu la maniere usuelle dont est formulée la théorie de 'approximation, on
utilisera l'intervalle [—1, 1] pour donner les résultats et les preuves concernant Cyy.
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5.2.1 Quelques définitions et résultats de la théorie de ’approximation uniforme
par des polynémes

Voir par exemple [32] et [10].
Notation 5.2.1 Cla, b] est I'espace des fonctions réelles continues sur le segment [a, b].

C est I'espace C[—1, 1], la norme uniforme sur cet intervalle est notée || f || et la distance
correspondante d,

C®) est 'espace des fonctions k fois contintiment dérivables sur [—1,1].
C(*) est I'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur [—1, 1].
P,, est 'espace des polynomes de degré < n.

T, est le polynome de Chebyshev de degré n :

T(p(2) = (") avee plz) = (= +1/2)

on peut également les définir par T,,(cos(x)) = cos(nzx) ou par

1—uzx >
Flu2) = =552 =2.T

On note : E,(f) = d(f,P,) pour f € C.

On considere sur C le produit scalaire

~ (tgl@)h(x)
By = /_ L - /0 rg(cos(x))h(cos(x))dx

On notera || f ||2 la norme au sens de ce produit scalaire. Les polynomes (7T;)o<;<, forment
une base orthogonale de P,, pour ce produit scalaire, avec

(To, Ty) =met (T, T;) =x/2 pouri > 0.

On note

Ap = / fla \/_1di = _ %/Oﬂ cos(kx) f(cos(x))dx

Les Ay sont appelés les coefficients de Chebyshev de f.

Sn(f) A0/2+ZAT_ZAT

i=1..n

La fonction

est la projection orthogonale de f sur P, au sens du produit scalaire considéré.
La série correspondante est appelée la série de Chebyshev de f 3.
On note : S,,(f) = f — $n(f) ||lco, o0 & immédiatement | A,+1 | < Sp(f) + Snsa (f)-

13 Elle converge au sens de L? pour le produit scalaire considéré. La série de Chebyshev est aux fonctions
continues sur [—1,1] ce que la série de Fourier est aux fonctions continues périodiques, ce qui se comprend bien
en considérant le ”changement de variable” z +— 1/2(z + 1/z) qui transforme le cercle unité du plan complexe
en le segment [—1,1] et la fonction z +— z™ en le polynme T,,.
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Les zéros de T,, sont les

et on a
n

To(x) =2""'[](z - &) (pourn > 1)

=1

Les extrema de T,, sur [—1, 1] sont égaux a +1 et obtenus aux points

nz["]:cos(i-ﬁ) i=0,1,...,n
n

Des valeurs approchées de s, (f) peuvent étre calculées au moyen de formules d’interpo-
lation : on pose

2 ! m m m & m
=0 FEMTHE™), =) ol ()
i=1..m k=1

et on a: ulltY est le polynome qui interpole f aux zéros de T,

La théorie de I'approximation uniforme par des polynomes établit des liens étroits entre “étre
suffisamment bien approchable par des polynomes” et “étre suffisamment réguliere”.

5.2.2 Quelques résultats classiques

Evaluation d’un polynome > oro Ax Ty

Les formules récurrentes T,,11(z) = 22T,,(x) — T,—1(x) conduisent & un algorithme a la
Horner : B _B
Byi1 = Bny2 =0, By = 2xBjy1 — Bryo + Ag, pla) = U 5 2
Théoreme de Markov
Si g € P, alors
19 o< n® [l g llso (1)
et pour k > 2
22 = 1) - (% = (k= 1))
®) | < T _nn >
1% oo T g loom Sl 2 EE Dy g, (2
Comparaison de E,(f) et S,(f)
4
E.(]) < 5,(7) < (44 5 log(m) E. (/) Q

Comparaison de E,(f) et A,1(f)

Pourn >1on a .
T
[ty
1V 1-— .1;2
d’ou on déduit

(m/4) | Ania(f) | < En(f) (4)
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Théorémes de Jackson
Soit, f € C. Pour tout entier n > 1 on a

E(f) <TA/@n+2) si | f(@)~ fy) | <A|e—y] (5)
Eu() < (/28 | 1O [l /[ 4+ D)= 1) -0~k +2)] sifeCPetnzk (6)

Convergence de la série de Chebyshev d’une fonction
La série de Chebyshev d’une fonction f € C*) converge uniformément vers f si k > 1, et elle
est absolument convergente (pour la norme || f ||) si k > 2.

o0

SulF) =l snlf) = Floo < D 141 (7)
j=n+1
et (cf. [32] théoreme 3.12 p.182)
Fon(f) —ul™ o < D[4 ] (8)
j=n+2

Approximation uniforme des fonctions dans C*) par des polynémes
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Vk IM >0 Vn >0 E,(f) < M/nk

(i) Vk IM >0 Vn >0 S,(f) < M/n*

(iii) Vk IM >0 Vn >0 | A.(f) | < M/n”

(iv) Vk AM >0 Vn >0 [|ul™ = f ||lo< M/nk
(v) La fonction f est de classe C* (i.e., f € C))

Preuve. (i) et (ii) sont équivalents d’apres (3).

( (i) trivialement.

(i) = (i) parce que | Au(F) | < Su(f) + Sus(f)

(iii) = (iv) d’apres (7) et (8).

(iii) = (v) : la série Z'AZ-TE}L) est absolument convergente d’apres (2) et les majorations (iii) ;
donc on peut dériver h fois terme a terme la série de Chebyshev

(v) = (i) d’apres (6). .

Analyticité et approximation uniforme par des polynémes
Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) IM >0, r<1 Vn>0 E,(f) < Mr"

(ii)) IM >0, r<1 Yn>0 S,(f) < Mr"

(iii) AM >0, r<1Vn>0 |A.(f)| < Mrm
) IM >0, r<1Vn>0 [[u"™ = f o< Mm
)

(v) 3r < 1 telle que f est analytique dans le plan complexe a l'intérieur de ellipse £, de
foyers 1, —1 et dont le demi-somme des diametres principaux est égale a p = 1/r

(vi) 3M >0, R>1 Yn || f™ ||o< MR™!

(vii) f est analytique sur Uintervalle [—1,1].

(iv
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K/

FiG. 5: Llellipse &,

En outre la limite inférieure des valeurs de r possibles est la méme dans les 5 premiers cas'?.

Remarques 5.2.2

1) L’espace des fonctions analytiques sur un intervalle compact possede donc une bonne descrip-
tion constructive, en termes de série de Chebyshev par exemple. Il apparait comme une réunion
dénombrable emboitée d’espaces métriques complets (ceux obtenus en utilisant la définition
(iii) et en fixant M et r rationnels par exemple). L’espace des fonctions C(*) est beaucoup plus
difficile a décrire constructivement, essentiellement parce qu’il n’existe pas de maniere agréable
d’engendrer les suites de rationnels & décroissance rapide!®.

2) La condition (i) peut étre également lue comme suit : la fonction f peut étre approchée a
1/2™ (pour la norme uniforme) par un polynome de degré < c.n, ol ¢ est une constante fixée,
c.-a-d. encore : il existe un entier h tel que Ej,(f) < 1/2".

Méme remarque pour les conditions (ii), (iii) et (iv). Cela implique que la fonction f peut
étre approchée a 1/2" par un polynome a coefficients dyadiques dont la taille (en présentation
dense sur la base des X™ ou sur la base des T,,) est en O(n?). La taille de la somme des valeurs
absolues des coefficients est, elle, en O(n). Bakhvalov (cf [2] chap IV 8 Th. p. 233) donne une
condition suffisante du méme genre pour qu'une fonction f soit analytique dans une lentille
d’extrémités —1 et 1 du plan complexe (et non plus dans un voisinage du segment) : il suffit
que la somme des valeurs absolues des coefficients d’'un polynéme donnant f a 1/2" pres soit
majorée par M29" (ou M et g sont des constantes fixées). C.-a-d. encore : la taille de la somme
des valeurs absolues des coefficients d'un polynéme approchant f a 1/2" est en O(n).

. / \1
\/’/

Fic. 6: La lentille de Bakhvalov

14 Les équivalences (i) ... (iv) se montrent comme pour la proposition précédente. Pour 1’équivalence avec
(v) voir par exemple [32]. La condition (vi) représente & tres peu pres 'analyticité dans 'ouvert Ug formé des
points dont la distance a U'intervalle est inférieure & 1/R.

15 Cela tient au Yk IM dans la définition de la décroissance rapide. Cette alternance de quantificateurs prend
une forme explicite lorsqu’on donne M en fonction de k explicitement. Mais, en vertu de 'argument diagonal
de Cantor, il n’y a pas de maniere effective d’engendrer les fonctions effectives de IN vers IN.
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Classe de Gevrey et approximation uniforme par des polynomes

Si f est un P-point de Cyw donné par une suite m +— P,, P-calculable (avec || f— Py, |0 < 2™),
alors le degré de P, est majoré par un polynome en m, donc il existe un entier k et une constante
B telles que le degré de P,, soit majoré par (Bm)k. Soit alors n arbitraire, et considérons le
plus grand entier m tel que (Bm)* < n, c-a-d. m := Ent({¥/n/B). On a donc m +1 > ¥/n/B.
En posant 7 := 1/2'/5 et v := 1/k, on obtient :

E.(f)y<1/2m < 2.7 avec r €]0,1[, v > 0.

En particulier, la suite £, (f) est & décroissance rapide et f € C(>). Ceci nous amene & étudier
les fonctions f pour lesquelles ce genre de majoration est obtenu.

Définition 5.2.3 (classe de Gevrey'®) Une fonction f € C(>) est dite dans la classe de Gevrey
d’ordre o > 0 si ses dérivées vérifient une majoration :

H f(n) ||oo M R"nom

La classe de Gevrey est obtenue lorsqu’on ne précise pas l'ordre a.

Théoreme 5.2.4 Soit f € C. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) IM >0, r<1, v>0Vn>0 E,(f) < Mr"

(ii) IM >0, r<1, v>0 Vn>0 S,(f) < Mr™

(iii) AM >0, r<1, v>0Vn>0 |A.(f)| < Mr™

(i) IM >0, r <1Vn >0 | ub — f o< Mr™

() 3e,3>0V¥n>0Vm > cn® E,,(f) <1/2"

() 3e,8>0Yn > 0Vm > cn® S, (f) < 1/2"

(377) 3e,>0Vn>0Vm >cnf | A,(f) | < 1/2n

(Gw) Jc, 3> 0Vn > 0Vm > cn® || alrt _ f |oo< 1/27

(k) f est dans la classe de Gevrey.
Preuve. (i) & (ii) a partir de I’équation (3).
(i) = (iil) a partir de I'équation (4).
(iv) = (i) est triviale.
Les 4 équivalences du type (i) < (j) résultent du méme genre de calcul que celui qui a été fait
avant le théoreme.
L’implication (jjj) = (jw) résulte d’un calcul de majoration simple utilisant les équations (7)
et (8).
Supposons (k), c.-a-d. que f soit Gevrey d’ordre «, et montrons (i). Le probleme de majoration
n’est délicat que pour a > 1, ce qu’on supposera maintenant. En appliquant le théoreme de
Jackson, on obtient une majoration E,(f) < 7F || f® |l /n* des que n > 2k, ce qui donne
avec la majoration de Gevrey E,(f) < A(Ck®/n)*F. On peut supposer C'/® > 2 et on prend
pour k un entier proche de (n/20)Y* (< n/2), d'ot1 & trés peu pres :

1/

E,(f) < A(1/2)27% — 4™ avec v = 1/a.

Supposons maintenant que f vérifie (j) et montrons que f est Gevrey.
Le probleme de majoration n’est délicat que pour 3 > 1, ce qu’on supposera maintenant. On

16 Cf. par exemple Hérmander [14] : The Analysis of Linear Partial Differential Operators I p 281 (Springer
1983). Une fonction est Gevrey d’ordre 1 si et seulement si elle est analytique.
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éerit £ =3V A, TW . Don || f® [|o< 3 | Ay | m?* d’aprés le théoréme de Markov. On
utilise maintenant la majoration (jjj). On prend c et [ entiers pour simplifier (ce n’est pas
une restriction). Dans la somme ci-dessus, on regroupe les termes pour m compris entre cn”
et c¢(n + 1)%. Dans le paquet obtenu, on majore chaque terme par (1/2")m?2k, et on majore le
nombre de termes par ¢(n + 1)b, d’out :

| F® llao - (eln+ 1)%/2) (el +1)°)% < 265503 (4 1)72+1 /2

< 4Pkt Znh/Q" o h = B2k +1)

On majore cette série par la série obtenue en dérivant h fois la série ) 2" (puis en faisant
x =1/2) et on obtient que f est Gevrey d’ordre 2. .

Remarques 5.2.5

1) L’espace des fonctions Gevrey possede donc une présentation constructive agréable.

2) Pour v = 1 on obtient les fonctions analytiques. Pour v > 1, on obtient des fonctions entieres.
3) Pour v < 1, la limite supérieure des vy possibles est la méme dans (i), (ii), (iii) et (iv), la
limite inférieure des 3 possibles est la méme dans (j), (jj), (jjj) et (jw), avec v = 1//.

4) Si on se base sur le cas des fonctions analytiques (« = # = v = 1), on peut espérer, pour
I'implication (j) = (k), obtenir que f soit Gevrey d’ordre (§ au moyen d’un calcul de majoration
plus sophistiqué.

5) Dans (j), (jj), (jw) on peut supprimer le quantificateur ¥m si on prend c et 3 entiers et
m = enb.

5.2.3 Retour aux questions de complexité dans ’espace Cy

Nous commencons par une
Remarque importante : en ce qui concerne ID[X], la présentation dense ordinaire (sur la
base des X™) et la présentation dense sur la base des polynomes de Chebyshev T,,, sont équiva-
lentes en temps polynomial. Nous utiliserons indifféremment 'une ou 'autre des deux bases,
selon la commodité du moment.

Rappelons également que la norme P —| P ||» est une fonction P-calculable de ID[X]
vers R.

La preuve de la proposition suivante est immédiate. En fait toute fonctionnelle définie sur
Cw qui a un module de continuité uniforme polynomial et dont la restriction a ID[X] est “facile
a calculer” est elle méme “facile a calculer”. Cette proposition prend toute sa valeur au vu du
théoreme de caractérisation 5.2.7.

Proposition 5.2.6 (bon comportement des fonctionnelles usuelles)
Les fonctionnelles :

Cw =R [l flloo [ 20 111

sont des fonctions uniformément de classe P. Les fonctionnelles :

CMMMWMHHRUMMHwMM%/me

z€[a,b]

sont des fonctions uniformément de classe P.
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Théoréme 5.2.7 (caractérisation des P-points de Cy )

Soit f € C. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) la fonction f est un P-point de Cxr et est dans la classe de Gevrey

b) la suite A,(f) est une P-suite dans R et vérifie une majoration | A,(f) | < Mr™ avec
M>0,v>0,0<r<l.

c) la fonction f est un P-point de Cy.

Preuve. Les implications (c) = (a) et (¢) = (b) sont faciles a partir du théoreme 5.2.4.

(b) = (c¢) : Un polynome (en présentation dense sur la base des T,, ) approchant f avec la
précision 1/2"*1 est obtenu avec la somme partielle extraite de la série de Chebyshev de f en
s'arrétant & l'indice (Bn)" (ot B et h se calculent & partir de M et 7). Il reste & remplacer
chaque coefficient de Chebyshev par un dyadique I'approchant avec la précision :

1/[(Bn)h2n+1] — 1/2n+1+h10g2(Bn).

(a) = (c) : Un polynéme approchant f avec la précision 1/2"+! est obtenu avec ull ™', (o

= (Cn)*, C et k se calculent & partir de M et v, en tenant compte des équations (7) et (8).
La formule définissant ul' ™ fournit ses coefficients sur la base des T, et on peut calculer (en
temps polynomial) une approximation a 1/27+1+k1082(Cn) prag de ces coefficients en profitant
du fait que la suite double fzm est une P-suite de réels et que la fonction f est un P-point de
CKF' [ ]

Une conséquence immédiate du théoreme précédent est obtenue dans le cas des fonctions
analytiques.

Théoreme 5.2.8 Soit f € C. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) la fonction f est une fonction analytique et ¢’est un P-point de Ckp

(b) la suite An(f) est une P-suite dans R et vérifie une majoration
| An(f) | < Mr™ (M >0, r<1)

(c) la fonction f est une fonction analytique et est un P-point de Cy

Définition 5.2.9 (fonctions P-analytiques)
Lorsque ces propriétés sont vérifiées, on dira que la fonction f est P-analytique sur l'intervalle
[—1,1].

Théoréme 5.2.10 (assez bon comportement de la dérivation vis a vis de la complexité)
Soit f un P-point de Cy. Alors la suite k — f*) est une P-suite de Cw. Plus généralement, si
(fp) est une P-suite de Cw alors la suite double (fp ) est une P-suite de Cyy.

Preuve. Nous donnons la preuve pour la premiere partie de la proposition. Elle s’appliquerait
sans changement pour le cas d’une P-suite de Cyy.
La fonction f est un P-point de Cyw donné comme limite d’une suite n — P,, P-calculable. La
suite double P, (k) est P- calculable (entrées en unaire). Il existe deux entiers a et b tels que le
degré de P,, soit majoré par 2°n°. Donc, d’aprés le théoréme de Markov (equation (1)) on a la
majoration :

H PTgk) . P 1 ” (2a 2b)k ” P,— P, . Hoo (2a 2b> /2n 2 1/2n (k.(a+2blogsy(n))+2)

n—

On détermine alors aisément une constante ng telle que, pour n > 2ngk, on ait :

n > 2(k.(a + 2blogy(n)) + 2)
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et donc
| PP — P || 17272

de sorte qu’en posant v(n) := 2sup(nok,n), on a, pour g > v(n),
k) n
| PP = P2 e 1/2
et donc, puisque v(n + 1) = v(n) ou v(n) + 2,

(k) n—1

V(n—f—l HOO

d’ou enfin :
| Py = £ flooss 1727

On termine en notant que la suite double (n, k) — P

V(n+2) est P-calculable. -

Corollaire 5.2.11 Si f est un P-point de Cyw et a,b deuz P-points de [—1,1], alors les suites

FF Moo I Nl 11F5 Nl f™(@et sup (F)(x))

z€la,b]

sont des P-suites dans IR.
Plus généralement, si (f,) est une P-suite de Cy alors les suites doubles

S Noos I0£5™ Nl2s 11 £57 T £57(a) et sup (f5(x))

z€la,b]

sont des P-suites dans IR.

La preuve du théoreme 5.2.10 (et donc du corollaire 5.2.11) est en quelque sorte uniforme et
a une signification plus générale. Nous allons maintenant définir le cadre naturel dans lequel
s’applique ce théoreme et donner le nouvel énoncé, plus général et plus satisfaisant.

Définition 5.2.12 Pour c et 8 > 0 on note Gev,.s la classe des fonctions Gevrey vérifiant la
majoration (du type (jjj) dans 5.2.4)

vm >en” | An(f) | <1727

C’est une partie convexe fermée de C. Pour ¢ et [ entiers, on note Ygey, , les éléments de
ID[X] qui sont dans la classe Gev,z. Cet ensemble Ygev, , peut étre pris pour ensemble des
points rationnels d'une présentation Cgev 3 rationnelle de Gev, g.

On notera que le test d’appartenance a la partie Ygev,, de ID[X] est en temps polynomial,
puisque les A, (f) pour un polynéme f sont ses coefficients sur la base de Chebyshev. Dans ce
nouveau cadre, le théoreme 5.2.10 admet une formulation plus uniforme et plus efficace.

Théoréme 5.2.13 Chaque fonctionnelle f — £ est une fonction uniformément de classe P
de Cgev, , vers Cw. Plus précisément la suite de fonctionnelles

(kaf) = f(k) : Nl X CGevc,g - CW

est uniformément de classe P (au sens de la définition 2.2.9).
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Preuve. La suite double (k, f) — f*) est de faible complexité en tant que fonction de IN; x
ID[X] vers ID[X] donc aussi en tant que fonction de IN; X Ygev g vers D[X].
Tout le probleme est donc de montrer que ’on a un module de continuité uniforme polynomial
(au sens de 2.2.9). Nous devons calculer une fonction u(k, h) telle que I'on ait pour tous f et g
dans Ygev,s :

I =g lloos 1/200 = || f& — g®) o< 1/2

Ce calcul de majoration est assez proche de celui qui a été fait dans la preuve du théoreme
5.2.10. On écrit

|79 =g ool £ = 50N e+ 11 9 = 50(0)* lloo + | 50(F = ) 1

Dans la somme du second membre les deux premiers termes sont majorés comme suit

1P = 5N Mo < D1 AN TE oo < D 1 ALS

qa>n q>n

Comme on a : Vg > cn® | A,(f) | <1/27, D gon | Ag(f) | ¢** est “bien” convergente et on peut
expliciter un «(k, h) polynomial en k, h tel que (voir I'explicitation en fin de preuve),

avecn = a(k,h) Vf € Yageves : Z | A (f) | % < 1/20+2

q>n

Une fois fixé n = a(k, h) il nous reste & rendre petit le terme || s,(f — 9)*® |l . Le théoreme
de Markov (formule (2)) implique que

Fsulf = )™ o=l su(f = 9) oo n**

I1 ne reste plus qu’a obtenir une majoration convenable de || s,(f —¢) ||co & partirde || f—¢ [|co-
Par exemple, on peut utiliser la majoration S, (f) < (4 +log(n))E,(f) (d’apres la formule (3))
d’ou

I F oo f lloo +8u(f) I F lloo +(4+log(n) En(f) < (5 +1log(n)) || f Il

Donnons pour terminer I'explicitation de a(k, ). On a les inégalités

DoIAMN <Y Y 2 <Y eln+ 1) (e(n + 1)) 2k) /2"

q>cn0 n>no g<c(n+1)~° n>ng

donc

Z |A q2k< Z TL+1 2k+1/2n < Z 1/2ap(nﬂck)

n>n n>n
q>cn0 0 0

avec, si 24 > ¢
o(n,B,c,k) >n— (2k+ 1)a — (2k + 1)Blogy(n + 1)

Sion a
pourn >ng @(n,f,c,k) > h+n/2+4 (%)

on obtient

0 1A g < DT 1/20 0 < (/2214 3D /20 < 1/

n>n n>n
q>cn0 ="no ="no
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Et on peut prendre ok, h) = cnf.

Il reste & voir comment on peut réaliser la condition (x).
Pour tout entier b on a un entier v(b) < max(8,b?) pour lequel

n>v(b) = n>blogy(n+1).
Si donc n > v(4(2k + 1)3) on obtient
o(n,B,c,k) >n—(2k+1)a— (2k + 1)Blogy(n+ 1) > (3n/4) — (2k + 1)a

et la condition ¢(n, 8, ¢, k) > h+mn/2+4 est réalisée si n/4 > (2k+1)a+ h+4. D’ou finalement
a(h, k) = cmax(v(4(2k +1)5),4((2k + 1)a + h + 4))°. .

En appliquant la proposition 5.2.6, on obtient :

Corollaire 5.2.14 i) Les trois suites de fonctionnelles

(n7 f) HH f(n) Hom H f(n) H27 H f(n) Hl Nl X CGev,c,ﬂ — R

sont uniformément de classe P (au sens de la définition 2.2.9).
it) La suite de fonctionnelles :

Ny X (Cgeves X [-1,1]) = R (f,z) — fM(x)

est uniformément de classe P.
iii) La suite de fonctionnelles :

Ny x (Cgeveps X [—1,1] x [-1,1]) = R (f,a,b)) — sup (f(")(x))

z€[a,b]

est uniformément de classe P.

Remarque 5.2.15 Les théoremes 5.2.7, 5.2.8, 5.2.10, 5.2.13, la proposition 5.2.6 et les corol-
laires 5.2.11 et 5.2.14 améliorent sensiblement les résultats de [15], [16] et [27] sur les fonctions
analytiques calculables en temps polynomial (au sens de Ko-Friedman).

5.3 Comparaisons de différentes présentations de classe P

Dans cette section, nous obtenons la chaine suivante de fonctions uniformément de classe
P pour I'identité de CJ0, 1].

CW - Csp - Cfrac = Csfrac - CKF

et aucune des fleches — dans la ligne ci-dessus n’est une P- équivalence sauf peut-étre Cgp, — Cprac
et tres éventuellement Cp,. — Ckr (mais cela impliquerait P = N'P). Tout d’abord, il est clair
que 'identité de CJ0, 1] est de classe LINTIME pour les cas suivants :

CW - Csp; Csp - Cfrac; Cfrac - Csfrac
Par ailleurs I'identité de CJ0, 1] est de classe P dans le cas suivant
Cfrac - Ccaf

(en fait, seule le calcul de la magnitude n’est pas complétement trivial, et il est sirement dans
DTIME(O(N?))). Il nous reste & montrer que l'identité de C[0,1] de Cyprac vers Cpae est de
classe P.
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Proposition 5.3.1 L’dentité de C|0, 1] de Cs, vers Cyac est uniformément de classe P.

Preuve. Soit n € IN; et f € Y,,. On doit calculer un élément g € Y f,4. tel que

/=9 lle<1/2%

On a f = ((xog,z1,...,2¢),(P1, Ps,..., P)) avec Py(x;) = Piyq1(z;) pour i =1,...,¢t— 1.
On calcule m € IN; tel que 2™ majore les || P; || €t les P! [|oo.
On pose p=m+n+1. Pouri =1,...,t — 2 on considere la fonction h; := C, ,, — C,

p,zip1 AVEC
Zi = X; — 1/2p+1 .

Fi1Gc. 7: La fonction h;

Pour i =0 hy:=—C,, etpouri=t—1onahi; :=-Cp,, ,.
La fonction f est a tres peu pres égale & h = Y, h; P,y : sur les intervalles [z; + 1/27, z;14] on
a h = f, tandis que sur un intervalle

(25,2 + 1/2F) = [z — 1/2PT1 a2y + 1/2PT)

on obtient h = h;_1P; + h;P;y1 qui est une moyenne pondérée de P; et P;; 1, au lieu de P; ou
P, 1. En un point x de cet intervalle, on a | x — x; | < 1/2P™! on applique le théoreme des
accroissements finis et en utilisant P;(x;) = P;41(x;) on obtient

| Pi(z) = Pra() | <| Pi() = Pi@:) | + | Pra(@) = Pia(a) | < 270 /2000 < 1/2m

et done :
| f—h o< 1/2mH

Il reste a remplacer chaque h; par un élément g; de Y fq. vérifiant || g; — h; ||o< 1/(¢2P) de
sorte que || GiPry1 — hiPigy [loo< 1/(£2"F1) et donc

Ih— Z@Piﬂ inpy < 1/27F

Vue la proposition 3.3.6 concernant ’approximation des fonctions C,, par des fractions ra-
tionnelles, le calcul des g; se fait en temps polynomial & partir de la donnée (f,n). Il reste a
exprimer ) . g; P41 sous forme g avec g € Y fq0, ce qui n'offre pas de difficulté, pour obtenir

/=g lle<1/2m. .
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Théoréme 5.3.2 Les représentations Ciae €t Copae de C[0, 1] sont P- équivalentes.

Preuve. A partir d'un élément f = ((zo,x1,...,2¢), ((P1,Q1),..., (P, Q¢))) arbitraire de
Y frae on peut calculer en temps polynomial des nombres dyadiques di,ds,...,d; > 1 et
vérifiant szz(mz) = di+1QZ’+1(ZEi) (et donc aussi dzpz(l’z) = di+1.Pi+1(ZEZ‘) pour 1= 17 e ,t — ].)
Alors f = :(]/E ot g,h € Yg, sont donnés par :

g = ((‘TOJxla .. 7l’t), (d1P1, e ,dtpt)) et h = ((*r();xlu .. 7$t), (d1Q1; .. 7dtQt))

On conclut en utilisant la proposition 5.3.1 qui permet d’approcher convenablement g et h par
des fractions rationnelles. .

Conclusion

Hoover a relié de maniere intéressante la notion naturelle de complexité des fonctions réelles
continues donnée par Ko et Friedman a une autre notion, basée sur les circuits arithmétiques.
Il a donné de cette maniere une certaine version “en temps polynomial” du théoreme d’ap-
proximation de Weierstrass. Dans cet article nous avons généralisé I'approche de Hoover, en
introduisant un point de vue uniforme grace a la notion de présentation rationnelle d’un espace
métrique. Ceci fournit un cadre de travail général satisfaisant pour I’étude de tres nombreux
problemes de complexité algorithmique en analyse. Nous avons également généralisé grace a
cette approche les résultats de Ko, Friedman et Miiller concernant les fonctions analytiques
calculables en temps polynomial. La présentation rationnelle C.q P-équivalente a Ckp est la
plus naturelle du point de vue de l'informatique théorique. Cependant ce n’est pas une P-
présentation et elle est mal adaptée a I'analyse numérique dés qu’on se pose des problemes plus
compliqués que I'évaluation (le calcul de la norme, ou d’une primitive par exemple). Parmi les
représentations que nous avons étudiées, la présentation Cyw semble étre la plus facile a utiliser
pour de nombreux problemes de I'analyse numérique. Quant a la présentation par les fractions
rationnelles, elle mérite une étude renforcée. On aimerait obtenir un analogue du théoreme (val-
able pour la présentation Cyw) concernant la caractérisation des P-points. Il serait également
intéressant d’obtenir pour Cg.. la P-calculabilité de certaines opérations usuelles de 'analyse
numérique, comme le calcul d’une primitive ou plus généralement le calcul de la solution d’une
équation différentielle ordinaire.

Remerciements Nous remercions Maurice Margenstern et le referee pour leurs remarques
pertinentes.
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