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Résumé On donne le dével oppement constructif des bases de la théorie des corps ordonnés, jusqu'a la
construction de la cléture réelle d'un corps ordonné. L'article peut étre lu du point de vue des
mathématiques classiques (preuves sans axiome du choix), ou des mathématiques récursives
(algorithmes "a oracles" uniformément primitifs récursifs), ou des mathématiques constructives
dans le style Bishop (théorie des corps ordonnés discrets).

Mots clés Corps ordonnés, Mathématiques constructives, Preuve par algorithme, Algorithme
uniformément primitif récursif, Théoreme algébrique des accroissements finis, Algorithme de
Hormander, Algorithme IF (inégalités formelles), Corps ordonné d-clos.

Abstract Classical theory of ordered fields (Artin-Schreier theory) makes an intensive use of non cons-
tructive methods, using in particular the axiom of choice. However since Tarski (and even since
Sturm and Sylvester) one knows how to compute in the real closure of an ordered field K by
computations only in K . This apparent contradiction is solved in this paper.

We give here a constructive proof of the first results of the theory of ordered fields, including the
existence of thereal closure.

The proofs can be interpreted in the particular philosophy of each reader. In a classical point of
view for example, the effective procedures in the definitions may be interpreted as given by oracles.
Hence one gets the existence of the real closure of an arbitrary ordered field without the axiom of
choice. In a constructive framework "a la Bishop" one gets the existence of the real closure of a
discrete ordered field. From the point of view of recursive theory the proofs give uniformly
primitive recursive algorithms.

Key-words Ordered fields, Constructive Mathematics, Uniformly primitive recursive algorithms,
Algebraic mean value theorem, Hormander algorithm, Algorithm IF (formal ineagualities), d-closed
ordered fields.

1) Introduction

La théorie classique élémentaire des corps ordonnés (théorie d'Artin Schreier) fait un
usage intensif des méthodes non constructives, notamment par un recours a l'axiome du choix.
Par ailleurs, on sait depuis Tarski (d'une certaine maniere depuis Sturm et Sylvester) calculer
de maniére explicite dans la cl6ture réelle d'un corps ordonné K en n'effectuant que des calculs

dans K. Cette contradiction apparente est levée dans|'article qui suit.

Nous donnons en effet une preuve constructive des premiers résultats de la théorie des

corps ordonnés, y compris I'existence de la cl6ture réelle d'un corps ordonné.
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Nousrenvoyonsa [MRR] pour lathéorie constructive des corps discrets.

Toutes les preuves peuvent étre lues avec des lunettes adaptées a la philosophie ou au
cadre detravail de chague lecteur (lectrice) particulier.

Si on adopte un point de vue "classique" par exemple, les procédures effectives intervenant
dans les définitions de départ peuvent étre considérées comme donneées par des oracles. En
conséquence, les preuves fournissent une preuve dans le cadre classique, et sans recours a
|'axiome du choix, de I'existence de la cloture réelle d'un corps ordonné arbitraire.

Si on adopte le point de vue de la théorie classique "récursive", les preuves données
fournissent des algorithmes uniformément primitifs récursifs (cf. [K1]) sous forme de Machines
de Turing aoracles.

Si on adopte le point de vue constructif, on obtient |a preuve de I'existence de la cl6ture
rédlle d'un corps ordonné discret.

Les outils essentiels pour constructiviser la théorie classique sont les suivants. une
version constructive du théoreme des accroissements finis pour un polynéme sur un corps
ordonné; la notion d'algorithme cohérent d'attribution de signes dans un anneau de polyndmes
sur un corps ordonné K; lanotion de corps ordonné d-clos.

L'utilisation de I'algorithme IF présenté dans [CR] permet en outre de donner une
présentation particulierement concréte de la preuve d'existence dela cléture réelle.

Nous donnons dans les paragraphes "commentaires” quelques précisions sur le point de vue
constructif "alaBishop".

A traversle papier "A real root calculus’, de H. Zassenhaus [Za], nous avons découvert
récemment la thése de Hollkott [Ho]. Il y développe une problématique assez voisine de celle
gue nous donnons, mais en restant a un niveau trés algorithmique. Ainsi, il n'introduit pas la
notion de corps ordonné d-clos. Par ailleurs, il ne dispose pas de la version algébrique du
théoréme des accroissements finis, et cela le conduit a une acrobatie que nous pouvons
interpréter en disant qu'il prouve le théoréme de Rolle dans un corps ordonné d-clos pour les
polynémes de degré < d+1, ceci par récurrence sur d. Notre papier peut étre considéré comme
une présentation moderne, et nous I'espérons, plus claire, des résultats de Hollkott. Merci a
L. Gonzalez pour nous avoir communiqué la référence [Za] et a T. Sander pour nous avoir
traduits quel ques parties décisives de la these de Hollkott. Tomas Sander a pour sa part étudié
récemment I'indépendance de I'existence de la cl6ture réelle par rapport al'axiome du choix, dans
le cadre de lathéorie ordinaire des ensembles ZF ([S4]).

Une version anglaise et moins détaillée de ce papier parait dans les conférences du
colloque MEGA 90 (édité chez Birkhaiiser).
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2) Préliminaires

Corps ordonnés discrets
Définitions
Nous renvoyons a [MRR] pour lathéorie constructive des corps discrets. Néanmoins, les

définitions qui suivent sont formulées de maniére a étre comprises aussi bien d'un point de vue
classique que constructif.

Définitions 1 :
Un ensemble est dit discret lorsgu'il est donné dans une présentation ou I'égalité de deux
édéments de I'ensemble est décidable.
On appelle corpsdiscret, uncorps K donné dans une présentation ou il est discret et ou
lesloisde composition (+, X, X —» —X, X - 1/X) sont calculables.
On appelle corps ordonné discret, un corps ordonné K donné dans une présentation ou les
loisde composition (+, X, X - —X,X — 1/x) sont calculables et ou le signe d'un & ément
est décidable.
Unintervalle ouvert est par définition un ensemble 1 a,b[ ou a et b sont dans K ou
égaux a +o ou — co.

Désormais, les corps ordonnés que nous considérons sont tous " ordonnés discrets’ et
les cor ps que nous considérons sont tous des " corps discrets' .

Théoréme des accroissementsfinis
Exemple: Pour tout polyndme de degré <4 on al'identité
P(@ - P(b) =
(a-b) (P (al6 + 50/6)/3 + P’ (al3 + 20b/3)/6 + P’ (2al3 + b/3)/6 + P’ (5a/6 + b/6)/3)
Plus généralement on alesrésultats suivants :

Lemme :
Il existe deux suites (A; )i<i<jj=1,2,...n.... € (fjicisjj=12,.,n.. derationnels]0, 1]

tellesque, pour tout polyndme P [0 Q[X] dedegré<n, onait:

P(a) - P(b) = (a-b) x Z fipe P (@4 A (b - @)

Théoremel: (théoréme des accroissementsfinis)
Il existe deux suites (A;j)i<isjj=1.2,..n,... € (fij)isigjj=12,..n.. derationnels1]0, 1]
telles que, pour tout corps ordonné K et tout polynéme P O K[X] dedegré<n, onait:

P@@)-P(b) = (a-b) x Z fip P (34 (b — @)

En particulier,

1) s P est designe positif sur unintervalle, lafonction polynéme est croissante sur cet
intervalle.

2) sur tout intervalle borné, letaux de variation de P est mgjoré (lafonction définie par P
est lipschitzienne sur tout intervalle borné)
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preuve> Le théoreme est une conséquence immediate du lemme: ce dernier fournit en effet des
identités algébriques concernant les variables “ a, b, et les coefficients du polynébme” qui
sappliquent alors dans tout anneau commutatif qui est une Q-algébre, et en particulier dans les
corps commutatifs de caractéristique nulle.

Démontrons le lemme.

Par changement de variable affine, on seraméneaucasou a =-1 et b=1. Considéronsle
degré n fixé. L'application P - P(1) — P(—1) est une forme linéaire ne faisant pas
intervenir le coefficient constant. Les formes linéaires ne faisant pas intervenir le coefficient
constant forment un espace de dimension n. Pour tout choix de n rationnels A; ,, les
formes linéaires P — P'(A; ) sont indépendantes et ne font pas intervenir le coefficient
constant. Il correspond donc a ce choix des rationnels r; , qui rendent laformule vraie. La
difficulté consiste a déterminer des A; \0] 0, 1[ telsqueles r;, correspondants soient
egalement sur ] 0, 1[. Lesformulesde quadrature de Gauss correspondent aun tel choix, mais
avec des reels alors que nous voulons des rationnels. 1l suffit alors de choisir des A; ,
rationnels suffisamment voisins des A; , de Gauss (zéros des polynomes de Legendre) pour
queles r;, correspondants restent positifs. O

Remarques1:

1) Unemgoration et une minoration explicitesde P peuvent étre calculées sur un intervalle
borné, donc également un module de Lipschitz pour P.

2) Lesidentités agébriques énoncées dans e théoréme 1 sont encore valables lorsque K est
un anneau commuitatif qui est une Q-algebre.

Lemme de Thom

Définitions et notations 2 :
On appelle signe unéémentde { — 1,0, +1}. Unsigne est dit strict silest #0. S X
est un éément d'un corpsordonné et ¢ un signe, on €crira X =0 pour signifier que x ale
méme signe que o.
Une partie d'un corps ordonné K est dite convexe s, chaque fois qu'elle contient deux
éléments, elle contient tout & ément compris entre ces deux ééments. Elle est dite ouverte s
elle est réunion d'intervalles ouverts. Unefonction de K vers K est dite continue s I'image
réciproque d'un ouvert est un ouvert.
Une condition designe portant sur un éément x est unerelation x =o. Une condition
de signe généralisée (en abrégé csg) portant sur un éément x est une desrelations x <0,
Xx<0,x=0,x>0,x=0,x#0. Quand on remplace une condition designe x<0 ou x>0
par la condition de signe généralisée associée X <0 ou x =0, on dit que lacondition de
signe aétérelachée.

Lemme: Unefonction polyndme est continue.
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Théoreme 2: (lemme de Thom, version 1, corps ordonné sans hypothése de cl6ture)
Soient un corps ordonné K, et P un polyndmede K[X], dedegré n, [0y, Oy,..., O] une
liste de Signes stricts.
L'ensemble { X; P(X) =0g P (X) =0y, ..., PDx) =0, .., PV (x) =0, } est un ensemble
ouvert convexe.
Si on rel&che les conditions de signes, et si I'ensembl e était non vide, on rgjoute au plus une
borne inférieure et/ou une borne supérieure.
Si maintenant, on remplace la premiére condition de signe par P(x) =0, I’ensemble possede
au plusun point. En d'autrestermes, deux racines distinctesde P attribuent deux signes
distincts aau moins|'une des dérivées de P.

preuve> Le lemme résulte par exemple du fait qu'une fonction polynéme est localement
lipschitzienne. Pour e théoreme, on raisonne par récurrence sur le degré de P. On sait d§aque
I'ensemble défini par les conditions de signes "a la Thom" est ouvert. Par hypothéese de
récurrence, on peut SUpposer qu'on est sur un convexe contenant au moins un point, défini par
les conditions de signe portant sur P, P’ etc... Sur cet ensemblelafonction P est strictement
monotone d'apres |e théoréme des accroissements finis. etc... O

Commentaire: D'un point de vue constructif, un ensemble qui possede au plus un point est un ensemble pour
lequel il est absurde de supposer qu'il possede deux points distincts. Pour autant, on ne peut pas affirmer que
I'ensemble possede forcément 0 ou 1 point. Dans un corps réel clos, on pourra par contre affirmer, dans la

derniére phrase du théoreme, que I'ensemble défini possede 0 ou 1 point, puisgu'un algorithme permettra de
tester dans quel cas on se trouve.

Cones premiers. Construction d'un corps ordonné par attribution d'un
signe a tout éément d'un anneau commutatif

Soit A un anneau commutatif et o une partie décidablede A. Onditque a estun
conepremier de A s onalesquatre propriétés
1) OxOA,x*0Oa,
2) a+a O a,
3) a.a O a,
4) Ox,yOA xyUOa O [ xOa ou —-yUOa ]

On appelle alors support de a et on note Supp(a) l'intersection a n —a. C'est un
idéal premier. Le corps de fractions de I'anneau quotient A/Supp(a) est appelé le corps
résiduel de a. Onle note k(Supp(a)). C'est de maniere naturelle un corps ordonné: les
éléments positifs ou nulsde k(Supp(a)) sont lesimages des élémentsde a.

Soit K un corps ordonné et A une K-algébre. Un cone premier a de A est dit
compatible avec I'ordrede K s onaen outre
5) a nK={xOK;x =0}
Lecorps k(Supp(a)) est aors une extension ordonnée de K.

Soit L une extension ordonnéede K et f un homomorphisme d'anneau de A dans
L.Alors L estune extension ordonnéede k(Supp(a)) s et seulement s :
An{xOA:fx)=z0dansL}=qa

Si lesélémentsde A/Supp(a) sont algébriquessur K, k(Supp(a)) = A/Supp(a) et
c'est une extension algébrique de K. Ondit alorsque a est algébrique sur K.

Lorsque A =K[X] onnote X, l'imagede X dans k(Supp(a)). Si deplus a est
algéorique sur K, K[X,] estlecorpsordonné k(Supp(a)) tout entier.
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Pour une partie a d'un anneau commutatif A, lespropriétés 1), 2), 3) ,4) peuvent étre

reformulées en considérant lestrois parties ag= an—-a, O0,= 0—-0g et o_=—0,
Lesaxiomes 1), 2), 3) et 4) seréecrivent alorsen
1) A estréeuniondisointede oy a,, O, e o_=-qa,

2a) oapt+ta O a,
2’b) a,+a, O a,,
3a ag.a O ag,
3b) a,.a, O a,,

On peut enfin reformuler ces résultats en terme d'un algorithme d'attribution de signes
dans|'anneau A. Construire un cone premier dans A revient en effet a attribuer un signe a tout
dément de A, c.-ad. aconstruireunefonction Sg: A - { - 1,0, + 1}.

Onposeaors: og={xUOA; Sgx)=0}, a,={x0OA; Sgx)=1}, a=ogUa,, a_
={xDOA; Sg(x)=-1}.
Lacondition1') peut alors étre remplacée par la seule condition:
1) a_=-aq,
Définition 3: Lorsgue les conditions 17), 2'a), 2'b), 3'a), 3'b), 5) sont vérifiées nous
dirons que nous avons un algorithme cohérent d'attribution de signesdans A.
Remarque?2: Sil'anneau Ala, est uneextension agébriquede K, alorsc'est un corps (un

anneau commuitatif discret intégre qui est une extension algébrique d'un corps K est néces-
sairement un corps).

Corps ordonnés d-clos

Corps ordonnés 2-clos et corpsréels
Définitions
Définitions 4 :
Uncorpsestdit réel s: “ 1+ unesommedecarés =0 " est absurde.
Un corps ordonné est dit d-clos (ou d=1) s tout polynébme P dedegré < d qui
changedesigneentre a et b possede uneracine sur l'intervalle d'extrémités a et b.
Remarques 3 : Tout corps ordonné est réel et 1-clos. Tout corps réel est de caractéristique

nulle. Dans un corps ordonné d-clos, tout polynéme qui se décompose en facteurs de degrés <
d posséde une racine sur tout intervalle ou il change de signe.

Dans le cadre classique, la notion de corps ordonné d-clos ci-dessus est équivalente ala notion
de corps réel d-clos donnée dans[Bou].

Commentaire : Dans la définition précédente "posséder une racing" est pris au sens constructif, c.-a-d. "une
racine peut étre calculée”’. Nous ne répéterons pas systématiquement ce genre de remarque dans la suite.

Proposition 3: (Equivalence de deux notions)
Un corps ordonnéest 2-clos s et seulement s tout positif est un carré. En particulier dans
un corps ordonné est 2-clos, tout carré est une puissance 4.
Réciproguement, un corps réel ou tout carré est une puissance 4 peut étre ordonné de
maniere unique, en prenant pour positifsles carrés, et il est aors ordonné 2-clos.

preuve> La premiére affirmation est démontrée comme au lycée. La seule non trivialité ensuite
est que les carrés permettent d'ordonner un corps réel ol tout carré est une puissance 4. Si a est



Théorie constructive élémentaire des corps ordonnés 7

un éément non nul, on considére b vérifiant b* = a2, puisontestes a= b% ou a= - b’
Ceci permet d'attribuer un signe atout élément. Il sagit ensuite de vérifier que lasomme de deux
positifs est un positif, c.-a-d. que la somme de deux carrés est un carré. Celarésulte facilement
delaréditédeK. O

La proposition précédente justifie la définition qui suit:

Définition 5: Un corpsreédl est dit 2-clos s tout carré est une puissance 4 (c.-a-d. encore s,
pour tout X, X ou —X estuncaré). Il estdit d-clos (d=3) s enoutreil est d-closen
tant que corps ordonné.

Construction de la 2-cléture d'un corps ordonné
Définition 6 :
Une extension ordonnée R d'un corps ordonné K est appelé une 2-cléture ordonnée (ou
2-cléture) de K s clest un corpsordonné 2-clos et si tout éément de R peut étre obtenu
apartir délémentsde K par répétition des opérations arithmétiques et de I'opération:
extraction d'une racine carrée d'un positif.

Nous donnons e théoréme qui suit essentiellement atitre de mise en jambe pour la construction
delaclbture réelle d'un corps ordonné, qui sera démontrée par une technique anal ogue.

Théoréme4 :
Tout corps ordonné K possede une 2-cl6ture, unique aun K-isomorphisme croissant
unique pres.

preuve> S a est un éément positif de K, on constate facilement qu'il existe une extension
ordonnée de K obtenue en "rgjoutant” une racine carrée positive de a: sans pré§juger du fait
gue K possédait dgaou non unetelle racine carrée positive, on peut attribuer sans ambiguité
un signe atoute expression x +y+va ,ou x et y sontdans K (on procéde comme au lycée),
donc également atoute expression Q(va) ou Q [0 K[X], en considérant |e reste de ladivision
de Q(X) par X?-a ; il reste alors & vérifier que I'on a ainsi un algorithme cohérent
d'attribution des signesdans K[X], qui est derechef noté K[va].

Cette extension ordonnée est unique aun K-isomorphisme croissant unique pres, parce qu'il
n'y a pas d'ambiguité possible dans |'attribution dun signea x +y va: plus précisement, on ale
résultat suivant: s L est une extension ordonnée de K ou a possede une racine carrée
positive A, aorsil existe un K-isomorphisme croissant uniquede K[va] vers K[A] (sous
corpsde L engendrépar K et A). D'ou on déduit le:

Lemme: Supposons a et b >0 dansun corpsordonné K, aorsil existe un unique K-iso-
morphisme croissant de K[va][vb] vers K[vb][Va].

En itérant cette construction, on vavoir qu'on obtient une extension algébrique ordonnée R de
K ou tous les positifs sont des carrés.

Concrétement, tout élément de R apparait comme construit en un nombre fini d'étapes h: il
est dors de laforme x, +y,Va, OU X, Yp, & sont 3 éléments d'une extension
K[Val[Val..[Va,,] construiteal'étape h—1, avec &, positif.

Considérons maintenant I'union disjointe de toutes les extensions K [V &][Va&)]...[Va]
possibles. La2-cl6ture cherchée seraun quotient de cette union.

Soient :

.....
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Définissons K’ = K4[Vby][Vb,]..[Vh] et K" =K [Val[Va)..[Va].
Ces définitions sont possibles parce que, par exemple, le fait que &, est positif dans
K[Val[Val...[a,1] peut étre testé par des calculs dans K qui sont afortiori valable dans K,

En utilisant plusieurs fois le lemme on construit un K -isomorphisme croissant de K’ vers K”,
et cet isomorphisme est manifestement unique.

Par définition, des éléments de K ; et de K, sont équivalents si ils sont "égaux" via cet
isomorphisme. Il faut vérifier que cette relation est bien une relation d'équivalence compatible
avec la structure de corps ordonné: laréflexivité et la symétrie sont immediates. Latransitivité
sobtient en considérant les isomorphismes uniques liant des extensions composées obtenues a
partir des trois extensions en cause.

La 2-cléture cherchée est alors le quotient de I'union disjointe des K[V a][Va)]...[va] pour
cette relation d'équivalence. O

Commentaire: |l est impossible de démontrer constructivement que tout corps réel peut étre ordonné, ou plus
prosaiquement qu'on puisse, dans un corps réel, soit rajouter une racine carrée de a, Soit rajouter une racine
carrée de - a, et obtenir une extension réelle: il faudrait pour cela étre capable d'affirmer que a ou -a
n'est pas une somme de carrés. Ceci impliquerait manifestement le "trés petit principe d'omniscience” (LLPO),

qui n'est pas admissible constructivement (cf. [MRR] chap. 1 a ce sujet). On trouvera un exemple de corps réel
récursivement présenté mais non récursivement ordonnable dans[M N].

Corps ordonnés d-clos

Introduction
Théoréme5:
Dans un corps ordonné d-clos K, laliste ordonnée [aj, ..., a;] desracines d'un polynéme
P dedegré < d peut étre calculée.
Enoutre, s 0g=—, 0; = + o, lepolyndme P est designe strict constant sur chagque
intervalle ] o, a1 [ (0<j<i) dansnimporte quelle extension ordonnée de K.
NB: i=0 s P nepossede pasderacinedans K.

preuve> On raisonne par récurrence sur le degré de P. On suppose donc qu'on a calculé les
racinesde P'. Ceci permet d§ad'expliciter lesracinescommunesa P et P'. Si maintenant a
et b sont deux racines consécutivesde P, le polynbme P améme signe sur tout l'intervalle
Jab[ quen (atb)/2. Donc P est strictement monotone sur cet intervalle et Sannule au plus
unefois. Il sannules et seulement s P(a).P(b) < 0, auquel caslaracine peut étre calculée dans
K (d'apresladéfinition d'un corps d-clos). Méme raisonnement avec le ou les deux intervalles
d'extrémité du tableau de variation de P, en remplagant + o ou —co par un élément au dela
duquel e polynéme est de signe connu. l

Commentaires: 1) Une formulation constructive plus "provocante" du théoréme ci-dessus est la suivante :
Dans un corps ordonné d-clos, les racines d'un polyndme de degré < d forment un ensemble fini, et le
polynéme n‘admet pas d'autre racine dans une extension ordonnée de K.

2) Lamise aplat de la preuve par récurrence du théoreme 5 conduirait a appliquer la méthode de Hérmander ala
liste [P] pour déterminer lesracinesde P (cf. §4).

Algorithmes de Sturm et de Sturm-Sylvester
Rappelons tout d'abord comment est construite la suite de Sturm pour les polynémes P et Q'
Stug(P.Q) := P, Stuy(P.Q) := Rst(P Q,P),
Stuj41(P,Q) := — Rst(Stu;(P,Q),Stu;_;(P,Q) (on sarréte au dernier reste non nul).



Théorie constructive élémentaire des corps ordonnés 9

Lasuite de Sturm de P est obtenue en prenant Q = 1. On note Vg(P,Q;a) le nombre de
variations de signes dans la suite des Stu;(P,Q)(a) (sanstenir compte des0), et Vg(P,Q;a,b)
ladifférence Vg(P,Q;a) —Vg(P,Q;b).

L e théoréme de Sturm-Sylvester affirme que, dansle cas d'un corpsréel clos, s a<b sont non
racinesde P, le nombre V(P,Q;ab) est égal au nombre deracinesde P sur ]Jab[ rendant Q
>0 moinslenombrederacinesde P sur Jab[ rendant Q<0.

Théoréme6: (polyndbme de degré <d dans un corps ordonné d-clos)
Soit K un corps ordonné sous corps d'un corps ordonné d-clos L. Lesagorithmesde
Sturm (pour le nombre deracinesde P sur unintervalle donné, dans L) et de Sturm-
Sylvester (pour le nombre deracinesde P rendant Q >0 sur unintervalle donné, dans L)
donnent un résultat correct s P est de degré < d.

preuve> la preuve classique fonctionne sans probléme, vu le théoréme précédent (cf. par
exemple [GLRR] pour lapreuveclassique) [

Remarque 4 : Il y a des exemples de corps ordonnés avec des polyndmes P de signe
constant sur un intervalle, mais avec un nombre de racines > O prescrit par I'algorithme de Sturm:
rajouter & Q un infiniment petit positif €, considérer le polyndme P = (X2 - €3).(X3 - €% et
l'intervalle [%€].
Proposition 7:  (polynéme de degré d+1 dans un corps ordonné d-clos)
On suppose que P est un polyndme de degré d+1 a coefficients dans un corps ordonné
d-clos K. On considére unintervale | ducorps K, P nesannulant pas aux extrémités de
l'intervalle.
S P est sansfacteur carré, |'algorithme de Sturm (pour le nombre deracinesde P sur
I'intervalle I) compte le nombre de changementsde signesde P sur l'intervale. En
particulier, le nombre deracinesde P dans K sur l'intervalle est au plus éga acelui, positif
ou nul, prévu par I'algorithme de Sturm.
S P est décomposable dans K[X], en particulier Sil possede un facteur carré, I'algorithme
de Sturm compte le nombreracinesde P dans K sur l'intervalle.
preuve> S P est sansfacteur carré, on répéte la preuve classique en omettant lesracinesde P
dans le tableau de toutes les racines des polynémes de la suite de Sturm (sauf celles qui sont
dgaracines del'un des autres polyndmes). Si P est décomposable on peut répéter la preuve

donnée dans [GLRR]! parce que P posséde une racine sur tout intervalle ou il change de
signe, de méme que les autres polyndmes de la suite de Sturm (qui sont dedegré <d). O

Lelemmede Thom

Théoréme8: (lemme de Thom, version 2, corps ordonné d-clos)
Soient un corps ordonné d-clos K, P un polynémede K[X], dedegré n<d, et
[0g, O4,..., O] uneliste de signes stricts.
L'ensemble { x ; P(X) =0y, P (X) =0, ..., PO(X) =0, ..., FV(x) =6, } est ou bien vide,
ou bien unintervalle ouvert ayant pour chaque extrémité + o, — oo, ouuneracinedel'un
des polynbmes P, P, P’ etc....

1 DanslecasotilePgcdde P et PQ est # 1, lapreuve, plus subtile que la preuve ordinaire, est basée sur
la considération de la suite des restes signés démarrant avec Pl:P/ Pgcd(P,P) et P2:F’/ Pgcd(P,P).
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Si onrelécheles conditions de signes, et s I'ouvert était un intervalle non vide, on obtient
I'intervalle fermé correspondant.

Si maintenant, on remplace la premiére condition de signe par P(x) =0, |’ensemble possede
Zéro ou un point.

NB: Ce théoréme doit étre lu d'un point de vue constructif. La premiére affirmation signifie que les extrémités
de l'intervalle sont calculables a partir des données; la derniére signifie qu'il y a un algorithme pour décider si
I'ensembl e possede zéro ou un point, et dans ce dernier cas, I'algorithme fournit le point.
preuve> Preuve par récurrence sur le degré du polynéme. Quand on coupe un intervalle bien
précisé en deux, en un endroit bien précisé, chague moitié est un intervalle bien précisé. [
Définition 7 :
Soit K un corps ordonné possédant une d-cloture R. Unéément & de R est dit codéa
laThom (dans K) sil est présenté comme racine d'un polynéme P, dedegré<d, de K[X],
en précisant lessignes strictsde P’ (€), P’ (), etc...
Unintervalle ouvert non bornéde R est dit codéala Thom (dans K) sil est présenté
comme |'ensemble des @éments { qui attribuent des signes stricts précisés aune liste de
polynémes [ P, P, P’, etc...] avec deg(P) <d) I'extrémitéfinie a del'intervalle éant
obtenue pour P(a) = 0.
Unintervalle ouvert bornéde R est dit codéala Thom (dans K) sil est présenté comme
I'ensemble des éléments { qui attribuent des signes stricts précisés adeux listes de
polyndbmes [P, P,P’,etc.] e [Q,Q,Q", etc...]) avecdeg(P) et deg(Q) <d, les
extrémités a et B del'intervalle étant obtenues pour P(a) =0 et Q(B) =0.

L'algorithme IF

Nous rappelons brievement dans ce paragraphe |'algorithme |F ("inégalités formelles
simultanées') proposé dans [CR] en vue de calculer avec des nombres réels algébriques
présentés via des systémes d'équations emboitées, dont |es racines sont spécifiées"ala Thom"
pour chaque nouvelle égquation introduite (cf. également [BKR]). Vuslesthéoremes6 et 8
déja établis pour les corps ordonnés d-clos, I'algorithme pourra sappliquer pour tout corps
ordonné K qui possede une extension ordonnée d-close R.
Petit préliminaire
Un systeme d'équations algébriques emboitées sur le corps K (ou encore systéme triangu-
laire d'éguations algébriques sur le corps K) est donné par une liste de polynébmes
P :=[Py,P,,...P] avec

P, OK[X4], Py OK[X,X5], ooy P OK[X X 00000 X]

chague P, étant unitaire de degré d; en tant que polyndmeen X;

Lesystemeest dit normalisé s les conditions suivantes sur les degrés sont réalisées
d;=2pourtout j et dy, (P)<d, pourtout h<j
Une solution réelle du systéme défini par laliste P estun k-uple § =[&4,&,,....§,] dansune
extension ordonnéede K , avec:
P1(&1) =0, Py(€1,82) =0, .., P(€1,€2:--8k) = 0.
On est dors amené naturellement atravailler dansle corps K[&1,&5,.-,&] -
S K possede une extension ordonnée d-close R, et si tousles d; sont inférieurs ou égaux a
d, lessolutionsréellesdans R du systéme emboité peuvent étre caractérisees "ala Thom', a
I'étage i, par laliste des signes des dérivées de Pi(§1,65,.-.,&i.1,X) en X =§&;.
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L algorithme I F proprement dit
Soient P, Qq, Q,, ..., Q,, despolyndbmesde K[X] avec deg(P) <d, [0y, O5,..., 0] uneliste
de signes stricts. Supposons que K posséde une extension ordonnée d-close R. On peut
déterminer le nombre deracinesde P (dans R) qui attribuent les signes o4, 0o, ..., 0, aux
polyndmes Qq, Q,, ..., Q, en calculant le nombre de racinesde P rendant R; positif, le
nombrederacinesde P rendant R, négatif et lenombrederacinesde P rendant R; nul,
ol R; parcourt les 3" produits de Q prisalapuissance 0,1 ou 2. (en fait on peut se
ramener a un calcul nettement plus court, cf. [BKR]). Ceci donne en particulier un test dans
K pour savoir sil existe uneracinede P dans R vérifiant un codage ala Thom particulier,
puis pour calculer lesignede Q(§) s & estuneracinede P dans R codée ala Thom dans
K. Autrement dit cela permet de ramener tousles calculsdans K[§] adescaculsdans K.
Si maintenant, on considére un systéme d'équations emboitées, toutes de degré < d, on pourra
appliquer I'algorithme précédent de maniére itérative (par rapport au nombre de variables) et
déterminer, par des calculs dans K tous les codages ala Thom des solutions (&1,&5,....&)
dans R¥ du systeme considéré.
Pour une de ces solutions, soit (§1,5,...,.,), I'algorithme IF permet alors de calculer le signe
de Q(&1,80-,&) OU QO K[X1,Xo,.0,. Xl
Autrement dit les calculsdans K[§4,&5,...,¢,] sont ramenésadescalculsdans K. D'oule:
Théoréme9: S un corpsordonné K possede une extension ordonnée d-close R, on peut,
uniquement par des calculs dans le corps ordonné K, expliciter la structure de corps
ordonné de toute extension K[&4,&,,....§,] contenuedans R et définie par un systeme
d'éguations emboitées, ou chague §; est specifié"alaThom" comme racine d'un polynéme
dedegré< d et acoefficients dans|'extension précedente K[&1,&5,....§;.1]. L'existence, a
chague étage, duneracinedans R répondant ala spécification "ala Thom" choisie, se
vé&rifie également par des calculs dansle corps ordonné K.
Remarques 5: On entend par "calculs dans le corps ordonné K " des calculs qui font

intervenir exclusivement la structure de corps ordonné de K. On notera que le théoréme 9
implique que, s elle existe, lad-cloturede K est essentiellement unique.

Corpsréelsclos

Définition 8 : Uncorps K est dit réel clos sil est ordonné et d-clos pour tout entier d,
c.-a-d. encore sil possede un ordre unique défini par ses carrés et s tout polyndme qui
change de signe sur un intervalle possede une racine sur l'intervalle.

Théoreme10: Soit K uncorps. Les propriétés suivantes sont équivalentes

ad K estordonnég, tout positif est un carré, tout polyndme de degré impair possede une
racine.

a) K estréd, tout carré est une puissance 4, tout polynéme de degré impair possede une
racine.

b) K est ordonné et tout polynéme possede le nombre de racines que lui prescrit
I'algorithme de Sturm (ceci sous entend que le nombre prescrit est toujours positif ou
nul).

c) K estréd et tout polyndme est décomposable en facteurs de degré un ou deux.

d -1 nestpasuncaré et K[V- 1] est algébriquement clos.
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e) K estréd clos.

preuve> €) [0 a) [ &) immeédiat. a) [ a) cf. proposition 3

a)d d) lapreuve classique fonctionne ([BCR] p 9) . On peut également répéter la preuve
donnée dans[MRR] p 189-191 pour les nombres a gébriques complexes.

d) O ¢ Ilestclair quetout polyndme se décompose en facteursde degré 1 ou 2. Ensuite,
pour tout a dans K, a ou —a est un carré: il suffit de décomposer le polynéme T4 -a en
un produit de 2 polynémes unitaires de degré 2 et diidentifier. Enfin, la somme de deux
carésestuncarré: onécrit a+bv-1 = (c+dv-1 )2, dou: a+b?>= (c? + d?)?
c)d e Pourtout a, a ou —a est un carré (comme ci-dessus); donc K est ordonné
2-clos; on construit ensuite facilement le tableau des signes d'un polyndme arbitraire, et il est
alors clair qu'il sannule sur tout intervalle ou il change de signe (les facteurs irréductibles de
degré 2 n'influent pas sur le tableau de signes).

€) 0 b) résulte d'un théoréme dgadémontré dans le cadre des corps ordonnés d-clos

b)d0 e K est 2-clos parce que I'algorithme de Sturm prescrit 2 racines a un polyndme
X?-a s a>0; puispar récurrencesur d on prouve que K est ordonné d-clos, en utilisant
laproposition 7 pour passerde d a d+1. [

3) Construction dela clétureréelled'un corps ordonné

Rajout d'une racine a un polynéme de degré d+1 dans un corps
ordonné d-clos

Théoreme 11: Soit K un corpsordonné d-clos, P un polyndme de degré d+1, a<b deux
élémentsde K. On suppose P(a).P(b) <0 et P designe constant sur Jab[ (cequi est
décidable).

Il est possible d'attribuer un signe atout élément de K[X] de maniére a obtenir une
extension ordonnée, notée K[X,] (X, estlaclassedéquivalencede X), de K, ou X, est
racinede P surl'intervalle ]Jab].

En outre cette extension est unique & K -isomorphisme croissant unique pres, c.-&-d. : pour
toute extension ordonnée L de K qui possede un élément & racinede P sur Jabl, il
existe un unique K -isomorphisme croissant de K[X,] vers KI[¢]

preuve> Supposons par exemple que P soit positif sur I'intervalle.

Soit Q un polyndbmede K[X], imaginonsqu'il ait uneracine ¢ sur l'intervalle ]a,b[ dansune
extension ordonnée de K et cherchons a attribuer un signea Q(&).

Soit Q; lerestedeladivisonde Q par P. Si Q est nul, (cas 1), on doit poser Sg(Q):= 0.
Sinon, calculons les racines de Q; situées sur l'intervalle ]ab[, dou la liste ordonnée
[a=ug, Uy,..., Uu,=b]. Les valeurs successives de P sont en ordre strictement croissant. Si
P(y;) =0 pour un certain i, (cas?2), on pose Sg(Q):=0. Sinon, (cas3), P passedusigne -
ausigne + surunetunseul dessousintervalles [u;,ui.q], et Q; estdesigne constant connu
o sur l'intervale Ju;,u,4[. Onposeaors Sg(Q):=o.

Comme nous n'‘avions pas la liberté de faire une autre affectation de signe dans le cadre d'une
extension ordonnéede K ou P admet uneracine & sur l'intervalle Jab[, celamontrel'unicité
del'extension a K-isomorphisme croissant unique prés. Et on aauss établi :
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Lemme Si P posséde uneracine ¢ dans K ou dans une extension ordonnée de K sur
I'intervalle ]a,b, I’ affectation de signe définie ci-dessus vérifie: Sg(Q) = Signe de (Q(c)), &t
donc ¢’ est une affectation de signe cohérente.

Nous allons voir que nous avons dans tous les cas une affectation cohérente de signes dans
K[X]. Les conditions 1”) et 5) sont trivialement vérifiées. Avant de passer aux autres
conditions, faisons une remarque préliminaire: si au cours de la démonstration, hous sommes
amenés aaffecter 0 aun R(a) avec deg(R) <d, cdasignifie que P(c) =0 pour uneracine ¢
de R sur ]ab[, donc ¢ dans K, nous pouvons aors court-circuiter la démonstration en faisant
appel au lemme précédent (notez que nous ne faisons pas pour autant |’ hypothése non
congtructive selon laguelle P admet ou n’ admet pas de racinedans K sur l'intervalle ]a,b[).
Nous pouvons supposer en particulier gue nous ne sommes jamais dansle cas 2) ou P admet
uneracinedans K sur l'intervalle considére.

2'a) et 3a): supposons Q dans a,, et S dans agp ou O, ; comme nous évitonsle
cas2), Q est multiplede P, donc QR égaement, et par ailleurs Q+ S et S ont le méme
restemodulo P .

2b): a,+a, 0o, : SYS) = +1, Q(Q) = +1, lerestedeladivision de Q+S par
P est Q+S;. Notons [Ug, Ug,..., Up], [Vos Vi, Vin] € [Wo, W1,..., Wp] les subdivisions
introduites avec lesracinesde S;, Q; et Q;+S; respectivement. On peut les fusionner en une
seule subdivision, les 2 polyndmes S; et Q; ontlesigne + sur l'intervalle ouvert ou P
change de signe (ce sont des sous-intervalles desintervalles considérés séparément pour S; et
Qq) donc également Q;+S;, et cet intervalle est un sous-intervalle de celui qui doit étre
considéré pour |'attribution d'un signea Q+S via Q;+S;.

3b):a, x a, Oa, : lerestedeladivisonde Q.S par P est égal aureste R dela
divisonde Q..S; par P, cequi donne Q;.5;=A.P+R, avecdeg(A)<d. S A; estnul,
NOUS rai Sonnons comme au cas précédent. Sinon, nous fusionnons les subdivisions associ ées
aux polyndbmes R, A, Q; et S;. Sur l'intervalle ouvert minimum (Jc,d[) delasubdivision ou
P change designe, on sait d§aque Q; et S; ontlesigne + 1. Soit o lesignede A sur cet
intervalle. Lepolynébme P alesigne — o enl'une des extrémités c, d, et également, vuela
continuité delafonction P, en un point ¢’ intérieur a Jc,d[. Ona:

R(c)=(-AP + Q.S)) (c)>0. O
Commentaire : Notonsques K est une partie détachable de K[X], alors on est capable de diresi P admet
ou non uneracine dans K sur l'intervalle. Inversement, si on est capable de calculer un facteur irréductible (dans
K[X]) de P, changeant de signe sur l'intervalle, alors K est une partie détachable de K[Xy]. Fort

heureusement, la construction de K[X,] est indépendante de telles hypotheéses, qui ne sont en genéral pas
vérifiées d'un point de vue constructif.

Une preuve "abstraite”

Définitions 9 :
On appelle cloture réelle d'un corps ordonné K une extension ordonnée algébrique de K
qui est un corps réel-clos.
Une extension ordonnée R d'un corpsordonné K est appelé une d-cléture (ordonnée) de
K s c'est un corps ordonné d-clos et si tout éément de R peut étre obtenu a partir
dédémentsde K par répétition des opérations arithmétiques et de I'opération: calcul d'une
racine d'un polynéme de degré < d.

Théoreme12: Tout corpsordonné K possede une cloture réelle, uniquea K-isomorphisme
Ccroissant unique pres.
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preuve> Nous raisonnons par récurrence sur d pour montrer que:
H(d) : Pour tout corps ordonné K, on peut construire une d-cl6ture ordonnée K@ de K.
En outre, pour toute extension ordonnée d-close L de K, il existe un unique K-homomor-
phisme croissant de KO vers L.
Pour d=1, il n'y arien aprouver.
Supposons I'hypothese vraie pour d. Si K est un corps ordonné, si P est un polyndme
unitaire de degré d+1 dans K (d)[X], et s a et b sont deux racines consecutives de P
vé&ifiant P(a).P(b) <0, nous noterons:
o := lecbne congtruit comme au théoreme 11 a partir de (P,a,b),
et donc, conformément aux notations précédemment définies:
K(d)[XG] 'extension de K@ définie apartir de a
KX, la d-cléture du corps K@[X ]
Nous avons une construction analogue pour le premier, le dernier ou I'unique intervalle du
tableau de variation de P, c.-a-d. que nous pouvons prendre a= — o et b =lapremiéreracine
de P etc...
Cette dirons que “K@[X ] est bien défini” pour signifier que les conditions requises pour P,
a, b sont bien vérifiées.
Nous itérons maintenant cette construction et utilisons la notation :
K(d)[xa]](d)[xaz](d)---[xcxi](d)-
Pour obtenir K@Y nous allons "recoller" entre elles toutes ces extensions: ce qui revient &
introduire une bonne relation d™égalité’ sur leur réunion digointe.
Nous établissons tout d'abord un lemme (sous I'hypothese de récurrence H(d)).

Lemme: Si L estuneextension ordonnéed-closede K et s K@[X,] est bien défini, alors
L[X,] est bien défini, et il existe un unique K-homomorphisme croissant de K@[x 1@
vers L[X,]9.

Supposons a = (P,ab). Commeil y aun unique K-homomorphisme croissant de K@ vers
L,lespoints a et b etlepolyndme P sont définis sans ambiguité dans L, qui peut étre vue
comme une extension ordonnée de K@. En outre, comme P est de degré d, sesracinesdans
K@ sont ses seules racines dans L (cf. théoreme 5). Donc a et b sont bien deux racines
consécutivesde P dans L (raisonnement analogue dans les cas avec «). On applique
ensuite le théoréme 11 et H(d) pour obtenir I'existence et |'unicité du K-homomorphisme
croissant de K@[X,]@ vers L[X,]©. O

Nous pouvons maintenant recoller nos extensions :
s Ky = KOX 1 DX ool D[ Xl @ et Ky = KO[Xp ] DX ] @[ X1 @ sont deux
extensions construites sur le model e précédent, les deux extensions "composees’

K" =K [ Xp] VX ol D [X g @ et K =KXl DX @...[X ] @
sont bien définies, par application répétée du lemme. De méme, il existe un unique K-homo-
morphisme croissant de K’ vers K”, et un autrede K” vers K’, qui par composition ne
peuvent donner que l'identité. D'ou un isomorphisme canoniquede K’ vers K”.
Un dément x del'extension K, devradonc étre considéré comme égal (dans K@) aun
élément y del'extension K,, si et seulement s x apour image y par I'isomorphisme
canoniguede K’ vers K”. |l faut vérifier que cette relation ( “étre considéré comme égal a’)
est bien une relation d'égquivalence : laréflexivité et la symétrie sont immédiates. Latransitivité
sobtient en considérant les isomorphismes uniques liant des extensions composées obtenues a
partir des 3 extensions en cause.

Il est clair que I'on obtient, avec le recollement de toutes les extensions du type initial, une
extension (d+1)-close et qu'elle est unique a K-isomorphisme croissant unique pres. [
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On notera que |'unicité d'une d-cl éture résulte également du théoreme 9.
Il serait intéressant de fournir une preuve plus directe du corollaire suivant du théoréme 12.

Corollaire : Danstout corps ordonné, les algorithmes de Sturm et de Sturm-Sylvester
prescrivent des nombres de racines positifs ou nuls.

Explicitation de I'algorithme sous-jacent, une preuve plus concréete

Examen delapreuve

Si nous examinons les calculs impliqués récursivement dans la preuve "abstraite" donnée
au paragraphe précédent, nous voyons que tout €lément de la cl6ture réelle est présenté comme
élément Q(&1,§2,....&k) d'une "extension emboitée normalisee réellement spécifiée”, avec
Q O K[X1,X5,....Xi] : une extension emboitée réellement spécifiée est définie par un systéme
d'éguations emboitées et une spécification de laracine réelle considérée a chague étage (dans
cette preuve, elle est spécifiée comme unique racine sur un intervalleou P change de signe et ou
P est de signe constant).

Lethéoréme 11 nousdit que, si d, = d+1, l'attribution dun signea Q(§1,&2,..-.{k) peut
étre faite par un algorithme ou n'interviennent que des calculs dans une d-cl6tureréelle Ly.; de
K[&1,&2:--6k-1], (laspécification réelle de & est elle-méme explicitée et vérifiable dansL.,).
Lethéoreme 11 nous dit aussi que, des qu'une d-cl6ture réelle existe belle et bien, I'algorithme
d'attribution de signes est cohérent (c.-a-d. fournit bien une nouvelle extension ordonnée) et
unique. Maisen fait, la d-cl6ture réelle n'est jamais manipulée en entier (pas plus que K lui-
méme).

Si nous appliquons le théoréme 11 & chacun des calculs de signe impliqués dans
I'attribution du signe a un polyndme particulier, nous sommes amenés a introduire des systemes
d'équations emboitées (réellement spécifiées) plus gros que [Py,Ps,...,Pc.q] maisou les
polyndmes qui sont rgjoutés (comme par exemple la dérivée de Py, dont il faut expliciter les
racines) sont tous de degré < d (en les nouvelles variables introduites). En fait, tout nouveau
polynéme introduit par |'algorithme d'attribution de signe est ou bien la dérivée d'un polyndme
précédemment introduit, ou bien lereste de ladivision de 2 polynémes dgaintroduits!.

L arécurrence sous-jacente

Ceci nous suggere une recopie plus évidemment a gorithmique de la preuve "abstraite” :
- examinons d'abord |'assertion suivante :

I'algorithme d'attribution des signes dans K[&1,¢o,...,&k] par utilisation récursive du
théoréme 11 est cohérent chaque foisqueles d; sonttous<d et qu'au plus n dentre
eux sont égaux a d .

Cette phrase n'est pas "autodestructrice”" parce que I'agorithme d'attribution des signes du
théoreme 11 n'impligue que des systemes emboités ou tous les polyndmes sont de degré < d et
ou les seuls polynémes de degré d sont ceux du départ. Néanmoins, nous ne pouvons pas la
démontrer directement par le théoréme 11 et une récurrence double (sur (d,n) muni du bon
ordre lexicographique) parce que, si le dernier polynéme n'est pas de degré d, I'algorithme

1 3) un pseudo-reste ferait aussi bien I'affaire, ce qui évite alors toute division dans les extensions considérées
b) mis a plat, I'algorithme d'attribution de signe dans K[&1,85,....Ek] par utilisation récursive du
théoréme 11 n'est autre que I'algorithme de Hormander (cf. § 4)
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d'attribution des signes implique des systéemes d'équations emboitées ayant aussi n polynémes
de degré d. Lethéoréme 12 fait donc appel a une récurrence plus compliquéel.
—  considérons maintenant I'assertion suivante :

I'algorithme d'attribution des signes dans K[§1,&,...,&,] par utilisation récursive du

théoréme 11 est cohérent chague fois que :

les d; sonttous<d,

au plus n; dentre eux sont dedegré d,

aprés le dernier polyndme de degré d, au plus n, d'entre eux sont de degré d — 1,

aprés le dernier polyndme de degré d — 1, au plusng d'entre eux sont de degré d — 2,
€tc ...

aprés le dernier polyndme de degré 3, au plusny.; d'entre eux sont de degré 2.

L'ensemble des listes [d; ng, ny,..., Ng.1] €st muni de |'ordre lexicographique et on peut prouver
|'assertion encadrée par récurrence sur ce bon ordre gréce au théoreme 11.

Une preuve analogue basée sur |'algorithme | F

Vus les théoremes 6 et 8 déja établis pour les corps ordonnés d-clos, I'algorithme IF peut
sappliquer pour tout corps ordonné K qui possede une extension ordonnée d-close R, a
condition que tous les polynémes du systeme triangulaire d'éguations considéré soient de
degré< d. En fait, on peut voir I'algorithme IF comme un agorithme de calcul dans la
d-cl6ture ordonnée de K et on al'éguivalence suivante :

(1) K posséde une extension ordonnée d-close R
S et seulement si
Pour tout systéme triangulaire de n équations a coefficientsdans K de degrés<
d, l'algorithme IF est un algorithme cohérent d'attribution de signes dans
K[X1,X5,...,X,] (ceci pour chacune des solutions (§1,&5,....§,) du systéme
triangulaire, caracté&risée ala Thom par I'algorithme IF lui-méme)
Si P est un polyndme de degré d+1 acoefficients dans un corps d-clos R nous appellerons
racineréellede P touteracine de P telle que définie au théoreme 11. Toujours d'aprésle
théoreme 11, si Q est un polyndbme de R[X] et a uneracineréelle de P, nous pouvons

parler sans ambiguité du signe de Q(a). On obtient alors I'amélioration suivante du
théoreme 6 et delaproposition 7, avec le méme raisonnement qu’ ala proposition 7 :

(2) On suppose gu'on est dans un corps ordonné d-clos R. Si P est degré d+1,
I'algorithme de Sturm compte le nombre de racines réelles de P (définition ci-
dessus) sur l'intervalle précise. Enoutresi Q [0 R[X], I'agorithme de Sturm-
Sylvester appliqué a P et Q détermine le nombre de racines réelles de P
rendant Q positif et le nombre de racinesréellesde P rendant Q négatif (sur
I'intervalle précise) .

NB: Pour énoncer et démontrer (2), il n'est pas nécessaire de supposer I’ existence d'une

extension ordonnée de K contenant toutes les racines réelles de P (existence qui ne résulte
pas de maniére immédiate du théoréme 11).

D'apréslethéoreme 11 et (2), on obtient ensuite le résultat suivant :

1 et on peut sans doute voir lalavraie raison pour laguelle une preuve algorithmique du résultat a tant tardé.
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(3) Si le corps ordonné K posséde une d-cl6ture ordonnée et si on a un systeme
d'éguations emboitées spécifiées ala Thom, toutes de degré < d sauf laderniére
de degré d+1, alors l'algorithme IF appliqué a ce systeme est un algorithme
cohérent d'affectations de signes.

Notons bien ici ce qu'on entend par cohérence de I'algorithme IF, c'est d'une part, qu'il aboutit
bien a un résultat, d'autre part qu'il est alors un algorithme cohérent d'attribution de signes, au
sens ou hous I'avons défini dans les préliminaires. Pour que I'algorithme |F aboutisse bien a
un résultat, il faut, par exemple entre autres choses, que l'algorithme de Sturm-Sylvester
aboutisse toujoursaun nombre = 0 deracinesde P rendant Q > O.

On déduit du (3):

(4) S tout corps ordonné K posséde une d-cléture ordonnée, alors pour tout
systéme d'éguati ons emboitées spécifiées ala Thom dans un corps ordonné, toutes
dedegré < d+1, I'algorithme | F appliqué a ce systéme est un algorithme cohérent
d'affectations de signes.

En effet, on peut faire une récurrence sur le nombre n d'équations de degré d+1 intervenant
dansle systéme. Supposons la cohérence jusqu'a n. Fixonsles m premiéres éguations, parmi
lesquelles n équations de degré d+1. Soit L I|'extension de K qui correspond a ces m
premiéres éguations. Par hypothése L possede une d-cléture. On peut donc autoriser apresla
meme équation des équations de degré < d: les affectations de signe par I'algorithme |F sont
cohérentes et construisent lad-cl6turede L. D'apreslerésultat (3) on peut donc introduire en
position m+1 une (n+1)eMe équation de degré d+1 et I'agorithme IF sera cohérent. I
correspond donc a ces m+1 équations une extension ordonnée M. Et comme tout corps
ordonné posséde une d-cl6ture, on peut de nouveau rajouter des équations de degré < d en
nombre arbitraire aprés la (m+1)eMe, On obtient ainsi un systéme arbitraire avec n+1
équations de degré d+1.

Enfin, on déduit de (4), vu (1):

(5) Si tout corpsordonné K posséde une d-cléture ordonnée, alorstout corps
ordonné K possede une (d+1)-cléture ordonnée.

Puis par récurrence sur d, vu (5):

(6) Tout corpsordonné K possede une clétureréelle.

4) Théorie constructive des corpsréelsclos

L 'algorithme de Hormander

Soit L =[Py, Py, ..., B] uneliste de polyndmesde K[X], ou K est un sous-corps d'un corps
réel clos R. On dit qu'on a dressé le tableau complet des signes de laliste L lorsqu'on a
calculé toutes lesracinesdes P, dans R, qu'on les arangées par ordre croissant, et qu'on a
déterminé le signe de chacun des polynémes, en chacun des points et sur chacun desintervalles.
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Théoréme 13:

Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R.

Soit L =[Py, P,, ..., B] uneliste de polyndmes de K[X].

Soit P lafamille de polyndmes engendrée par les@démentsde L et par les opérations

P-FP, e (PQ) - Rst(P,Q). Alors:

1) P estfinie

2) On peut éablir le tableau complet des signespour P en utilisant les seules
informations suivantes : e degré de chaque polyndme de lafamille; les diagrammes des
opérations P - P, et (P,Q) - Rst(P,Q) (oudeg(P)=>deg(Q)) dans P ; et les
signes des constantes de P 1.

preuve> 1) A priori, pour construire P on prend laliste L et on applique systématiquement
I'opération "reste de tous les couples de polyndmes précédemment obtenus' ainsi que
I'opération "dérivation de tous polyndmes précédemment obtenus’. Si d est le degré
maximum dans L, en appliquant une fois les opérations "dérivation" et "reste' on n'introduit
gue des polyndmes de degré < d. On peut donc, la deuxiéme fois, n'appliquer I'opération
"dérivation" qu'a des nouveaux polynémes, tous de degré < d et I'opération "reste”" a des
nouveaux couples de polynémes, donc avec le deuxieme polynéme de degré < d. En
conséquence les polyndmes obtenus la deuxieme fois sont tous de degré <d-1. Laméme
remarque sapplique a nouveau. Le processus ainsi controlé est donc fini.

2) Numeérotons les polyndmes de la famille avec un ordre qui respecte la croissance des degrés.
Soit P, lasous-famille de P constituée des polyndmes numérotés de 1 a n. Elle est
évidemment stable par les opérations ‘ dérivation’ et ‘reste de division’, qui abaissent le degré.
Notonsenfin T,, letableau de Hormander correspondant.

Montrons, par récurrence sur le numéro n du polynéme, qu'on peut éablir |e tableau complet
des signes des polynémes de lafamille P,, en utilisant les seules informations autorisées.
Tant que les polynémes sont de degré 0, c'est clair.

Supposons vrai jusqu'a n. Soit P le polyndme de numéro n+1 dans P. Sur chacun des
intervalles du tableau T,, le polyndbme P est strictement monotone, d'apres le théoréme des
accroissements finis. Chacun des points & dutableau T, est oubien +, oubien - oo,
ou bien une racine d'un certain polyndme Q denuméro < n, etdanscecas, s R =Rst(P,Q),
ona P(&)=R(§). Lesigne de P(§) est donc connu dans tous les cas a partir des informations
autorisées. On en déduit sur quelsintervallesouvertsde T,, le polyndme P reste de signe
constant, en quels points déjaintroduits sannule P et sur quelsintervalles ouvertsde T, sont
lesracinesde P dans R qui ne figuraient pasencoredans T,. Soit { uneracinede P sur
I'un de cesiintervallesouverts | =1 &,&'[. Si Q est un polyndbmede numéro < n dans P,
son signesur | est connu donc aussi en ¢,sur ] &,[ et sur ] {,&'[. Quanta P,son signe sur
] &[] et celui sur ] ¢,&'[ sont également connus. On adonc construit |e tableau complet des
signes pour P,,; apartir desinformations autorisées et du tableau complet des signes pour
P, O

On notera que les intervalles ouverts minimaux du tableau de Hormander (défini dans la
preuve précédente) sont tous specifiésalaThom dans K apartir d'un ou de deux polyndmes
de P, etlespointsdu tableau de Hormander sont également spécifiés ala Thom.

1 Onnoteraqueles constantesdans P sont essentiellement : les coefficients dominants des polynémes de P,
etlesvaleurs P(§) ol P estunpolyndbmede P et & uneracine d'un polyndme de degré 1 de P.
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L e principe de Tarski-Seidenberg

Théoréme 14 :
Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R.
Soit L =[Qq, Q,, ..., Q] uneliste de polyndmesde K[U4, U,,..., U ][X].
On peut construire une famillefinie F de polyndmesde K[U;, U,,..., U,] telle que, pour
tout uy, U,,..., U, dans K, enposant P,(X) = Q;(uy, Uy,..., u,;X), letableau complet des
signespour L =[Py, P,, ..., B] est calculable apartir des signesdes S(uy, u,..., U,) pour
SO F.

preuve> On remarque que les constantes de |'algorithme de Hormander sont toutes obtenues
comme fractions rationnelles en les coefficients des polyndmes de la liste initidle L. Par
ailleurs, le calcul delafamille P est "uniforme" aceci présquele calcul dunreste Rst(P,Q)
dépend du degré de Q. Comme les coefficients de Q sont fractions rationnelles en les
coefficients des polynémes de la liste initiale L, le degré de Q, pour une spécialisation
Uy, Uy,..., U, donnéede U4, U,,..., U, dépend de l'annulation de certains polyndmes en les
coefficients des polyndmes de la liste initialle L. On met donc dans la famille F tousles
polynbémes apparai ssant au numeérateur ou dénominateur d'un coefficient d'un polynéme de la
famille P, pour touteslesfamilles P possibles. 0

Théoreme 15 : (principe de Tar ski-Seidenber g)
Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R.
Soit L =[Qq, Q,, ..., Q] unelistede polyndmesde K[U, Us,..., UJ[X], T=[T14, Ty, ..,
1] O0{< <= > >}k
On peut construire une famillefinie F de polynémesde K[U4, U,,..., U] €t une partie
finie B de { -1, 0, +1}F tellesque, pour tout uy, U,,..., U, dans K, en posant
P.(X) = Q;(uy, Uy,..., uy;X), onait:
[DEOR: P§) 1,0 et ... et P(&) 1 0] = (Sign(S(uy, U,..., Up))sor O B

preuve> On raisonne comme au théoréme précédent, lafamille F étant définie de la méme
maniére. On établit tous lestableaux de Hormander possibles, selon lesfamilles P et selonles
signes attribués aux constantes de lafamille P choisie. 1l nereste plus qu'a sélectionner les
tableaux de Hormander pour lesquels U& O R Py(§) =04 et ... et P(§) =0y, etcea
fournit lapartie B cherchée. O

Théories formelles des corps réels clos discrets, intuitionniste et
classque
Il n'est pas difficile de reproduire les preuves précédentes dans le cadre de la théorie formelle
intuitionniste des corps réels clos discrets. On n'utilise pas le principe du tiers exclu général,
mais on aun tiers exclu restreint donné par I'axiome:

Ox x>0 o0u x=0ou x<0
qui traduit le caractere discret de I'ordre considéré.
Par ailleurs, on peut admettre pour constantes de |a théorie formelle les ééments d'un corps
ordonné discret donné K, avec les axiomes correspondants qui explicitent la structure de corps
ordonné sur les constantes. Alors toute formule sans quantificateur F vérifieletiersexclu (* F
0= F” est unthéoréme de lathéorie formelle intuitionniste).
On ne peut pas dans ce cadre ramener d'emblée tout formule a sa forme prénexe. Néanmoins,
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comme toute formule sans quantificateur vérifie le tiers exclu, et comme le principe de Tarski-
Seidenberg montre le principe d'éimination du quantificateur 0 placé devant une formule sans
guantificateur, on en déduit gu'on peut éliminer les quantificateurs méme dans une formule non
prénexe, donc que lathéorie est compléte, et donc qu'elle possede les mémes théorémes que la
théorie classique correspondante. L'existence d'un modéle (laclétureréelle de K) fournit une
preuve constructive de la cohérence de lathéorie formelle considérée. 11 semble que ce soit la
premiére preuve constructive du résultat. En résumé, tant qu'il ne sagit que d'énoncés du
premier ordre, on peut utiliser lalogique classique dans un corps réels clos discret.

Notons également qu'une preuve directe ("purement métamathématique") de la cohérence et de
la complétude de la théorie formelle intuitionniste considérée ne fournirait pas pour autant une
méthode pour construire la cléture réelle de K, comme le montre I'exemple de la théorie des
corps algébriguement clos discrets. (le "théoreme de complétude" n'est pas valable
constructivement; par contre la cohérence de la théorie formelle avec constantes dans K est
assurée des que tout sous-corps dénombrable de K possede une cl6ture algébrique).

Théoréme 16:
Soit K un corpsordonnéet T4(K) lathéorie formelleintuitionniste des corps réels clos
discrets, avec lesééments K pour constantes et |es axiomes explicitant la structure de corps
ordonnéde K. Alors T,(K) est décidable, compléte et non contradictoire. En particulier,
pour toute formule F, “ F 0= F” est unthéoreme.
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